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99 ”具有 短 个 自 变量 的 线性 方 穆 ”我 们 已 不 止 一 次 地 仙 到 合 
有 未 知 夯 数 仿 导 数 的 各 种 类 型 的 微分 万 程 * 必 全 常 是 一 些 形 状 复 
特殊 的 航程 ,是 从 数学 物理 的 具体 问题 中 产生 的 。 本 音 的 目的 ,要 
了 产 明 贪 微 代 天 程 的 一 般 理 瑚 :入 我 后 的 各 述 束 大 一 中 石 程 的 理 表 
的 斌 究 开始 。 

一 个 舍 自 变 量 加 加 的 一 个 未 知 夯 数 世 的 一 入 方程 的 形 
镁 为 

(1 
苇 中 国 ，  2r 是 自 变 量 ， 铬 人 一 ts 是 未 知 画 数 % 关于 各 由 变量 
的 仿 导 数 。 我 们 首先 研究 关于 翁 导 煞 pi: 是 效 性 的 必 程 ,也 就 是 下 
面 形状 的 方程 : 
(I) 1 一 
一 和 1 
而 柔 数 和 自由 项 6 都 是 所 有 和 变量 ww 和 未 知 画 数 4 的 共 定 的 
梢 煞 。 因为 画 数 本 身 在 系数 和 自由 项 中 可 以 任意 方式 出 现 ; 有 
时 襄 这 样 的 方程 不 是 六 性 的 , 而 叶 做 氢 钱 渤 方 程 。 这 一 段 我 们 只 
对 两 个 自 变量 的 情形 来 考虑 形状 《1 ) 的 态 程 。 在 于 一 特别 情形 ， 
自 变量 通常 用 字母 和 来 记 , 而 信 导 数 限 常 以 下 面 方 式 来 二 : 
2 一 to 及 9 二 妨 。 因 此 ,本 段 研究 的 对 象 就 是 下 面 形 状 的 万 各 : 
(2) Gp Ys OPTL LE, YW IOP Ys YH)o 
319) 


314 第 三 音 人 息 微分 方程 的 一 毅 班 论 


回忆 一 下 我 们 很 旱 就 曾 见 到 过 线性 偏 微分 方程 [II; 211], 并 且 知 道 
形状 (2) 的 方程 的 积分 问题 和 某 一 常 微分 方程 组 的 积分 问题 是 等 
价 的 。 我 们 将 对 过 去 所 得 的 结果 ,补充 一 些 新 的 事项 ,它们 对 于 进 
一 步 研究 更 复杂 的 问题 是 有 益 的 。 

络 定 的 歼 数 atry ys 9) ar yt 和 czybyty 在 经 间 
(z，8 ys) 确定 了 某 个 方向 场 ,就 是 说 ,在 空间 的 每 一 定点 有 一 个 方 
岗 ， 它 的 方向 余 驴 与 cyb,e 成 比例 。 方 商场 确定 这 样 的 曲线 族 ， 
其 中 任何 一 条 曲线 , 它 的 每 一 点 的 切线 合十 在 这 点 的 场 中 的 方向 。 
这 曲线 族 的 获得 ,是 下 面 常 微分 方程 组 积分 的 结果 ， 
(3) dx dy du 


一 一 


Otro uu) birw, ts tt) cr, yd} 
或 者 ,如 果 用 ds 来 记 写 出 的 这 三 个 比 的 会 江 值 ,就 有 ， 
9 = 加 [3 B= bY); 9 = cry du}, 
量 p,，9 及 -1 和 所 求 出 面 的 法 线 的 方 同 人 条 弦 成 比例 ， 于 是 方程 
(2) 表 示 所 求 胆 面 的 法 线 和 场 中 方向 正 交 的 条 件 。 

opt+boqtet—1)=0, 
就 是 说 ， 方 程 (2) 归 缩 到 这 样 的 要 求 , 使 得 在 所 求 曲 面 4= 4(z,y) 
上 的 每 一 点 ,由 .上 述 方向 场所 确定 的 方向 落 在 曲面 的 埃 平面 上 ,由 
方程 组 (4) 所 确定 的 曲线 称 为 方程 (2) 的 特征 曲线 或 特征 。 若 某 一 
里 而 #= xx， 是 方程 (2) 的 特征 曲线 的 几何 轨迹 , 就 是 说 ， 若 
曲面 由 满足 方程 组 4) 的 曲线 1 所 构成 ， 则 过 这 曲面 上 每 一 所 的 
曲线 1 的 切线 都 落 在 曲 而 的 切 平 面 上 ,于 是 推 知 ， 这 曲 徊 满足 方 


Cd) 


由 方程 (2) 的 特征 且 线 所 构成 , 则 这 曲面 是 此 方程 的 积分 且 面 。 
我 们 假设 上 曲 面 #4=utx,# 定 每 一 点 有 切 平面 ,并且 曲面 的 法 
线 方向 庙 曲 面 连续 地 变动 。 也 就 是 假设 (x,y) 的 一 阶 仿 导数 是 
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存在 和 加 米 的 。 
以 后 衣 到 积分 井 而 , 我 们 就 尾 定 这 个 曲面 具有 .上 述 性 寺 。 通 
党 简称 这 样 的 曲面 为 光滑 的 。 
以 上 我 个 证 明了 ,有 具有 方程 %=W2， 妨 且 出 特 征 机 总 组 或 的 泡 
沁 划 面 是 积分 类 面 。 癸 过 玉 褒 ,不 难看 出 , 车 某 一 光 户 栅 面 满足 大 
可 (2), 序 它 为 积分 项 面 , 闭 来 省 可 用 特 从 遇 业 来 带 盖 。 
详 际 上 , 洪 某 曲面 5S 满足 方程 (2 )， 划 在 省 的 每 一 点 , 方向 
Ca 了, 6) 在 5 的 团 平 面 上 。 因 此 ,我 全 在 3 上 有 了 方向 者 。 把 这 
方向 副 所 对 庶 的 一 阶 党 微分 方程 积 出 来 , 我 们 就 得 到 在 项 面 活 .二 
拉 且 灌 足 方 神 和 粗 (44) 的 晤 多 VW 例如 ,方程 
和 吧 
atwy J) or, YH) 
能 作为 这 一 阶 方 程 , 其 中 必用 宪 在 砷 面 5 的 方程 中 的 到达 式 4 一 
= 作乱 代 。 恤 定 吉 , 积 从 所 写 出 的 方程 ,我 们 得 测 4 的 通过 Y 
各 性 总 常 数 口 的 裘 达 式 ; 招 这 个 圳 和 达 式 代 及 个 式 中 =28 全， 对 于 
包 我 们 好 得 到 通过 ww 和 口 的 表达 式 , 这 样 便 有 了 焉 盖 机 面 3 的 曲 
绪 族 ! 的 方程 。 
在 一 阶 常 微分 方程 的 铸 氏 中 ,我 们 网 到 过 , 浴 对 谈 于 自 变量 的 
咎 定 值 , 焙 定 了 未 知 画 数 所 取 的 初 值 , 未 人知 商 数 豆 能 完全 确定 
[II; 0, 肛 ]。 如 果 人 能够 求 出 一 般 积 分 的 语 , 由 这 些 初 值 就 可 以 确 
定 一 般 税 分 所 售 的 性 意 常数 。 可 是 只 要 借 苏 于 庆 明 存在 性 与 唯一 
竹 完 理 时 所 用 对 的 逐次 逼近 法 [HII; 更 1, 就 是 不 知道 一 般 积分 ,也 
可 以 由 初始 值 来 确 完 解 。 方 程 42) 的 通 解 所 合 的 已 沟 不 是 尾 意 常 
数 , 面 是 任 合 丙 数 [IT; 好 1 在 过 情形 下 按 梓 始 条 件 的 定 解 闪 题 可 
用 进 为 以 下 方式 :确定 方 种 ( 2) 的 积分 曲 图, 使 它 通过 空间 (2; 
2 的 基 葵 定 且 灵芝 如 时 我 们 用 入 坟 曲线 了 在 平 而 他, 幼 上 的 皖 
影 , 于 是 上 过 霄 题 全 为 求 万 程 (2 ) 的 这 痒 的 解 ,使 它 在 机 厂 和 上 备 
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所 取 葵 定 值 的 问题 。 先 玉 拟 定 所 提出 的 问题 的 解法 [IT; 器]。 习 
计 , 是 曲线 上 上 的 某 一 点 , 招 它 的 坐标 而 作出 方程 租 (4 ) 所 确定 
的 画 数 的 初始 值 。 氢 了 要 存在 性 与 唯一 性 定理 ,得 到 通过 这 点 at 
的 完全 确定 的 特征 线 。 对 曲线 【 的 每 一 点 咕 这 样 做 ,我们 得 到 一 
族 特征 线 ; 恨 定 它 们 构成 某 曲 面 8 。 宅 就 通过 曲 碾 1!, 且 按 上 面 所 
训 , 就 是 方程 (2 ) 的 积分 曲面 。 反之 , 如 前 面 所 说 的 一 样 , 方 稳 
《 2) 的 每 一 积分 曲 面 , 可 由 特征 线 组 成 ,也 就 是 由 满足 方程 租 (4 ) 
的 册 罚 所 硼 成 。 由 于 到 【 上 的 点 的 坐标 作为 这 些 解 的 初始 淋 件 ， 
因此 ,我 们 可 以 上 朋 定 ,用 上 面 所 让 方法 来 确定 通过 曲 秀 了 的 积分 类 
窗 耳 路 一 可 能 的 ; 严格 地 褒 , 就 是 辕 题 的 解 是 唯一 的 , 并且 所 求 积 
分 曲面 是 通过 曲线 ! 上 各 点 的 特征 缕 的 几何 罗 迹 。 

为 严格 地 扒 导 间 题 的 解 的 存在 手 与 只 一 性 的 证 明 , 需 要 对 方 
稳 {4) 的 右边 作 某 些 假定 ,着 上 且 出 要 对 曲 戈 【加 上 某 些 重要 的 附 
加 和 条件。 例如, 落 和 共 定 的 曲线 ， 本身 就 是 特征 线 ， 则 搂 上 这 方法 ， 
从 上 的 各 点 引 特 征 线 在 能 导出 由 面 而 仍 只 是 向 线 了。 在 这 种 情 
形 下 , 解 和 将 有 然 兰 多 [II; 网 ] 。 实 际 上 , 洪 过 曲 钱 上 的 某 一 点 引 
曲线 太 ， 定 就 不 是 特征 重 。 通过 这 出 厂 上 的 各 点 引 特 征 线 (和 葵 定 
的 曲线 上 业 在 其 中 ) ,我 们 得 到 通过 已 焙 曲 粮 ! 的 积 妇 上 曲面。 注意 
到 选取 站 时 的 尾音 性 ,我 们 就 看 出 : 如 果 葵 定 的 曲线 了 是 特征 线 ， 
表 题 就 有 针 准 多 的 解 。 也 可 能 发 生 问 题 根 本 没有 解 的 情况 。 当 通 
过 曲线 上 上 点 的 特征 线 在 这 册 线 的 办 域 井 址 加 成 有 显 式 方程 w= 
:tt2s 3) 的 曲面 时 , 其 中 ww; 幼 是 单 值 束 继 ,， 且 有 加 村 的 一 阶 
仿 导 数 ,就 属于 和 这 种 情形 。 例 如 ,要 是 所 说 到 的 特征 线形 成 母线 平 
行 于 习 坦 的 柱 面 就 是 如 此 。 在 下 一 段 , 我 们 就 来 论述 所 提出 的 赂 
题 有 一 个 确定 解 的 解析 条 件 。 

100， 柯 西 半 题 和 特征 线 ”三 西 问题 通常 此 的 是 前 面 现 出 的 
关于 确定 通过 已 烙 曲 线 的 方程 427) 的 积分 曲面 的 问题 。 为 了 课 
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入 研 究 这 个 问题 的 解 的 存在 性 与 唯一 性 问题 ,我 人 必需 利用 常生 
秀 方 程 渝中 的 一 个 定理 ,这 就 是 : 

定理 楼 微分 方 各 组 
(5) Wf yy) he 0) 


的 右边 是 其 所 有 变 其 的 在 某 一 区 域内 的 束 纺 苗 数 , 这 区 域 由 下痢 
不 等 式 所 和 确定: 
(6) lz-al<A; | 加 一 可 | 二 B (hl1,2,..,n), 


A ed 


队 一 性 定理 ,对 区 威 【6) 内 的 任意 初始 估 (voy 名， -9) 所 
确定 的 方程 组 (45 ) 的 解 
Yr Pk Ws Vo, 7 区 

有 关于 初始 信 的 贪 导数 8 ,它们 是 其 所 念 变星 (zs2o 如 必 2 
的 速 和 米 而 数 。 

为 了 不 中 断 仿 述 , 我 们 把 这 全 定理 的 证 明 延 到 后 一 段 去 。 

现在 来 解决 柯 症 问题。 假定 曲 衣 i 的 方程 雇 套 数 的 形式 项 
HH: 
(3) womgott); yo—Yl); Wr) (beteth) 
且 或 方程 4) 的 右边 在 空间 (wy 号 的 舍 曲 线 【在 内 的 某 一 区 
域内 满足 上 述 定 理 中 的 条 件 。 取 .上 的 点 的 坐标 作为 在 3=0 的 
初始 值 , 刚 对 充分 接近 于 才 的 3, 得 到 方程 坦 ( 4 ) 的 解 : 

sw—=x(s; Vos Yo Uo); Y=Y(8, wo, Yo, Vo); 


下 一 38 Xo Yo Yo) 


式 洪 ,由 于 (7 ): 
(8) zs=2{s, DD; Y=y{s, DD; =u(s, Ho 
慨 庚 方程 (7 ) 的 右边 关于 t 速 熏 可 租 , 工 利用 上 面 的 洁 理 ,我 
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1 


向 可 及 肯定 画 数 (8) 不 羽 对 8 而 且 对 二 也 有 吉村 导 数 。 对 区 关 
to<t<h 由 尾 辣 往 定 的 1 面 数 (8 ) 允 于 充分 接近 干 雾 的 所 有 3 是 
确定 的 。 作 出 和 这些 夯 数 中 的 前 汞 天 个 关于 * 和 t 的 澳 数 行 刘 式 ; 
(C9) 1 = Bay — Hida o 

对 以 后 重要 的 荐 这 个 行列 式 异 于 号 还 是 等 于 堆 这 性 事 。 我 全 
首先 考虑 沿 曲 线 了 当 4 关 0 的 情形 , 其 次 ,再 考虑 治 肢 艇 ! 当 4=0 
的 情形 。 从 第 一 种 情形 开 熔 : 

(10) 40 《 沿 曲 线 门 ， 

就 是 说 , 当 8=0 时 4 和 0, 不 公 如 此 ,由 于 导数 的 速配 性 , 在 初始 
值 8=0 与 值 二 的 划一 半 城 内 4 二 0 也 成 辫 , 而 # 对 应 王 曲 嫉 [的 
某 一 点 间 。 此 时 ,于 (38) 中 的 前 前 个 方程 ,对 且 粮 1 上 点 订 的 侯 
标 你 ， 幼 的 基 一 痢 域 中 的 一 团 % 及 中 可 应 关于 s 及 了解 出 , 这 
解 是 唯一 的 ,并且 得 到 的 画 数 3 (x, 轨 ，z7 力 有 一 阶 连 粮 导 数 
LIL; i] 。 将 所 得 的 函数 s (2%，, 7 及 iv, 从 代入 158) 中 的 第 三 
个 万 禹 ,是 在 所 述 的 曾 域 中 得 到 页 数 wtz, 2 ， 它 有 流入 一 阶 导 数 ， 
着 日 曲面 5 一 4 切 在 放 的 痢 域 含有 曲名 的 一 段 。 从 前 段 所 
谣 的 儿 何 学 上 的 看 法 ,次 按 推 出 wa 切 满 足 方程 (2 )。 我 全 以 下 
也 权 讲 分析 的 方法 来 检 驻 这 事实 。 

庶 当 指 贞 ,我 们 仅 在 曲 绕 上任- 一 办 定 点 于 的 某 一半 城内 作 
出 解 xz 急 ， 或 者 瑶 , 得 到 了 问题 的 局 部 解 。 在 加 上 某 些 条 件 到 
2 00 曲 篇: 上 时 ,可 以 相 借 ， 在 整个 曲线 【的 某 - 一 亲 城 内 , 朗 
对 平面 (4, 急 上 所 有 充分 慷 近 于 2 = mm 人 ,4 一 久 伏 的 -一 轨 汪 和 
4， 是 可 能 作出 积分 曲 画 末 的 。 这 里 假 误 吉 介 ， 久 信 不 同时 为 图 。 
深 似 这 和 神 灶 项 的 确切 琢 活 将 在 下 段 指出 。 

关于 在 平面 (%, Y) 上 的 某 一 预先 指定 的 区 域内 ， 方程 的 解 的 
存在 辣 题 是 很 难 决 定 的 。 可 忆 作 出 平 而 (2 轨 上 的 一 个 区 城 是， 
和 企 其 上 专任 何 辽 导 数 的 画 数 842, 奶 ,使 得 对 于 万 程 
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ws hs, Y= 0, 
在 从 区 城 日 土 有 名 楼 一 阶 导 数 的 解 , 充 妈 是 Y 一 种 数 。 
正在 肉 证 ,所 作画 数 4t%w, 3 了) 确实 是 方程 (2) 的 解 。 利 用 复合 
图 数 的 求 导数 法 则 及 方程 (4), 可 以 写 出 : 


d 
Ua tw,b » 


但 是 彩 一 %， 由 此 推 知 , ww, 幼 确实 满足 方程 (2)。 

问题 的 解 的 哈 一 性 , 袜 楼 从 每 个 积分 曲面 由 怕 征 曲 绕 所 构成 
的 这 个 密实 推出 。 吏 在 我 们 从 解析 上 来 让 明 它 。 设 w=w(w, 分 是 
茶 一 积分 曲面 ,并 且 we, 9) 有 一 阶 连 模 导 煞 。 对 常 微分 万 稳 狂 
(11) 和 一 ao Ys Ww 9)]; bfs, 2 W(v, Y)1o 


求 积 分 ， 和 着 岩 所 得 的 解 代 入 画 数 一 www 仍 , 在 我 从 的 积分 蝗 耐 
上 就 得 到 一 筷 曲 歼 。 

不 难 辟 证 ， 这 时 画 数 芭 满 中 ‘4 ) 由 第 三 个 方程 。 实际 .上 ,由 于 
(11): 


du _ 
Ha td 。 


但 是 4 一 ut 急 是 积分 曲面 ,就 是 喜 ， 2 十 如 本 一 和 因此， 和 一。 


这 样 ， 上 面 所 庄 的 训 瘟 曲面 =%t%, 切 的 曲线 确实 是 特征 线 。 于 
是 ,在 条件 (10) 之 下 , 柯 西 问题 有 唯一 的 解 。 我 们 在 考虑 韭 楼 性 一 
除 万 程 时 还 要 回 到 了 玲 一 性 回 题 。 

现在 假定 沿 申 迹 by 即兴 8 二 0 时 ,我 们 有 : 
(12) d= ey —0o 

在 议 种 畏 况 下 要 证 明 , 如 果 汉 过 曲线 【 且 有 一 阶 韦 糖分 数 的 
秋分 曲面 “一 wz 3) 存在 , 莉 这 曲线 一 定 是 有 特征 米 。 在 这 电 和 和 
前 一 榜 , 受 是 我 们 新 明 面 % 一 ww) 奶 通过 曲 纺 六 那 末 应 了 解 为 是 
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户 部 的 ,就 是 褒 , 只 潜 氏 上 的 某 一 段 。 
将 假设 4 及 5 沿 ! 不 竺 于 等。 考 虐 到 方程 (4) 中 的 前 两 个 ， 
我 们 可 和 写 条 件 (12) 为 形状 : 


i 一 
(19) Sp (sO0), 


其 中 字 厚 区 用 玉 记 所 写 比 式 的 公共 值 。 调 2 一 2 人， 殷 是 通过 了 的 
积分 曲面 , 移 式 子 公 =%0( 加 及 y= 如 四 代 太 wtrw， 肋 ， 关 于 革 求 导 


逢 利用 (19) ,我 们 得 到 : uka tvbb 。 注 意 到 w=w(w, 仍 是 方 


程 (2 ) 的 解 并 利用 这 个 方程 , 更 可 写 册 学 一 bc， 这 样 我 们 就 导出 
方程 组 : 


于 是 推出 曲线 是 特征 线 。 因 此 若 4=0, 划 为 了 要 使 通过 ;的 
积分 曲面 存在 ,这 曲 妈 就 必须 是 特征 米 。 于 时 ,如 在 前 段 吕 过 的 一 
样 , 通 过 曲线 i 有 无 穷 多 积分 曲面 。 在 上 上 面 推导 证明 时 ,对 我 傅 来 
设 , 通过 [的 积分 曲面 “= 一 ww 功 ， 在 渤 缕 上 各 点 有 过 粮 导 数 当 
热 是 重要 的 ; 可 能 有 这 种 情形 , 像 我 们 将 要 在 例题 中 贡 到 的 一 样 ， 
1 不 是 特征 线 ,， 面 沿 着 它 4 一 0, 并 上 且 沈 还 存在 着 通过 i 的 积分 曲 
面 ,可 是 wts, ) 的 仿 导 数 在 『 的 各 点 不 复 达 逢 , 换 句 忒 说 , 曲线 ! 
是 积分 曲面 的 亲 厂 。 考 不 是 特征 线 ， 而 洛 着 医 4=0, 那 末 就 是 
说 , 沿 有 曲线 i 


和 
-bb' ee" 
应 当 指 出 方程 租 (4 ) 的 一 个 特性 。 辅 助 套 狼 s 在 方程 的 右 和 过 
不 出 现 , 着 县 任意 澡 数 之 一 是 作为 3 的 附加 项 面 出 更 的 。 这 个 性 
意 常 数 不 起 让 或 作用 而 归 竺 为 选 8 初始 值 的 任意 性 。 因此 , 我 们 
在 求 这 方程 组 的 积分 时 有 和 十 个 实质 性 意 常 数 。 性 是 写 方 程 粗 (4) 


为 形状 ( 30, 这 事实 便 立即 清楚 了 。 
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回忆 起 ,若是 求 隐 式 [IT; 媚 ]: 
(14) ps 9 TU 
的 解 ,其 中 是 某 一 任意 常数 , 剧 措 线性 非 卉 次 方程 (2 ) 可 化 为 存 
矿 性 齐 次 方程 。 按 照 隐 西数 求 导 的 法 朋 , 我 们 有 


Wr, Py 
Wy = — 一 
Pu” Pu’ 


万 称 (2) 化 为 纯 线 性 齐 次 方程 : 
(5) (人 YW Pat br YD Prt em, y HW Pu= Oo 
对 应 的 常 微分 廊 程 组 是 (3)。 洛 
Pie Yi EO Pal Yy WW = Oa 
是 这 方程 组 药 琴 个 独 记 的 解 , 则 
p= (Pp, ya) 

出 是 方程 亿 站 的 解 ,其 中 了 为 pi 及 gs 的 任意 画 数 。 我 们 健儿 到 
如何 从 柯 西 则 题 的 条 件 来 确定 这 图 数 的 形状 [II 23]。 

上 面 的 说 明 引 起 以 下 的 问题 。 我 们 求 方程 (2 ) 拘 解 时 ， 把 这 
解 看 作 是 诡 于 具 隐 式 方程 (L 少 , 而 合 有 任意 常数 局 约 这 一 类 解 中 
的 。 不 维 趣 明 , 用 这 样 的 方法 , 我 们 并 未 天 类 方 牺 的 任何 一 个 和解 。 
简 埋 地 用 ,由 于 柯 西 问 题 初 始 条 件 的 任意 性 ， 这 里 的 问题 归 蒜 到 ， 
我 全 可 把 方程 药 任 何 解 看 作 是 属于 洛 任 意 常 数 的 整个 解 族 中 的; 
关于 这 个 任意 常数 解 出 来 , 我 们 就 确信 任何 解 可 从 形状 (4) 的 式 
子 得 到 。 我 全 可 能 所 从 的 妈 是 那 芷 了 水 能 由 上 过 和 柯 西 问题 解 球 的 过 
程 中 得 到 的 解 ( 奇 解 )。 如 果 丁 数 a, 5 及 = 满足 某 些 -- 般 移 条 件 ， 
芝 样 的 解 就 不 会 有 了 。 至 于 群 厅 的 走 明 ;我 们 不 去 办 屁 。 

了 91、 任 总和 多 个 自 变 旱 的 情形 ”考虑 有 任意 个 数 自 变量 的 线 
性 方程 
(I ly By HDI Nn HP 


=6(miy wi Wy Wo 
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以 后 我 们 常常 假 玉 系 刍 ol， as py pr 对 所 考 碟 的 变数 2， 53 
gn) 之 值 来 说 不 同时 为 孝 , 就 是 驶 ， 呈 十 旺 士 … 十 呈 >>0。 和 在 谣 程 
16) 的 研究 中 ,我 们 将 利用 类 似 于 三 杂 襟 沿 的 几何 术 诡 ;在 这 种 情 
形 下 ,我 们 有 坐标 是 (wp, 的 的 tn 十 二 条 实测 。m 厅 流 形 旺 
指 这 宏 间 中 的 一 个 点 集 ; 其 中 的 点 的 坐标 能 用 mm 个 任 党 参数 来 表 
epE 
tn = Weltry rs tn) uy nn) =1, 0, ); 
半 且 我 们 假设 从 写 出 方程 中 的 某 m 个 能 关于 五 ,…, 各 解 出 。 当 
m= 我 们 有 % 杂 汪 形 , 簿 称 之 为 则 面 。 若 涛 数 取 为 ml ,3 
荐 有 曲面 的 显 式 姓 程 : 4 二 42) 方程 (16) 的 积分 曲面 
的 方程 正 应 有 这 样 的 形状 。 当 m%=1 时 , 对 应 的 一 从 访 形 称 为 
(ta 十 卫 厅 空间 的 田 栈 。 
奋 程 (6) 的 特征 曲 楼 由 以 下 方程 组 确定 : 


fm. 
(17) E(k, 机 3 0, "rs ns ws 


其 中 。 是 辅助 贿 数 。 陈 了 所 有 的 we 及 愉 苦 为 常数 的 解 而 外 ,， 这 方 
程 租 的 性 一 和解 都 给 岂 ( 十 1 条 空间 的 昌 线 。 由 于 只 十 … 十 @3>>0， 
因而 所 有 zx 和 尼 为 常数 的 解 不 可 能 存在 。 这 曲 米 的 坐标 可 用 
参数 。 下 示 ;为 了 从 这 些 曲 钱 作 出 曲面 ,我 们 必须 取 和 (nm 一 了 个 任 
窜 参 数 有 关 的 这 各 曲 黎 的 一 族 。 得 到 总 共 与 % 个 参数 有 关 的 点 
集 。 若 菜 一 光滑 曲面 w=w(@1 …， oy) 是 由 与 人 一 了 个 套数 有 关 
的 特征 曲 蜀 族 所 榴 成 , 旭 它 是 友 程 (16) 的 积分 曲面。 实际 -上 ， 
ww 关于 s 求 导数 着 利 用 方程 417) 得 : 

= Sure 

但 是 ,由 于 (17) 中 的 最 未 一 个 方程 业 一 c,， 就 推出 方程 (16) 。 反 
之 , 任 一 积分 曲面 可 由 与 "一 1) 个 雪 数 有 关 的 特征 线 族 所 地 成 。 
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实际 .上 ,有 了 积分 熙 而 UW= 01 "yy 1) + 我 们 可 从 萎 程 租 


(18) 人 =tr [i * 外 [1 wi 亿 4)] (£=1, 急 ， "9 4) 


确定 以, 提 粮 出 避 一 了 个 竺 意 常数 。 作 为 8 的 附加 项 的 一 :个 任意 
常数 不 起 重要 作用 。 笛 方程 组 《18) 的 解 代 人 2 一 2 on) 的 
厂 边 ,关于 8 求 导 数 并 利用 万 程 (16 和 (48) ,我 们 看 到 就 实 足 方 
竹刀 7 中 的 最 来 一 个 。 

和 在 [168] 中 的 一 样 ,我 俏 假 医 (oa rn) 及 方程 ( 民 站 的 右 
边 都 逐 糊 一 阶 导 数 。 

方程 民 6) 的 司 西 出 题 是 : 确定 积 牙 明和 而 使 全 有 粒 定 的 (n 一 1) 
杂 流 形 : 

《19) DeO—= megy 1) = hi) 

{=1, 号 )， 
而 这 些 等 式 的 右边 ,在 (nm 一 1 蕉 空间 人 加) 的 某 一 区 域 DD 
办 过 入 日 有 连 秆 一 阶 要 导 数 。 

候 弘 由 导数 -< 所 形成 的 短 阵 的 秩 等 于 (n 一 了 )， 并 具 不 入 
的 秆 租 二 ，…, 三-1) 有 不 网 的 点 (oa，…， 2) 对 应 。 其 次 ,如 上 面 
提 寺 的 一 样 , 慨 裔 系数 oo … tn 匀 及 5，… 用 在 合 
计 流 形 (19) 在 内 的 空 章 某 区 域 BD 中 有 过 和 富 -一 阶 导 数 。 

在 特殊 精 形 说 , 柯 西周 题 中 的 法 一 繁体 可 以 是 : 当 自 变 且 之 一 
取 其 定 的 数 色 时 , 粉 出 未 知 男 数 作为 其 余 变量 的 丽 数 : 

(20) las = pla) 

加 题 的 焰 法 完 至 和 出 个 自 变 量 情形 类 似 。 天 村 式 (19) 当 作 求 
方程 租 CL7D) 积 分 时 的 初 妃 人 条件。 这样 , 投 们 得 到 下 面 形 状 的 解 : 
(21) 二 


往 后 ,行列 式 ; 
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dp dps BW 
Bs 88， ”Bs 
Cm Piva en 
(22) 4 一 | Di Bt1” Of 
Der Owe n Hm, 
Bini' 5 


1 说 和 fi 
Bw Pa ,,, A 
Tar ' 时 后 
(28) | 一 如 ts | * 1 Ot 时 ， 
sh Dip Bm, 


Ota? Bi oo Aén 
洲 这 行列 式 在 流 形 (19) 上 ( 序 当 gs 一 0 时 ) 品 于 需 , 姑 从 方程 (21) 中 
前 面 和 个 可 关于 8, 如 太 -1 解 出 ， 着 县 代 大 万 程 (24) 中 的 最 末 
一 个 ,我 徊 得 到 方程 (16) 的 积分 曲面 。 在 这 情形 , 柯 西 骨 题 鄞 不 会 
有 任何 其 他 的 解 。 所 有 这 些 可 册 完 全 和 坪 个 再 变量 的 捕 沉 一样 地 
素 证 明 。 考 虑 初始 条 忻 为 形 央 420) 的 情形 , 又 假定 za，…，, w。 起 
大 数 与，，… 加 -1 的 作用 。 取 料 性 五 程 并 假定 行列 式 (28) 在 我 们 


的 流 形 上 党 于 需 。 注 音 济 , 当 pg 时 .==0， Wm =1, 即 得 


Oo 
4=a 和 子 0。 用 柔 数 as 来 绪 方程 ,得 淹 下 面 形 钛 的 廊 程 : 
(24) orth 二 一 
之 再 (21 和 十 DBE ey Wn) o 

证 a6y5 及 6 对 2m 所 BB 与 任何 实数 mm …， 人 为 连 炉 且 甘于 
ti py gm 有 连续 一 阶 偏 导数。 此 姑 , 并 假定 在 这 些 休 件 下 , 所 过 
询 画 数 都 有 界 : |@as| 委 覃 ;| 引 科 并; |e| 所 ZY。 

选取 烟 为 自 详 量 , 写 方程 租 忆 四 为 形 里 : 
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{25) 5 — rtm 2 
(28) -QB (wi, 人 


go 
小 zp 是 区 二 [a, B] 中 wo 的 初始 信 。 在 下 列 初 始 条 件 下 : 
wa | a, ai 一 他 人 《并 一 2， tg 1 
求 方程 组 (25) 的 积分 。 
从 ar| 三 下 可 推出 方程 组 (25) 的 解 os 有 有 界 导数 |-92- 


扫 对 , 因 之 , 量 几 本 身 的 绥 对 值 邮 是 有 界 的 : | we] <M(8-a。 
应 用 翘 次 逼近 法 [II; 5 , 我 们 容易 断定 ,对 任意 初始 值 x"(% 一 
二 人 2， 2) 所 秀 的 解 
(27) w= PE CM, HO, ,oy Y=, 1) 
在 多 区间 a 志 名 所 8 上 存在 。 我 们 可 以 说 , 通过 点 4ot2， ee, 
0 的 积分 曲 列 也 通过 点 4(y 91) ， 4 点 的 坐标 刚 由 到 
式 人 77 确定。 和 报 据 叭 一 性 定理 ,可 以 背 定 , 如 果 取 4 点 为 官 姑 点 ， 
则 对 庶 的 积 从 则 线 也 要 经 过 点 do 。 由 此 推出 ,五 程 妈 门 对 任何 吕 
基于 只 7 pp 由 "可 解 , 而 且 解 的 形状 为 ， 
《372) oO = pal, Wiy Day ey Wa) R= nN)o 
假定 证 , 我 们 要 在 初 好 条 朱 (20) 下 解 柯 医 各 题 。 我 们 必须 按 
照 上 面 所 襄 在 计 好 条件; 
Wi | zt = 《和 攻 一 是 
Wa pC 1 
之 下 笑 分 出 方程 (25) 和 (26), 其 中 任 章 值 2 未” 起 下 
所- 的 作用 。 将 (六 伐 大 (26) ,积分 所 得 方程 : 


(28) wor [p08 es 0) + | Ce pz 7 pr) ol], 


其 中 ao 一 | BE pay sy Wn) OD 


8 第 三 章 ” 慨 向 秀 闻 旺 的 一 般 理 向 


且 六 和 6 中 有 pr 2 0 作为 它们 的 自 变 晤 。 代 
{271) 到 (28) 的 右 动 , 得 到 所 求 柯 是 钵 题 的 解 6，…', ww)。 它 
在 全 区 闻 wx 科 几 裤 月 及 对 任何 2，…, 和 存在 。 这 与 方程 的 线性 
以及 我 们 对 于 mx、 及 ¢ 所 作 的 假 琴 有 关 。 

对 于 拟 刹 性 太 程 (0)， 关于 oz 及 2 作 某 些 假 宝 导 ,能 驶 指出 解 的 存在 区 
城 。 我 们 来 推导 相应 的 结果 。 

设 中 = 一 1 es 及 = 在 
(29) [2 | as 
《307 ， 下 过 
和 任意 实数 4 的 条 件 下 水 糖 、 衣 界 且 有 溃 竺 导数 , 这些 导 数 的 入 对 慎 不 超过 
某 一 常数 4 。 设 p(xo，*，… mo) 在 条 件 (30 之 下 通 炉 、 有 界 且 有 过 续 一 阶 导 
数 , 其 稻 对 值 不 赵 过 基 常 数 B; 此 时 方程 (16) (is 在 条 件 (20) 之 下 在 由 
不 等 式 ; 

tr 

和 不 等 式 (30) 所 箭 定 的 区 城中 有 解 [ 康 姆 岂 (KamEke) ; 实 夯 数 的 微分 方程 
Differentialeleiechungen Yeellar Funktionen, 335 向] 。 

理 在 考 开 在 流 形 和 9 上 4=0 的 情形 。 委 假设 行 刘 式 4 的 种 一列 元 未 剑 
因 闻 当中 有 一 个 异 于 零 。 等 式 4=0 慌 明 第 一 列 的 元 过 是 其 他 各 到 中 相当 元 
素 的 线性 权 合 ,种 是 部 ,成 耻 尖 藉 式 : 
(31) 一 癌 0 入， 


其 中 ?1 基 秦 数 Gy 本 若 在 尝 形 (19) 上 图 数 2。 也 表示 为 
尼 式 : 
六 =] 


(32) d= 2 7 于 

央 在 这 情形 下 ， 波形 (19) 称 为 我 们 方程 的 特 计 流 形 。 假 定 相 六 形 人 9) 上 
4=0, 芬 芋 存在 含有 这 波形 的 各 分 曲面 名 二 时 rp) 
中 赃 zw 用 它 的 关于 和 9 加 -1 的 罕 述 式 慌 适 ,我 们 得 到 当 #8=0 了 时 (21) 中 
最 后 一 个 贾 数 。 把 这 个 陨 数 关于 六 求 导 ， 芽 且 考 感到 公式 (31) 得 陋 数 # 谢 
尾 加 有 


和 dw ar 9% 
| “= = 
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Mu 


就 是 论 ， 在 所 考 典 的 情况 下 , 对 在 3 二 0 时 人 (21) 中 来 一 贺 烤 必须 有 关 卫 式 
(32) 。 换 各 语 府 ; 我 们 和 的 流 形 应 当 是 特定 流 形 。 因 此, 着 机 在 4= 人 0 的 条 性 
下 ;六 在 合 有 流 形 9) 的 积分 曲面 ;这 波形 必 有 筑 基 特征 波形 。 相 友 的 ;各 在 候 


韦 流 形 (19) 是 特征 流 形 ;部 廊 是 条 性 (3 和 (82。 由 微分 方程 粗 : 
-9 


{33) 一 六 有 
确定 导数 二 为 由 有 和 s 的 泵 数 。 

积分 这 三 程 相通 过 和 全 一 区 个 任意 大 妾 (在意 常数 ) 表示 用 三 。 当 作 
s 的 举 加 项 而 出 现 的 一 个 任意 常数 不 趣 主 要 作用 。 拒 号 的 脐 达 式 乒 人 (19)， 
az 习 妇 就 通过 # 和 所 讨 的 (1 一切 个 雪 数 大 出 ,这 时 ,不 难 租 证 ;zy 故人 浅 为 
# 的 国 数 诺 夺 方程 ( 直 站 ee 是 六 的 特定。 笑 际 上 ， 由 于 3D， 


2 一 打 二 研 相 1 a 
= 一 
= 到 上 3 和 语 到 i3 
六 由 于 CD) 及 (9 : 
人 __ ， 
He ee 


上 而 的 光 洽 内 明 , 方程 (16) 的 任何 特征 波形 可 由 这 方程 的 特征 想 咸 。 

更 裔 特征 流 形 (19) 与 某 一 别 的 (9 一 履 稀 流 形 ,1 相交 , 沿 营 1 4 大 
二 0 。 从 这 波形 Mi 上 务 点 引 特 迁 ， 我 们 便 得 到 方程 (16) 的 积分 曲面 。 另 
一 方面 由 以 上 的 证 明 推 知 从 特 箱 流 形 9) 与 流 形 Mi 的 交 蕉 上 各 点 出 发 的 
特征 ， 枯 成 特征 流 形 (19) ; 国 此 , 所 作 的 积分 明 面 兢 实 含有 我 们 的 特征 波形 。 
由 于 辅助 流 形 H+: 选取 的 任 汪 性 存在 笑 家 对 个 积分 曲 放 包含 答 二 的 特征 
波形 ,这 就 是 所 要 证 明 的 。 

如 寻求 方 竹 人 146) 的 隆 式 的 解 : 

由 (2 二 = 
其 中 0 是 任 章 常 堵 ; 就 完 双 像 宇 十 个 自 亚 重 的 情形 一 样 ) 可 以 化 执 缠 性 非 齐 
次 方程 (16) 为 祝 强 性 秀次 方程 。 对 于 融 数 9 得 到 方程 ; 
ioo + i 

对 应 的 常 微分 方程 类 为 


落 


(4) Hy Crs ub e 由 | 如 一 心 1 = a ry rr i Ep 二 | 一 马 。 
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是 它 的 独 间 的 积分 , 蓝 末 方程 

再 (py … pn) =0 
替 阴 方程 016) 的 隆 式 的 解 ， 其 中 下 是 它 的 恋 量 的 任何 丽 数 。 在 虞 后 等 式 的 
右边 , 我 们 写 苞 来 葵 代 任意 常数 ;就 因为 五 是 它 的 变 员 的 任何 丽 数 的 称 才 。 
为 了 作出 含 硅 定 流 形 {I 的 积分 曲面 , 我 们 畦 (9) 式 代入 积分 (34) 的 左边 。 
从 这 样 得 到 的 % 个 方程 消去 (4 一 1) 个 参数 ，…, 55- 我 们 就 有 任意 常数 
之 间 的 关系 式 : 

FC On =0 so 
这 关系 式 的 左边 使 我 们 得 以 确定 丽 数 太 的 形 舌 。 简 军 些 角 , 就 是 这 丽 数 
qx ny VW) 来 代 最 后 方程 中 购 Cay 我 们 就 得 到 所 求 积分 砷 面 的 方程 。 

103. 向， 1， 考 志方 程 : 


《35) 号 (和 一 押 的 一 和 一 用。 
方程 查 (4 7) 有形 捧 ; 
Ay na OW A 


于 是 它 的 解 用 变量 6 加 办 的 初 丫 慎 玉 示 为 
37) r= (om Bot nt tro— (Ho— Yo}; y= —3 Use 
假定 识 ; 所 求 积分 曲面 所 必 脸 经 过 的 员 1 的 方程 (7 ) 具 形 航 ; 


(38) t=0; y=f; ¥=ts 
态 6=00; 妃 =0=# 乱入 (37} 得 : 

J =—8+t;} #=t3 
行 刘 式 d= rays — Tre B53 


当 a~0 ( 即 沿 中 时 为 项。 曲 灶 (38) 不 是 方程 (85) 的 特征 ,因为 根据 方程 (36) 
的 明 层 一 式 ; 4 沿 着 特征 必须 是 常数 。 上 方程 (35) 生机 通过 曲线 (39) 的 积分 昌 
面 ,就 是 : 

WM/ yo 
在 这 傅 形 p 一 wo 一 豆 2 3 着 昌 这 偶 导 数 沿 砷 禄 (39) 成 为 纸 穷 天 。 


2， 渤 碟 三 个 自 变量 的 酮 烧 纪 的 方程 : 
Pi Pst Ps 
作 方 程 粗 (7) 并 对 它 求 积分 ,得 到 以 下 的 由 变量 的 初回 种 碟 及 声 夺 出 
的 解 : 
《89) 和 3 中 


103， 埋 助 定理 S29 


般 需 要 求 出 积分 曲 曾 出 包 会 流 形 : 
= 机 Tt 第 二 在 一 起 和 Ka=1; 下 一 胡可 
上 这 些 式 子 代 蔡 方程 (3 的 中 的 初 娠 值得 到 : 
40) 允 一 和 十 有 于 起 Ya 一 #4 一 tf Wp] 骂 = 
由 前 面 汉 个 户 程 解 出 9 在 下 (0 的 情形 ) : 

3 一 48 一 工 ; 与 一 也 [于 2 一 2 十 2 ta 一 > 《3 一 te) 

将 这 些 式 六 代 到 万 程 (4 的 [四 最 后 一 个 : 改 到 所 求 税 做 时 而 的 方程 : 
w= fa 于 2 一 号 1 于 2 Cr — a) E72-1, 


3， 杰 求 万 程 : 
We— y= fs ty 
的 连 生 一 阶 导数 为 如 糖 且 满足 条 上 从 当 %=0 时 85=0 的 遂 。 我 们 可 忆 作 变数 
详 稳 
T= Ty 
惠 衣 它 我 们 不 难得 到 下 而 的 钟 答 : 
Wy 的 一 卫士 哲 
只 要 别 数 f(t) 有 过 炉 导数 ,这 肥 式 实际 上 就 输出 所 到 关中 的 解 。 若 jy 译 
衣 速 精 导 煞 ， 则 所 到 问题 诀 不 能 有 解 。 可 届 衣 明 ， 处 处 无 导数 而 未 业 的 男 数 
的 是 存在 的 。 所 湛 的 例子 避 出 ,方程 (2) 中 关于 上 的 导数 存在 种 炎 这 一 
健 设 的 重要 性 。T 徙 项 (Perron), Math, Zeitsehr. Bd. 27, Heft 4: 1928] 。 
103， 请 肤 定 理 ”本 让 推 导 在 L001 中 所 般 述 的 定 侠 的 评 明 。 首先 蓝 祥 
胃 一 个 震 助 命题 。 人 蛋 定 府 , 方 程 粗 ; 


(LD) 人 Hy es Bn ly 1) 
. 的 右 油 念 大 数 。 并 生 委 识 当 
{42)} ls-al A; [yr—Pbr| eB CR=1y ,+ 1) 


以 及 和 在 划一 区 闻 <<X 天 P 变动 了 对 ， 溃 万 这 些 柄 数 是 过 楼 画 数 ,关于 所 有 恋 
数 Ww 有 溃 标 导数 ,而 上 与 如 是 输 定 的 数 。 
设 歼 是 萎 对 链 
| gy Hy 2) | Rl, 2 .+ #) 
对 所 指 的 变数 和 值 交 最 天 恒 。 半 时 方 各 粗 (和 拭 ) 有 了 众 一 的 解 雍 足 初始 条 件 : 
{43} wise 一 R= ,ey 
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eb ee ee. 


这 个 解 在 区 并 1 一 o|-<h 上 存在 ,其 中 小 是 十 数 4 及 号 中 较 小 的 一 个 ,并 


上 且 它 在 这 区 寺中 可 由 逐次 返 近 法 得 到 [II; 851]。 按 在 [II; 针 ] 记述 公式 计 
算 的 逐次 肖 近 是 关于 zx 及 和 了 的 利 炳 图 数 , 并 由 于 逐次 忆 近 关于 x 及 和》 的 一 - 歌 
收 钱 性 [II; 51], 我 们 可 以 肯定 , 炽 叶 方程 组 (和 ) 诺 中 初始 条 任 (43) 的 解 是 
恋 数 2“ 及 久光 加 粮 丽 数 。 当 然 , 我 伯 志 可 以 假 役 方程 ( 乌 ) 的 右边 含有 不 下 一 
全 而 基本 多 孝 数 。 

因此 ?我 们 可 算 亚 因 了 下 而 的 9 了 


ee 


EE I ee = 


附注 设 jw 及 吕 是 区 域 i(d22) 和信。 计 中 包 冶 荣 件 st 一 城 的 
解 基 这 些 初 始 秆 的 画 数 : 
‘44) Y= (Ts Te WM 1) ， 
闭 这 些 醒 数 确定 在 +=z6 的 其 一 畴 戌 内 。 如 果 导 大 新 自 查 量 Era 和 和 条 
一 数 w=yx 一 起 ; 则 方程 条 可 改写 为 形 胀 ; 


-3 = fr 二 mo 1 十 ， 73 王城 ， py 十 坞 入) ， 
就 是 髋 ， 条 六 入 作 为 避 雪 在 这 出 现 ， 击 初 葵 条 任 7 人 0 = 俊 为 确定 的 烙 。 
注 了 上述 引 1 理 ; 我 们 可 雪 断 定 卫 数 (44) 蚌 它 位 的 恋 数 的 巡 械 圆 数 。 
现在 悉 而 证 江 在 [9 间 中 上 所 人 齐 出 时 定理 ; 为 了 孝 述 箱 晶 起 见 , 先 蔡 由 一 -个 
方程 


(48) -一 ny 二 
的 悄 隧 。 候 定 右边 当 
(46) laal A; |y-blen 


臣下 杆 旦 有 关 半 六 的 巡 杆 导 孝 。 
潜 江 方 程 (48) 的 席 品 初 褒 条件 #0 一 的 的 解 , 其 中 ;及 入 在 区 域 
6) 的 办 癌 。 这 和 肯 财 基 xz 与 wn 的 酌 数 


(47) =P Ty Wo) 
县 对 尖 分 剖 近 于 ww 的 2 确定。 稍为 蛮 动 图 数 的 韦 垦 值 而 芍 由 新 的 解 : 
‘和 6) 入 一 站 (5 oy 二 dyn) 


潜 4 的 让 对 丁 过 分 淖 ; 则 家 (4 门 尼 (43) 在 征 “一 mm 的 时 一 确定 网 痢 域内 都 
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存在 。 
从 青 程 (@5) 扒 出 : 
YN fl, y+) 一 Fey 人 
这 个 方 和 也 可 以 次 写 为 形状 : 
9) Sa, dyo) (y* —D) 
其 中 
(50) te， Ayo) 一 人 急 _ 


因为 我 全 假 屋 解 (47) 及 (48) 汶 已 知 ; 所 这 这 个 比 式 可 看 成 是 + 及 ys 的 已 和 
本 数 。 不 难看 入 ,图 数 4x dyo) 其 其 让 其 的 巡 精 图 数 。 对 于 那些 使 yt 一 y 二 
二 0 后 及 40 的 值 :这 是 很 明显 的 。 车 是 妆 = 一 下 政 do 一 和 时 入 与 # 有 有 
共 间 杠 限 yy 划 从 巡 精 导数 存在 的 条 件 家 接 扒 出 : 


Fr 生气 —f {tr #) YY =f, [x, yO fyts, as ， 


就 是 座 ， 即使 在 这 个 昌 合 ,本 数 60) 也 是 建 态 的 。 以 do 除 (49 约 南 壹 :得 到 
光 于 比 旬 9+ 一 入 :dp 多 向 分 方程 ; 


di yr—y a 一 上 
‘Bl 人 了 )- Titre dn) 总 
当 z= 我 们 有 扩 | 2 一 加 于 dp 其 | pww, 一 二， , 即 

¥* ~ 
(52) HW | 
主 此 ) 比 (+ 一 妥 ;din 是 微分 方程 
(53) ed pe 
的 解 ， 详 是 困 舱 和 荣 体 ; 
{B64) 中 | -mw 一 并。 


用 于 方程 后 3) 的 右 志 对 无 分 反 和 这 本 沼 的 4 的 一 功利 ， 基 故 斤 di 的 还 
灶 疯 数 , 因 之 ) 谢 呈 竹 件 :5 少 的 解 # 是 4 的 速 粮 商 数 , 及 符 别 ， 所 撮 到 的 发 
臣 ; 当 di 一 0 时 的 机 限 丰 在 ;也 就 是 巩 数 (47) 有 关于 岂 的 偏 导 数 py 人) ay 
Je 这 偶 导 数 应 当 是 方 各 53) 在 4 二 0 时 的 谣 。 竹 是 有 旧 于 个 从 wy 0 = 
= 了; 国之 ;我 们 可 过 晰 定 ; 候 半数 pj Cr oy 10) 其 方程 ; 


全 时) 近 = furs py oy Wolly 
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满 必 和 荣 件 与 4) 的 鱼 。 固 为 方程 (655) 的 右边 是 故 数 x0 与 yo 的 过 精 柄 数 ,我 们 
再 庶 用 日 [ 于 一 次 可 以 断定 据 导 数 Pr Ty Foy Yo 蚌 黄 所 合 恋 量 的 巡 况 柄 数 ， 
国 而 定理 证 得 ， 

员 注 1， 茜 加 以 某 一 前 量 4zo 并 重复 前 面 的 议论 ; 我 们 可 以 证 明 事 数 
(47) 有 巡 精 价 导数 gr tz 各， #0) 的 那个 事实 。 这 偏 导 数 一 样 进 当 适 全 方程 
(55) ,但 韧 褒 条 件 已 释 不 是 人 64 而 是 条 件 ; 

站 | gor = — firoy Vo)o 

这 条 件 能 够 直接 得 到 ， 只 将 拒 初 始 条 件 为 y(70) =w 的 方程 (45) 入 成 积 
分 方程 前 形 敌 8TI 二 人 : 
y= =%+| Flry Ar a 


图 这 关于 wo 求 导数 ,就 得 到 上 面 所 衣 的 对 干 Wy tr To Yo) 的 初 辣 条 你 。 
附注 3， 前 面 的 证 明 对 方程 握 ( 5) 也 有 效 。 我 们 就 有 这 方程 家 的 解 : 
(BO) Ve Prt Foy Vly Way =1, 2 ry HR) 
粮 刀 避 境 便 4 得 到 别 的 证: 
9 
导出 美 主 tr 及 统 的 方程 机 (5 )， 并 逐 项 相 减 所 得 的 方程 , 或 本 右边 所 得 次 
或 为 形 虐 : 
2 1 Ya) = 

一 后 站 从 is Wey Hs HE Fr Hy y+ 

+ Anse Hy Hy Hs ey RD fp a a 二 

于 
对 于 比 式 4 二 一 上 ) 44 得 到 生性 方 穆 相 ; 


Heh 
i a A ayy 


亲 中 
ey = {Ey Hi iL. Wy =i. CT tie Hs Mi Wr ~ ga), 
vy 一 中 
且 初 舱 荣 件 : 
(57) . ty | wes, = 0 这 宇 让》 声 [ym, 一 1o 


” 群 明 的 其 余部 分 可 公司 样 得 到 ; 我 们 就 可 断定 琴 狐 (5 站 关注 雪 的 炉 妾 
数字 在 。 人 民营 方 程 -(85) ， 我 们 得 到 潮 这 些 偏 导 数 和 的 方程 租 ; 


’ dur oo Sr Afr His rp Wn) 
(08) 和 
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而 这 粮 往 方程 帮 的 系数 中 的 yi 必须 伐 以 硬 数 (56) 。 初 次 条 件 照 因 由 货 式 
(57) 确定。 证 当 指 昌 , 彻 国 数 050) 代入 方程 (5 ) 并 关于 如 求 责 边 的 导数 ,就 
可 以 宜 接 得 出 方程 组 (58) 。 但 是 若 强 寺 没 有 证 明 ,我 们 还 不 可 能 断定 关于 匆 
鸽 导数 的 存在 ,并 且 严 格 地 说 , 不 能 纹 变 左边 关于 xz 和 镶 求 导数 的 大 序 。 仍 
应 指出 ;对 寺 一 个 方程 的 情形 , 腰 性 齐 次 方程 (55) 能 积分 为 有 限 形式 。 

辆 注 3， 灌 方程 (5 ) 的 有 过 fr 在 荣 件 4 ) 之 下 有 关于 ys 浏 大 人 织 阶 为 
站 的 建 档 假 避 数 ， 基 豆 数 pw tty 20y 搜 ， yy 扫 ) 人 包 有 有关 于 奶 到 j 阶 为 下 的 
建 炉 储 导数 。 震 产 有 关于 x 的 如 编 仿 导数 ， 则 由 旋 程 (5) 本 身 扒 知 , Bx 有 
闫 二 z 到 二 阶 为 下 的 束 秆 导数 。 

104， 非 线性 一 阶 方程 ”我 倍 畦 到 在 一 般 情 形 的 一 阶 贪 微分 
方程 的 凋 芥 。 如 同 对 线性 万 程 的 情形 一 梓 ,， 我 们 先 假 定 只 有 珊 个 
自 变 量 。 责 个 自 变 量 的 丽 数 的 一 阶 信 人 微分 方程 角形 默 : 

(59) Fg, yy Uy WP 的 一 0。 

首 蛙 媚 释 所 号 方程 的 几何 意义 。 在 任 演 一 定点 (wy 旬 方 程 (59) 
家 示 2 网 9 拔 的 关系 式 , 世 就 是 曲面 的 店 线 方向 仿 弦 并 的 关系 式 。 
满足 这 关 肤 式 的 所 有 法 线形 成 以 (2， 2 区 为 页 点 的 锥 面 。 通 过 
点 (@， 9, 从 而 答 浊 于 这 雏 面 扯 线 的 平 丙 , 是 所 求 积 分 则 面 在 这 定 
点 和 的 急 斑 面 的 可 能 位 置 。 这 在 面 族 和 法 米 锻 面 的 母 辜 族 同 样 是 和 
一 个 穴 数 有 美 。 这 平面 族 的 包 和 烙 是 一 个 新 的 雏 面 ， 称 为 铁人 曾 工 。 
因此 , 方程 (59) 相当 于 在 空间 的 等 一 点 葵 出 欠 面 人 , 而 方程 (89) 
的 讨 求 简介 曲面 应 骂 有 以 下 特性 , 在 省 均 每 一 点 的 其 下 面 谍 堂 切 
于 这 点 所 对 应 的 然而 工 。 

忱 出 在 其 定点 如 2 切 的 全 面 人 的 方程 ,。 瞪 在 定局 (2; 9 0 
满足 方程 (59) 的 Bp 和 9 是 参数 a 的 画 数 。 然 面 了 是 平面 族 
(60) pO FO) Fg -DVD=0 
的 包 阁 。 对 容 数 4 牧人 苍 , 得 到 添加 的 方程 : 


dp /aN 9 /yr _。 
(BI) i wT (FY —y)=0, 
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关于 & 徽 俘 关系 式 (59)， 我 们 得 到 : 


a dy _ 
(62) P+ QE =0, 
其 中 l 
(68) P=F,; Q—Fa, 


以 后 我 们 假 肯 对 所 考 典 的 变量 之 俩 F, 和 天, 不 同时 为 震 , 即 下 十 
十 到 >0 。 所 除去 的 只 是 方程 (59) 的 奇 解 情形 。 假 宠 -对 和 -经 
一 考 不 同时 为 雾 , 从 齐 忒 方程 (61) 及 (62) 得 到 : 


we 了 一 Y 
而 最 后 ,方程 .60) 租 于 使 我 们 有 铁 面 母 克 的 方程 * 
Xo EY Uw 
9 P Qe PFT 


为 了 得 到 雏 而 的 不 辣 母 磷 , 我 们 应 当 在 分 母 中 代入 在 定点 《ce， 9 
w) 请 足 关系 式 469) 的 不 同 的 2 和 9 之 值 。 

在 线性 方程 (23 ) 的 情形 ,我 们 在 每 一 点 有 一 个 确定 的 方向 ,所 
求 积分 曲面 的 切 丰 面 必须 含有 这 个 方向 。 在 目前 的 情形 下 , 在 每 
一 点 赫 代 一 个 确定 的 方向 而 有 雏 而 多 , 并 且 所 求 积分 曲 徊 的 切 玉 
画 应 切 于 此 铁 面 。 这 样 一 来 , 我 们 对 于 非 友 性 方程 (59) 不 可 能 像 
对 有 确定 方向 场 的 钱 性 方程 (2 ) 那 痒 来 雷 楼 作出 特征 曲 厂 。 在 当 
殖 购 情形 ,交代 方向 增 我 们 有 煞 面 了 场 。 然 而 ,我 们 现在 指出 , 最 
方程 (59) 有 了 积分 曙 徐 8:x 一 we 幼 , 我们 可 以 用 一 族 曲 入 来 入 
盖 , 它 们 完 双 类 似 于 简 性 方程 (2 ) 的 特征 曲 纺 。 实 际 上 ,积分 曲面 
在 每 一 点 的 切 平 而 必须 和 这 一 点 所 对 应 的 锐 面 了 相 切 , 因此 出 必 
扎 合 这 全 而 的 一 条 母线 , 洪 着 它 和 欠 面 相 切 。 在 曲 而 不 同 点 的 这 
些 铁 面 多 的 二 杰 , 在 积分 曲面 上 构成 某 一 方向 场 , 从 而 求 对 应 于 
法 证 向 声 的 一 阶 方程 的 积分 , 我 们 就 得 到 和 一 个 贿 数 有 关 的 一 族 
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rn 


曲线 了 来 遗 闵 了 这 曲面 。 上 如 方 疝 志 的 方向 余弦 应 当 和 方程 (64) 
的 分 佟 威 化 秽 , 其 中 与 9 直接 和 由 所 考 吕 的 积分 曲面 的 方程 确定 。 
办 此 , 洪 着 所 谣 的 遗 盖 答 定 的 积分 凯 军 的 曲 绞 , 必须 葡 足 关 逐 ; 
(65) de 


或 
Ee 位 ds 
(68) =P; -0 PT ~pP+o, 
为 了 未 由 在 给 定 各 分 轴 上 的 上 焉 本 入 ,积分 _ 阶 方程; 
de __ dy 
(67) 五 = 吉 


就 名 了 ,因为 亢 数 及 其 彤 导数 六 与 9 在 答 定 曲 而 上 是 2 和 ?的 
已 知 图 数 , 所 写 从 式 的 从 组 只 合 有 变量 上 及。 求 方程 (867) 的 积 
彻 , 着 且 利 用 曲面 方程 % 一 4 力 ， 我 们 得 汉 所 提 到 的 曲 营 1 。 方 
和 葡 (6) 的 右边 只 在 选 定 了 积分 曲面 =w te 幼 时 才 有 意义 。 知 道 
了 积分 曲面 使 我 们 能 把 pp 和 9 当 作 人， 切 的 画 数 。 现 在 我 俩 对 方 
程 租 (66) 再 添上 雨 个 含 微分 dp 与 dg 的 方程 ,使 所 得 到 的 微分 方 
程 租 和 和 (59) 的 积分 曲面 的 选取 无 关 。 以 了、a 和 + 本纪 的 二 阶 如 
数 : 
FU T= f= Wyy, 
井 以 玉 、 了 和 UV 记 方 程 谷 久 的 左边 关于 ww、 乡 和 如 的 导数 : 
= FF=F,; 局 一。 
将 方程 (59) 的 左边 关于 “和 求全 导数 ,我 们 得 到 : 
E+Up+PrtQr=0; FTF+Ug+Po+W=0。 
另 一 方面 ,显然 我 们 有 : 
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rer He. 


从 所 汪 的 方程 直接 推出 : 
dp _ ; df 
FX+UpD; P=-(Y+U9, 


于 是 ;我 们 可以 对 方程 (66) 再 补充 这 雨 个 方程 。 这 样 ;我 们 得 到 下 
画 由 辅助 参数 。 的 王 个 轴 数 的 法 个 微分 方程 所 组 成 的 方程 租 : 
mp; 于 ~-Q: =pPt qQ; 
(88) 
刍 =_(X4UD; 和 -一 (TI9。 
因此 , 我 们 可 以 断 定 , 在 任何 积分 曲面 上 , 沿 每 一 条 如 上 所 作 的 曲 
粮 了， 必须 满足 方程 (88) 。 我 们 可 以 单独 洲 虞 微分 方程 粗 (68) 的 
本 身 面 和 方程 (69) 的 积分 曲面 无 关 。 这 方程 粗 称 为 方程 (59) 的 特 
让 组 。 
应 指出 , 在 推导 方程 (68) 时 ,我 们 利用 了 函数 w 的 二 阶 导 数 。 
此 外, 在 求 (68) 的 积分 时 ， 对 于 我 们 重要 的 是 右 演 有 一 阶 吉 炉 导 
数 。 注意 到 这 一 些 , 我 们 来 银 述 所 得 的 千 果 。 上 酸 习 (we, 切 是 方程 
(59) 的 解 ,在 某 点 (wo， yo) 的 痢 域 内 有 到 二 阶 为 止 的 连 炽 依 导 数 。 
寺 : eo 一 世人 0 go) Do 二 Woloy 的 ) 的 一 有 (oo)。 我 例 息 改 
FB, Ys Wy PD, 为 单 值 ， 在 值 po， zy rm Po 90) 的 某 潮 域内 速 
粮 且 有 浏 二 阶 为 目的 连续 导数 。 这 时 , 方程 组 (68) 有 一 个 确定 的 
解 
Dot8), Yots) , wots) , Po(8) , yo(8), 
当 8 一 0 时 以 (oo 加 ,woy Pos qo) 为 初始 条 件 。 从 上 面 所 进行 的 讨 
论 扒 知 , 积分 曲面 #=4(w, 奶 含有 方程 糙 (88) 的 上 述 的 解 , 其 中 
8 是 充分 接近 于 悖 的 一 切 值 ,就 是 裔 : 
wol3) = wos), Yo ls))]; Po) =urfeo (8), yol8) 3 
gol8) =uyToo 8) , Yols)]o 
各 前 面 所 说 , 我 们 可 以 单独 沽 虑 方程 租 (68) 本 身 而 和 方程 (69) 天 
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并, 宇 是 关于 贺 数 (wy; 2 2， 全 的 一 阶 谋 程 和 组 。 个 难 证 明 ， 省 有 

积分 

(69) Fig, y, 2 人 =O 

实际 上 ,将 所 号 为 程 的 左边 关于 3 签 分 , 并 利用 方程 (68)， 我 们 得 

到 : 
时- 


= 


105. 特征 流 形 ”方程 粗 (68) 的 每 个 解 是 辅助 套数 的 王 个 谢 
娄 : 
(C70) P(E FE) ULE), PE) Q(B)e 
我 们 只 到 方 程 粗 的 闭 尼 代入 积分 【69) 使 常数 C 等 于 堵 的 解 。 称 
方程 粗 (68) 的 这 种 解 为 方程 (59) 的 特征 长 条 ,就 是 洽 , 方 稳 (59) 的 
特征 长 条 是 指 满 足 方程 粗 (68) 和 关系 式 
C71) Fw yy Wy Py 9) =0 
的 医 数 钥 (70) 。 GY0) 中 前 芋 个 页 数 确 定 基 定 辣 曲 如 ,而 后 曾 的 两 
个 画 数 确定 沿 这 和 韶 线 的 某 些 恤 笠 面 。 作 为 斩 征 皇 条 的 组成 部 分 而 
出 更 的 空间 曲线 通常 称 为 方程 69) 的 特征 曲线 。 前 段 中 我 例证 
过 , 每 一 积分 曲面 可 用 特征 长 和 荣 夫 益 ; 因而 ; 世 由 对 应 于 这 此 特征 
乓 条 的 特征 曲线 各 蔓 。 如 眩 我 俩 在 某 积 分 曲 面 上 到 点 (ao， Yo wo) 
和 对 应 于 这 点 的 值 ppo 及 9 二 no， 盎 按 方程 钥 (68) 的 存在 性 和 
了 叭 一 性 定理 ,， 对 孝 站 入 【eo， yo; to， 20。9o) 确定 了 了 瞧 一 特征 其 条 ， 
而 这 特征 长 条 应 当 整 个 腾 于 所 说 的 积分 曲面, 就 是 说 ,如 果 特 征 长 
条 有 某 元 素 局 于 积分 晶 闸 ， 基尼 整个 属于 这 积分 曲面 。 从 这 个 洽 
断 音 楼 扒 出 , 如果 两 个 积分 曲面 在 某 版 相 切 ， 就 是 骨 , 如 时 在 这 点 
有 盆 共 的 Pp 和 9， 蜀 对 应 于 这 都 姑 伪 的 特征 长 条 应 同属 于 这 二 
分 曲面 。 换 名 话 训 ,如 果 二 积分 曲面 在 基点 相册 , 嘲 未 它们 沿 闫 在 
曲面 急 点 处 具有 接站 元 过 的 整个 特征 其 条 相 甸 。 不 待 说, 在 所 有 
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oh 


这 些 访 窒 中 , 我 们 假 融 积分 曲面 和 夯 数 了 满足 前 自 所 省 条 件 , 并 
是 关于 基点 wo; 210) 芍 痢 域 的 一 切 候 定 册 成立。 

示 要 指出 ,为 了 旋 程 组 (68) 码 解 满足 关系 式 71) ,就 是 说 , 它 
是 特征 长 条 ,由 于 (69) ,只 要 肚 证 所 说 的 解 的 初始 条 件 (wo, Yo, wo， 
Zo go 渗 足 这 关系 式 就 通 了 ,也 就 是 只 要 县 让 
(C72) PF or Yo Up; Po fo) 一 0。 

106、 柯 西方 法 ”我 们 已 蘑 明 方程 舟 (68) 和 方程 559) 的 联系 。 
特别 ,我 们 蒋 明 了 ，, 每 一 积分 曲面 是 与 一 个 参数 有 关 的 特征 长 条 
族 。 更 在 必定 部 , 我 们 已 能 够 求 方程 粗 (68) 的 积分 , 因而 也 求 到 所 
有 可 能 的 特征 长 条 。 要 指出 我 们 怎样 能 从 这 些 特 征 长 条 作出 方程 
(569) 的 积分 曲面 。 桨 假设 方程 组 (68) 的 解 已 用 央 数 * 和 在 方程 粗 
中 所 出 更 药 画 数 的 初始 值 才 示 : 

LD=8(8 Wo Yeoy tel Po go)， 


y=y8, Wo Yo Uo, Po, 9o s 


{73) 时 二 外 人 ) ， 
DO ) ， 
y=qt [| 了 


为 了 想得到 特征 长 条 族 , 我 全 假设 初始 条 件 (to0, Yo, to, po) go) 已 
取 为 某 秦 数 上 的 三 数 : 
(7 出 wolf), Yolt), valt), polt), golt), 
鲁 这 些 泵 数 应 满足 关系 式 (72) 。 此 外 , 我 们 乱 定 它们 在 <1< 在 
时 有 回炉 导数 , 并 发 方 稳 (68) 的 右边 在 合流 形 9 久 在 内 的 某 区 域 
中 关于 yD; 中 有 巡视 导数 。 如 在 前 起 见 过 移 , 对 性 何 秆 8 
关系 式 C71) 刀 要 满 是 。 

把 画 数 (Y 必 代 久 公式 (7) 的 右边 ,我 们 得 到 : 
C75) 纯 一 8 ; Y=Ys) A; =us,D, 
(70) P=Pts, td); yg, do 
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方程 人 675) 确定 了 在 参数 形式 下 的 其 册 面 。 洲 是 行列 式 

《77) d=w 0 Wd 

异 于 雾 , 我 们 以 后 常 恨 定 是 这 样 的 , 痢 末 完 难 同 对 灵 性 方程 一 样 ， 
我 们 可 以 确定 这 则 面 的 显 式 方 程 ww 一 ww, 人)。 各 我 们 以 前 昆 苞 
的 ,方程 (7D 是 满足 的 , 可 是 刹 下 的 问题 是 由 公式 (76) 所 确定 的 p 
和 9 是 藻 为 图 数 &z, 切 关于 2 和 2 的 仿 导 数 。 如果 这 种 情况 发 
生 , 那 来 关于 s 和 上 微分 男 数 wz, 办， 邹 得 : 


1 如 刀 如 
Eo 

按 条 件 , 由 2p 及 9 的 系数 组 成 的 一 阶 行 列 式 异 于 车, 相反 的 , 我 位 
可 以 断定 , 如 时 由 (76) 确定 的 与 g 请 是 关 系 (73), 券 末 它们 是 
ww 9) 对 2 和 的 己 导 数 。 关系 式 (78) 的 第 一 个 方程 直接 从 组 
(68) 的 前 三 个 方 革 推出。 剩 下 只 要 说 明 在 什么 情况 下 关系 式 (78) 
的 第 二 个 满足 。 我 个 慨 衣 Fw, YD 四 在 点 (to Yoy Uo, Doy 
qo) 的 痢 城 内 有 济 二 阶 为 止 的 束 续 导数 。 同时 方程 (68) 的 右 油 有 
一 阶 连 炒 导 数 , 并且 从 这 些 方 程 推 出 ww; 名 关于 于 有 速 炉 导 
数 , 就 是 褒 , 巡 蒜 导 数 弘 :， ys us 存在 。 同 时 这 和 粮 导 数 zy， un 
理 存 在 而 等 于 上 这 的 导数 。 这 是 由 于 ; 洪 团 数 f(z, 女 在 某 区 域 
内 有 连 积 导数 foy， 朋 亦 有 导数 Pr 且 fos 一 foy。 可 以 把 [I; 265] 
中 的 论断 作 少 许 疏 变 就 可 直上 明 这 个 定理 (例如 ,参考 I MI 统 赫 人 金 
盔 尔 将 , 微 积分 学 教程 , 害 1)。 

用 二 旋 478) 中 第 二 方程 的 左边 ,着 对 s 微分 ,我 们 得 到 

a 2 
娘 一 方面 ,关于 t 微分 (78) 中 前 一 关系 式 , 如 而 才 所 昂 到 的 这 
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基 系 式 一 定 成 立 , 就 有 : 
| 3 Oy Oy mm 


| Co OH 


BH To J dd Bd B ds 
从 北 一 式 深 项 三 去 最 后 的 等 式 ,可 写 5 为 形 有 


LL_Op xr G6 pr gy 
dG Bd: bs 61 ds de dt Ba" 


践 省 .利用 方程 粗 (68): 


了 ++ Up) 名 47+0g) 闻 。 


关于 + A he a 


这 


从 前 一 式 焉 去 这 个 等 式 ,我 们 有 可 以 改变 号 A 一 的 表达 式 为 形状 ; 


au 
过 =T(o3 Ey 多 oe) 
或 了 _UL, 
于 是 推出 : 0 
其 中 Lo 里 当 8 二 0 有 
一 uo Ba Ove 


DE 
从 所 写 下 式 直接 推 得 ,关系 式 0 对 每 一 个 。 是 成 立 的 , 只 要 当 
:=0. 时 是 成 立 鬼 语 , 就 是 说 , 为 了 满足 (78》 的 第 二 个 关 采 式 ; 必要 
而 且 只 要 画 数 (7 人 0 笑 合 关系 式 : 
(79) - Co 一 po azo 二 0 do 


天 此, 我 们 可 以 肯定 ， 如 果 当 = 及 1=# <tr <t 时 行列 趟 异 
于 零 , 且 车 醒 数 (7 多 满足 关系 式 : 
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Flaoy Yo, Uoy Po 90) = 人 0 

9) Se. po < 十 go Yo 1 
如 当 8 和 接近 于 8s=0 及 ! 一 红 肘 方程 他 丰 烙 机 方程 上 9) 的 积 耸 
曲面 x=w(%, 功 。 方程 475) 的 前 雨 个 方程 办 出 速 焊 可 时 曾 数 
2 YY) ， tw)。 把 它们 代入 (8, 如; p(s, 及 ds 四 ,得 涧 4 和 
y 的 连续 可 导 画 数 , 而 有 卫 2 一, 9 三 由， 由 此 可 见 , 禹 数 &(w, 殷 有 
过 和 统 二 济 导 数 。 对 于 所 得 到 的 解 , 在 s 一 0 和 都 近 于 纪 的 我 们 
有 :wD 二 ww[w 提 ,01; 就 是 谤 ,曲面 和 =x(%; 忠 合 曲 六 4=20)， 
y= Y= 和 对 应 于 值 t= 六 的 痢 域 的 某 一 段 。 申 于 这 样 , 我 
们 在 下 一 段 建立 的 柯 西 间 题 的 解 ,正如 在 [100] 中 的 一 样 , 具有 局 . 
部 性 。 

107 ， 柯 西 问 题 ”对 于 方程 (59) 的 柯 西关 题 能 和 入 性 方程 的 
羽 形 一 样 来 您 进 : 需要 求 出 通过 铬 定 申 匀 [的 积分 曲 讲 。 首先 郑 
虑 疝 题 的 特殊 情形 , 当 荐 定 的 申 米 在 于 行 于 (y, 办 平面 的 平 而 
t=wo 上 ,并且 在 这 本 面 .EO 有 显 式 方程 wt) ， 就 是 谤 ,假定 需 
发 求 则 满足 以 下 条 件 
(81) ar 一 由 (2 
的 税 从 负面 3 对 所 考 瞄 的 柯 西 骨 是 ,除了 证 明 蔬 的 在 在 性 与 唯一 性 
尺 外 ,还 要 证 明 解 与 霜 寻 条 件 的 加 稿 相 关 性 。 栈 1 是 在 才 始 条 人 性 
(8T) 中 由 人 细 换 为 风力 十 3 人 于 的 解 。 所 识 的 连 粮 相关 性 归 圭 
为 以 下 万 式 :在 (%, 幼 的 某 个 有 限 的 变动 区 域 中 , 只 要 13(w) | 现 
耸 小 , 就 可 使 最 | 一定 | 为 性 意 沾 。 解 对 于 初 姥 条 件 的 这 种 连续 
相关 性 通常 称 为 柯 西 半 题 提 法 的 恰当 性 。 我 们 很 能 方程 个 9) 已 号 
为 关于 王 换 由 的 形式 ; 
(82) Pf Yy YW 4)o 
由 柯 西 条 件 (8 了 0) 和 直接 推 知 ,我 们 可 取 变 量 y 作 堆 数 ,而 曲 焙 【的 方 
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2 有 为 参数 # 的 男 数 使 它们 满足 妈 有 的 十 个 条 件 。 在 所 烙 的 情 
形 下 ,这 些 荣 忻 故 写 为 形 上 状 : 
(88) Po=f poy YF, HOW), Fo) PCY) = go) 
于 是 看 出 , fo 太 gn 沿 划 线 按 险 一 方式 确定 ,并 且 应 用 前 一 段 所 
进 的 万 法 ,我 从 就 得 到 半 惠 的 解 。 
为 了 适 台 前 -一 段 所 指出 的 条 件 ,我 们 一 定 需 要 夯 数 (yy) 的 如 
种 二 阶 导 数 存在 。 对 于 了 的 荣 件 能 从 [106] 中 所 慌 关 于 到 的 条 件 
推出 。 
现在 考虑 划一 般 的 初始 条 件 ,就 是 鞭 : 慨 届 需 可 导出 通过 方 稳 
Sr 
(84) 2 二 PY 人 一 才 () 
的 曲线 的 积 共 曲面 。 这 个 疝 题 人 异 肪 于 上 月 变量 的 变 拘 可 灸 化 为 前 而 
的 问题 ,就 是 说 : 善 代 (2 力 ， 搂 照 惧 式 ; 
少 一 他 十 区 人 y=, 
引进 新 生变 量 (2', YY) , 并 用 对 原来 变量 的 导数 来 受 示 关于 新 变 若 
的 导数 ; 
Mar = Ur—pp (Y) 二 9 


于 是 PU; f= Wp (Y) 
而 对 和 于 新 自 变 入 方程 (69) 取 形 钛 : 

(B85) Fle tp) Wy Hy Vey Up Wop (Y=0, 
册 纯 (8 和 在 新 变星 之 下 号 为 形 上 状 ; 


w=0; v=), 
翩 是 狐 ， 我 代 有 上 面 所 考虑 过 的 形状 的 柯 画 问 是 。 解决 它 的 可 能 
性 时 和 桔 色 五 程 485) 关于 tw 的 可 解 狂 。 
往 曲 线 【 是 由 秦 数 形式 : 
光一 Vr( 直 2 一 (有 和 全 tf 及 


ee— re anoed eo ee ie we ee 0 ， 员 RN Er rr 


粮 定 的 情形 ,于 末 我 个 应 当 从 责 个 方程 : 
(86) ; [ot) , 入 的 ? to lf) , Po 后 ; qolt) 1 一 0， 

Watt) — pol oo) — qo) =—0 
染 确 定 夯 数 Pol 与 四 四。 这 些 方 程 左边 关于 po 及 名 的 画 数 行 
列 式 ; 
(87) do =) Fos— eo) Fo, 
愉 好 和 当 s 一 0 时 的 行列 式 人 1 一致, 这 可 愉 组 4659) 的 前 商 两 个 方 
程 扒 出。 我 个 慨 愉 行 刘 式 (7 让 沿 曲 多 ! 异 于 圭 ， 又 方程 组 (86) 给 
出 mo 与 gt 治 曲 缕 的 完全 确定 的 值 。 这 时 可 以 庶 用 前 一 段 所 述 作 
出 和解 的 方法 ,还 应 指出 ,行列 式 (87) 不 羽 在 s=0 时 开 于 堵 , 就 对 充 
分 楼 近 于 走 的 8 也 是 如 此 。 为 了 使 画 数 po(D) ，、qol?) 有 过 态 的 一 
阶 导数 ,我 们 一 定 需 要 国 数 zo ;Yo( 人 站， Vo( 旭 的 巡 卉 二 阶 导 数 存 
在 。 这 从 (86) 的 第 二 个 方程 可 以 置 出 。、 

108. 解 的 瞧 一 性 ”在 解 柯 西 问题 时 ,我 们 用 特征 长 条 来 作出 
积分 曲面 。 周 是 的 解 的 唯一 性 明显 地 和 由 每 一 积分 曲面 骏 用 特征 景 
儿 避 但 这 一 事实 而 直 搁 得到。 但 蚌 在 和 鞍 明 这 一事 实时, 我 们 利用 
了 图 数 wz 0) 的 巡 精 二 阶 导 数 的 在 在 和 性。 在 上 面 记 作 的 慨 识 之 
下 , 我们 在 FL07] 中 得 到 将 题 的 解 ,在 那里 wtw, 2 有 连 各 二 阶 导 
数 。 然 而 , 如 果 只 忆 发 夯 数 wz 幼 有 这 入 一 阶 导数 ,所 祝 了 唯一 性 
的 简单 趟 明 就 不 中 用 了 。 

不 难 在 只 是 一 防 竹 炉 导数 在 在 的 假定 下 就 明 唯 一 性 定理 。 我 
们 现在 在 柯 西 生 件 人 81) 之 下 来 对 方程 二 3) 进行 坛 明 。 

疼 明 是 以 下 面 的 引 理 为 基础 : 

引 理 ” 裔 图 数 2; 奶 在 由 次 辜 


(88) w=Wo; 全 一 基 一 六 (多 一 入 ) 各 一 徊 一 一 六 (一 Ya) (Yi1<Ys) 
质 灯 局 的 阴 码 角形 作 . 上 束 简 ,并 对 2 二 如， 在 四 泊 的 内 点 接 
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(89) 多 一 Wo 网 一 wo= Cy 3) 光一 so 一 一 了 人 一 多 ) 


Ys) 
所 构 成 的 二 角形 内 寂 义 和 有 连 炎 的 一 阶 导 数 。 更 假 酸 这 导数 在 除 
感 过 而 外 的 整个 三 角形 人 内 满足 条 件 
(90) [ul dlvl + Bivl, 
而 在 底 边 4 二 to :上 成 站 不 血 式 
{91) [uwo, | 
这 时 在 束 个 三 角形 和 工 成 站 不 等 式 
(92) je | < Me 

普 先 对 4=8=1 证 朋 让 理 。 我 们 从 反方 面 来 进行 时 路 。 慨 唤 
在 六 内 有 一 点 ,对 于 它 上 人 2 D1 > 及 em。 这 于 图 数 Ww, 乓 多 
不 能 在 许 边 上 有 最 大 的 绝对 值 。 

国 为 所 有 的 荣 件 只 售 男 数 wa 纺 的 经 对 什 及 其 导 数 ， 如 存 
需要 , 就 改变 wz 幼 的 符号 , 而 可 以 假 上 乘积 way 的 e ”不 在 
和 从 的 感 上 和 到达 最 天正 值 。 同时 我 例 可 以 确定 一 个 充分 小 的 正 数 
A%， 使 夯 娄 
(98) ， Vf, 1 一 外 ( 训 ， We Ae) 

不 在 作 的 庭 边 上 到 述 最 大 正 值 。 我 们 从 这 个 假 睫 来 引出 小 盾 。 
如 果 最 天 和 值 在 入 内 部 ,在 对 应 点 应 有 2 一 一 0， 于 是 推出 ; ts 一 
一 十 加 t=0, t= 二 0 全 有 ， 而 这 与 在 =8=1 村 的 (90) 相 了 予 
盾 。 若 最 大 值 出 现在 过 # 一 和 一 3 一 护 上 (不 在 入 的 顶点 )， 则 在 
对 应 点 应 当 有 加 过 0, 并 沿 这 一 边 微分 , 得 Vs 十 一 0。 这 样 引出 
式 子 : 

(94) wD0; Y= —Wyt dF 0), 

仍然 和 当 = 了 =1 时 的 (99) 各 子 盾 。 车 它 发 生 在 边 *% 一 各 过 
一 一 {Y — Ya) 上 上 上; 奖 人 役 的 可 得 Dy 2 一 荔 一 0 于 十 
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《95) wD0; w= HM (>0), 
仍 和 在 所 =Bel 时 的 (90) 相 耶 盾 。 最 后 , 假定 能 , 东 数 (98) 在 三 
角形 六 的 硕 点 述 到 最 大 正 仁 。 在 性 何 销 帝 下 ,我 们 必须 在 这 点 有 
2 这; 他 io 人 十 Ne。 若 局 时 =0, 我 们 仍 导 和 致 和 (90) 相 子 
盾 。 若 在 顶点 风 反 0， 如 错 其 过 2 一 ze 一 4 一 所 和 粕 分 ， 得 vs 十 ww 这 0， 
引出 不 炙 式 ? 
Uy dy 

与 4 二 B= 时 的 (90) 相 予 盾 。 洲 在 顺 点 各 之 0, 则 向着 边 2 一 各 一 
= 一 节 一 旨 ) 微 分 ,也 像 上 面 一 样 得 出 矛盾 。 因 此 , 引 理 当 4 = 召 一 
一 肘 得 证 。 推 广 到 一 般 情形 , 在 三 过 为 (88) 二 人 我 全 有 
条 件 (90) 及 (91) 。 引 入 新 的 自 变 量 of = Ba y' 一 子 y。 三 角形 人 


谈 为 三 角形 作 ', 其 远 为 : 
w= Boo; wt ~ Boo=Y —Y; £— Bro= — (Y'—Y2) 


(中 = 与 加 )， 
双 和 替代 (90) 我 们 有 
[es | SE ay] + (ul, 

而 条 件 (9 了 4) 仍旧 有 形 软 |wBao, 9) | 所 了 。 出 于 上面 的 证 明 , 我 
们 得 到 在 八 / 上 | to 90) | 志 MMet 9 或 漠 回 到 原来 的 自 变 量 ， 
就 得 到 在 和 上 的 不 等 式 (92) 。 

转 到 在 条 件 (81) 雇 及 前 面 所 作 的 假定 下 方程 (82) 的 解 的 唯一 
性 的 证 明 。 概 襄 在 上 壕 的 三 角形 入 .上 有 十 个 解 ww, 9) ;vez， 
奶 , 和 而 这 轴 个 解 也 在 了 有 于 模 导 数 的 苗 样 的 区 域 由 。 此 时 我 们 能 
海 出 不 等 式 ! 

|f C2, Y, Ho a) 一 站 (2 Wy G0) | Biwi ) 于 人 ga 一 和 | 
汇 中 三 和 和 是 是 某 个 党 狼 。 世 Bl Poy G1 fa 来 记 关 于 wi 和 和 Ws 的 
相应 的 帆 导 数 。 因 此 


县 


346 第 三 人 章 ”篇 微 牙 方 程 的 一 般 吉 裔 


+ 


(po—p1 {4g |+ Bus ml : 
对 和 伏 邮 一 上 应 用 所 赵 明 的 引 理 , 才 且 注意 到 这 着 式 在 sw=qmo 时 为 
需 ( 郭 及 =0) , 我 们 从 (93) 可 看 测 在 整个 三 角形 人 上 so 仿 一 
~ 好 切 一 0, 就 是 说 , 解 的 唯一 性 得 证 。 方程 469) 在 柯 西 条 件 
是 任意 曲线 的 一 般 情 形 , 斌 以 用 变数 变换 和 关于 一 个 导数 解 出 徽 
苏 方 程 的 方法 化 为 以 上 的 研究 。 在 [0 门 中 我 全 也 便 这 样 做 过 。 

现在 考 虚 在 三 角形 入 上 的 方程 (8 在 不 辐 条 件 

di es YD) ss 二 中 
下 的 雨 个 解 心切 和 如 (2 功 。 对 差 式 (Ws 一 级 ) 应 用 引 理 ， 得 
到 以 下 的 在 三 角形 和信 上 的 不 等 式 : 

[ua te, 2) —u1 (we Y) | 到 a hs (的 — hi CW) [ere) 


这 不 等 式 奸 明 了 和 对 于 出 在 (81) 中 揭 初 始 条 件 由 人) 的 连 
梧 祖 关 性 。 
还 要 指出 与 解 柯 西 问题 有 关 的 一 种 情况 。 若 画 数 由 ( 纪 没有 
连 入 的 二 阶 时 数 , 旭 应 用 柯 西方 潜在 以 引出 曲面 &% 一 地 幼 ， 而 
eg 2 没有 避 数 , 能 永明 , 在 这 种 情形 问题 没有 有 溃 焙 导数 的 解 
[ 赫 尔 , (Haar), Actu Nzeged, t ]Y，fase, TI，1928]。 上 述 引 理 
在 更 一 般 情 形 的 症 明 ,各 宪 在 篇 微 届 方 程 的 唯一 性 定理 证 戎 中 的 
应 用 , 可 以 在 下 面 的 车 希 克 斯 的 萤 文 中 找到 :“ 柯 西关 题解 的 唯一 
性 ”, 数 举 科 学 的 进展 , 逢 TI, 吕 期 1. 而 HIEREe ，… 卫 IEHeTBeHHOoTE 
TerIIeHEa 8 了 OIL YerexH MaTeMATHICCEHE HaAYE, TOM 了 工 ， 
BHI, $9), 
108， 麻 异 情形 ”假定 说 ,我 全 已 若 定 适合 18 的 两 个 关 和 采 式 
的 甚 条, 并且 洛 这 长 条 行列 式 (87) 等 于 圭 ; 
《96) do= Wd mye 0 = EF — Fg,=0, 
眼 珊 存在 通过 于 其 条 的 积分 曲面 w= 一 tv, 幼 ， 而 we 幼 有 到 二 


109. 亲 异 情形 B47 


阶 为 生 的 回炉 导 数 。 若 了 及 Fo, 不 同时 等 于 零 , 则 由 (96) 和 (80) 
的 第 二 个 关系 式 推 知 我 们 的 长 条 适合 方程 (66) , 而 容 数 。 用 字母 
# 来 记 。 然而 在 [104] 中 所 推导 的 计算 向 我 们 指明 , 这 长 条 满足 
(68) 中 所 有 的 方程 。 就 是 谣 , 是 特征 长 条 。 因 此 , 当 满 足 条 件 (96》 
条 , 这 里 设 Fw 及 万 v 不 同时 等 于 零 。 此 时 完全 和 艇 性 方程 的 情 
形 一 样 , 通过 这 长 条 可 引 炭 劣 多 积分 曲面 。 最 后 断 诗 的 臣 明 和 对 
弹性 方程 所 做 的 一 样 。 需 要 引 某 一 长 条 o 与 长 条 (714) 有 某 到 其 点 
(ay Voi U0) 以 及 在 这 一 点 的 下 长 各 和， 兰 且 说 新 的 长 条 口 ， 行 
烈 式 (87) 异 于 雾 。 通车 这 上 苓 条 有 确定 的 积分 曲面 , 它 含 整个 的 尾 
征 长 条 (7 八 ， 因 为 宅 已 含有 后 者 的 韦 始 元 沫 的 缘故 。 由 于 长 荣 a 
选取 的 任意 性 , 我 们 就 有 问题 的 张 穷 多 个 解 。 

如 果 洛 葵 定 的 长 条 do= 0, 而 长 条 不 是 特征 的 , 若是 万 范 数 
ww 9) 有 浏 二 阶 为 止 的 连 各 导数 鬼话 ,其 问题 就 不 可 能 解决 。 可 
是 能 够 发 生 , 长 条 所 对 应 的 曲线 是 积分 曲面 的 奇异 戎 米 的 情形 。 
园 时 要 指出 , 在 推 鞭 柯 西方 法 时 , 我 们 甬 灵 利用 到 泵 数 &(%, 外 前 
二 阶 导 数 。 若 是 等 式 (96) 满足 ,月 长 条 不 是 特征 的 , 旭 沿 这 长 条 只 
适合 方程 组 (68) 的 前 三 个 方程 。 

.上 面 的 议 窒 有 简单 的 儿 何 意义 。 如 果 答 定 了 某 曲 线 响 那 末 
条 件 (80) 的 前 一 个 表明 沿 这 射线 由 量 mm (的 和 加 的 所 确定 的 检 
面谈 切 王 锥 面 7, 而 第 二 条 件 等 价 于 这 机 面 频 合 有 ! 的 切 黎 。 
忆 起 继 面 母线 的 方程 (64) ,我 们 看 到 ,条 件 46 生 0 相当 于 那样 的 事 
实 ， 沿 曲 郝 志 的 切线 不 和 铁 面 中 的 母线 相合 。 方程 (86) 关于 
po 从 和 和 的 的 可 解 性 归 精 为 引 包 售 ?的 切线 且 与 镶 面 下 相 切 
的 那些 平面 的 可 能 性 。 假定 说 , 通过 ! 的 切 秦 我 们 能 够 引 印 于 詹 
面 下 且 沿 ! 巡 纺 变动 的 东 面 (po 人 及 gp 介 几 须 有 溃 炉 导数 ) 。 

这 样 一 米 , 我 们 把 曲 黎 ! 补充 成 长 条 ;并 取 这 长 条 为 解 (73) 的 
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惠 站 值 , 就 有 了 积分 曲面 。 著 工 的 切线 是 锐 面 全 的 母线 ， 溢 相 
的 母线 引 妮 面 的 声 和 平面 , 则 党 中 我 们 有 值 zm 及 go。 内 此 所 得 的 
其 第 能 成为 特征 乓 条 。 在 这 种 情形 问题 有 然 劣 泛 个 解 。 只 要 以 另 
一 曲 缕 与 曲线 三 相交 就 行 了 ,使 二 在 交点 的 切线 落 在 团 于 的 
同一 竹 疝 .上 ,但 不 和 的 荆 线 相 重 台 , 因 之 , 沿 五 的 团 炎 本 和 色 面 
下 的 红线 相合 。 通 过 4 所 引 的 积分 曲 醒 洲 合 有 ! 。 最 后 可 能 发 
生 , 曲线 ! 的 切 骏 重合 十 钙 商人 的 母线 , 但 这 曲线 不 是 特征 的 ,就 
是 说 ,依照 上 上访 方法 补 到 而 成 的 医 条 不 是 特征 长 条 。 在 这 情形 下 ， 
从 4 的 每 一 点 我 们 站 攻 能 引 其 官 始 值 (po Yo Uos Poy qo) 的 特征 
长 条 。 藻 是 这 些 竺 征 慌 条 形成 有 显 趟 方程 5 一 ze, 妨 的 积 俘 曲 
面 , 肥 曲 炎 ! 是 所 作 的 积分 曲面 上 的 奇 稳 。 在 这 些 讨 夫 中 ,我 们 假 
证 在 每 一 点 有 确定 的 雏 面 了 。 

我 们 指出 方程 (59) 的 积分 曲面 的 一 个 重要 类 型 。 我 们 周 定 了 
某 一 点 Ce go, sw)。 小 时 (80) 的 第 二 个 美 系 式 对 于 任何 值 po 及 
2 成 站 , 因为 在 这 种 情形 下 ， 出 现在 关系 式 中 的 所 有 导数 便 等 于 
老 。 我 傈 只 得 到 (80) 的 前 一 个 方程, 一般 褒 素 ， 它 使 我 们 对 po 及 
qo 有 无 穷 多 组 值 。 这 些 恰好 是 在 固定 点 (oo， yo, ao) 用 来 确定 切 
盏 面 的 可 能 位 置 的 值 po， qo。 我 们 可 以 像 前 面 一 样 ,假定 oo 的 及 
qo0tt) 是 某 和 参数 皇 的 冰 数 。 反 图 定 值 (so, 思 , wo) 和 ,上进 的 沪 示 式 
op 四 及 9 全 代入 公式 (78) ,我 全 得 到 方程 (59) 的 各 分 田 面 ,共有 
以 a6, ooo) 为 顶点 的 台面 的 形状 。 一 般 裔 来 ,这 曲 而 有 曲 的 母 
线 ， 在 顶点 (oo Yo, to) 和 雏 而 ， 7 的 母线 相 司 。 这 曲面 通常 称 为 友 


pe 


的 解决 胡 归 许 为 以 下 的 构图。 作 硕 点 在 粉 定 曲 多 上 和约 积 务 角 
锥 ; 取 它 们 的 包 略 就 是 半 题 的 解 。 所 有 末尾 的 这 些 了 断言, 当然 露 训 
严格 的 分 析 诈 明 , 我 们 不 去 濡 它 了 

”410、 任意 个 数 自 变 时 。 考 虚 在 任意 个 数 自 变量 情形 的 一 阶 
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方程 : 
(97) | 在 (0 

求 这 样 万 程 的 积分 的 柯 西方 法 , 能 完全 像 十 个 自 亦 重 情形 一 
样 采 推导 ，, 而 我 们 只 根 于 广 明 嫩 果 。 对 应 于 方程 (97) 的 转 征 租 有 有 


形 铸 ; 
《98) Li 
| 上 lL 十 "十 Pps 一 (CRAt Op) 
一 - Op - 
本 (Ei UPn) 


(一 是 Peo Br; 一 站。 
我 全 要 指出 推导 方程 组 198) 形式 上 的 砂 峡 。 恨 表 有 了 方程 497) 的 
解 4 一 001 gm 它 有 到 二 阶 力 下 的 连续 导数 。 同时 荆 z，R 
及 也 的 代 换 刀 =wtyi 0 和 pp 一 Wn 之 后 是 (61， 
Wn 的 图 数 。 
号 出 一 材 万 程 组 : 


习 
i =Pe (6#=1, 1 


其 中 s 是 辅 肪 变数 。 兰 这 五 程 租 的 解 代 人 方程 人 一 化 人 0p) ， 
就 有 ; 


be -总 pnPn 
并 且 恰 办 一 样 : 
Pr = Dow Pio 
然而 关于 微分 (97) 得 到: 
二 避 性 1 
y+ Up i 起: 一 到 yp 十 Dpy 十 2 Vee i= 0, 
于 是 


< 一 (EDpoa 
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这 样 ,我 们 得 到 组 (98) 中 所 有 方程。 我 们 来 仔 交 研究 一 下 方程 组 
(98) ,把 它 看 作 是 关于 朝 胁 变数 3 的 画 数 er u 和 的 方程 和 组。 
它 容 有 明显 的 积分 : 
FD ey thry Wy D1 9 Pr) Oo 

改定 新 , 我 们 能 求 得 所 谢 方 程 组 的 积分 : 

gp= pts, MO, wo, Wo 

=u(gy oA, 0, pr) 
Dry ph) , 

其 中 tw, 2 是 当 一 0 时 夯 数 的 初始 值 。 将 候 革 这些 初始 
值 基 Cm 一 陋 个 央 数 的 而 数 : 

(100) wh? (fy oy fa) Oy 1 DR bl) o 
把 这 些 慌 天 颁 趟 (9 ,我们 就 有 变量 we 入 通过 rw 个 套数 的 表达 
式 。 考 谍 丽 数 行 列 式 


(99) 


1 "" 2 


~ Df, ti "9 tn 1 ? 
出 于 租 中 第 一 个 方程 ,我 们 可 把 它 写 为 形 上 状 : 


Py 1 PP, 
Pr ,, Opn 
OE ”Bt 
(101) 村 一 | | 
eh BD 


如 办 这 行列 式 在 声 姑 信 *=0 的 卷 域内 异 于 需 , 那 末 方 程 人 9) 使 我 
司 有 积 修 曲 条 , 它 可 以 表示 为 旺 式 味 王 对 (人 mn) 0 为 了 这 也 面 
是 积分 是 面 ,必须 而 且 只 需 本 孝 (L00 油 足 下 而 的 n 个 关系 起 : 


(102) nr (et, 1 0 ， wo p10, PD = 0 
。 Gwe™ OY i . 

了 下 qo 一 上 证 二 = i 和 = 

(108) 和 2 =- Pn {9 1, | "i 1)o 
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柯 西 问题 在 于 寻求 方程 (97) 的 含有 答 定 的 0h 一 1) 杂 流 形 : 
wi bay sy bn) Hy nl) - 
的 积分 曲面 我们 很 发 这 波形 已 补充 为 流 形 (100) ,这 就 是 能 ,满足 
关系 式 (109) 及 (103) 。 这 时 ， 若是 沼 着 这 流 形 行列 式 (101) 异 于 
等, 那 未 上 壕 的 方法 就 引出 柯 西 因 题 的 解 ,而 且 这 解 是 唯一 的 。 
完全 疝 坪 个 自 变 量 的 情形 一 样 ， 我 们 可 以 作 方程 (97) 的 积 从 
角 饶 , 疾 定 某 点 (0 …， 00， wo) 并 选取 2 9 由 为 人 一 了 


个 套数 的 谢 数 ,使 满足 关系 式 C102) 。 
壤 方 程 (97) 已 美 于 pi 解 出 : 
(104) Pi fi Bay Hy Py Pn) 
莽 且 柯 西 条 件 有 有 形状: 
(105) 外 | sn = ey 09 


唱 柯 西 问题 有 一 个 确定 的 解 。 

我 们 不 在 这 星 引 大 对 于 和 靖 的 速 粮 性 的 及 导数 存在 的 ~ 一切 荣 件 。 演 
可 以 各 一 2 时 一 样 来 做 。 对 于 有 和 初 敬 条 件 (105) 的 方程 (L04) , 在 关于 了 和 
# 的 某 些 确 宗 的 条 体 下 ， 可 坊 刊 定 积分 田 面 的 存在 区 域 。 银 丽 珊 数 了 对 
jz 一 xa 各 任意 的 zx; ps 及 4 为 束 祠 和 有 回炉 导数 fy fp 及 六 地 一 
=2 …; #)。 此 外 ; 银 定 这 些 导 数 有 关于 my， zxy 用 ps 的 速 炉 导数 , 并 且 
对 所 述 变 量 之 奸 导 烽 fo To fur fp frees 了 ry frst oo po op 的 
者 对 秆 不 大 于 数 4 。 更 假定 (zg … zn) 有 到 二 阶 为 止 的 连 太 导数， 大 且 
成 立 不 等 式 ! 

[ws | 十 > yan lB (R=9, ry Ho 


这 上 竺 ,在 [x — | 和 人 在 半 的 各 全 二 名 的 区 减 内 3 再 程 入 04) 在 第 
件 民 05) 送 下 的 二 次 束 粮 可 微 的 解 站 在 ,其 中 &<=4， 此 外 且 萄 请 是 第 件 : 
1 lg 3 ” 
2 is[1+ Btn 1 CBT) | 
[家 看 三 嫩 凡 | (Kamke), Math, Beitschr, Bd. 49, Ileft 3, 1943], 
111， 全 积分 , 通 积分 积 奇 积分 ”在 这 -- 段 和 下 一 自我 们 迭出 
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106) Friw, YU Ps 9) 一 站 
其 他 的 求 积 妨 廊 法 , 特 玫 是 , 栖 西 问题 的 解 洁 。 在 具体 的 例子 中 ， 
上 常常 容易 导出 问题 航 和解 。 在 柯 西 方法 的 名 进 中， 我 们 评 过 应 用 
这 个 方法 的 条 件 以 及 柯 西 问 题 的 解 的 存 存 性 和 了 唯一 任 的 条 件 。 现 
在 我 全 主要 是 注意 问题 形式 上 的 一 面 , 井 旦 广 证 利用 与 一 个 战 雨 
修 参 变 妆 有关 的 香 面 族 的 包 箱 葵 。 

在 应 用 栖 西 方法 求 廊 稳 (106) 的 积分 时 ， 我 们 要 能 完 他 积 分 出 
对 应 的 常 微分 方程 如 : 


者 
de_dy 和 - 厨 - _- 胡 
C07) r oy nmP+ge 一 {于 十 Up) —(Y+Ug)® 


现在 我 们 指出 ,方程 人 06 的 积分 半 题 只 器 要 知道 这 个 万 程 的 与 两 
个 任意 常数 有 关 的 解 。 假 设 我 们 有 这 样 的 解 : 


(108) v= ys ty 0), 
其 中 必 与 3 是 任 疮 常数。 锯 导 数 及 4 将 改 示 为 全 式 ; 
(109) P= Prt, 荫 , 衬 3 Bb); Os (we, 区 各 a) ¥ 


由 此 推 姑 ;我们 和 屠 有 以 下 鞠 系 式 : 

‘10) Fle, y, ol, yy 区， 下) pay Ya DN PT Wy wy b=0, 
此 式 不 羽 对 (tw; 办 而 且 对 (46, 引 必 须 恒 鸭 满 是 。 我 们 假设 从 (103) 
及 (09) 的 三 个 关系 式 能 消去 0 及 5, 关 量 这 样 消去 后 就 引出 方程 
(06) 。 在 这 天 铺 形 , 方程 .106) 的 解 08) 称 为 这 个 广 程 的 全 积 
分 。 不 难 人 失信 积分 得 到 方程 的 其 他 解 。 恨 定 诅 ,在 公式 (108) 中 党 
数 是 常数 4 的 基 夯 数 , 部 5=oktol。 这 样 ,我 们 引出 一 族 积 分 曲 
面 , 和 一 个 央 数 有 关 : 

1114) u= pl, y, a, WW) ]o 

从 方程 (11) 和 方程 

(12) ofoy ys oy wa + os, Y, @, (a) Joo Co) -0 
消去 4 而 得 的 族 的 包 禾 洲 与 税 包 同 面 的 切 厂 有 同样 稀 p 及 9 所 
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应 包 烙 也 是 方程 (106) 的 积分 曲 硬 。 当 任意 选取 可 微 汞 数 w(0) 
时 ,所 有 这 种 积分 曲面 的 双 体 租 成 方 各 (106) 的 通 积 分 。 如 我 们 屁 
到 的 这 积分 就 含 和 任意 泵 数 ta。 我 们 其 至 可 以 作 黄 与 琴 个 套数 
a 及 5 相关 的 禹 分 曲 曾 充 (108) 的 包 和 苦 。 这 要 从 方程 (108) 及 方 
程 : 
(48): Patty YE Db) 0; golm, yy &, 站 一 中 
消去 和 5。 所 得 积分 曲面 不 全 性 何 任 意 的 元 素 , 面 通常 称 为 方 
程 (106) 的 奇 积分 。 当然 , 这 有 时 我 们 假 谢 所 有 上 述 的 消去 是 可 能 
的 ,并 且 革 出 的 酷 数 有 连 凿 导数。 

代替 所 述 几 何 上 的 涝 察 ,我 们 利用 任意 常数 变易 法 世 可 以 得 
到 通 积 分 和 青 积 分。 要 求 出 方程 (106) 的 形状 人 08) 的 解 , 把 e 及 
bp 祝 为 io 切 的 未知 夯 数 。 夯 数 芭 的 位 导 数 就 不 黄 估 公式 (109) 
来 寻 算 , 侧 是 照 下 面 盈 式 : 

PD pe Pato Pedsy FpyT Poly Podyo 
营 对 未 知 图 数 4 和 2 添加 二 个 关节 式 : 
(114) pad Pedr—0; 站 
于 蚌 偏 怪 数 的 表 计 式 仍 如 以前 ， 而 半数 (108) 也 像 过 去 _. 梯 给 出 积 
分 曲面 。 一 切 问 题 归 圭 到 方程 (114 的 研 宾 -这 责 方 各 有 了 明显 的 
解 : 4 一 常数 和 8= 常数, 这 和 扔 然 导 出 至 积分。 第 二 个 明明 的 解 只 
闫 a 和 5 满足 关系 式 
Pa 0; w=0 

号 可 得 到 。 这 样 引出 次 积分 。 游 这些 等 式 至 少 有 一 个 不 满足 , 那 
林 关 于 pu 及 go 的 齐 次 方程 组 (14) 的 行列 式 必须 为 需 : 


Wr by 


= , 


Gyy by| 
这 计 我 个 慨 衣 a 和 0P 不 同时 为 常数 。 这 个 疼 数 行 刚 式 徊 于 需 使 我 
个 郁 引 出 & 与 世间 的 关系 式 [II 18].。， 人 假定 说, 这 关系 存 形 时 
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rr 


5 一 o(e)。 这 时 方程 人 414) 化 为 一 个 ,而 能 写成 
Pet po’ (ea) 一 个 ， 
这 样 得 到 通 积分 。 可 以 让 明 ,在 某 些 条 件 下 , 二 壕 的 解 包括 了 方程 
(106) 的 一 切 解 。 实 颖 二 ， 更 题 归 苇 为 有 了 双 积 分 ， 我 们 就 能 解 柯 
西 问题 。 
112. 全 积分 和 柯 两 隐居 更 在 指 用 , 怎 拜 从 储 积 分 推出 柯 本 
问题 的 解 。 很 股 需 谊 求 出 积分 曲面 使 通过 曲 粒 ; 
5) g 一 2 人 y=y0); V 一 ww 人 。 
阅 题 归 赫 到 寻求 由 等 式 (11D 和 (12) 所 确定 的 通 积 分 中 的 机 
数 5 二 w(0) , 使 所 得 的 积 耸 曲面 通过 曲 缕 (115) 。 预 先天 明 包 烙 
面 的 一 个 性 里 。 改 有 单 参 数 曲 面 族 : 
(118) vw, y, UU, 0) 一 个。 
乙 定 谭 , 对 曲 贸 忌 1 辐 的 每 一 点 性 有 族 (16) 中 曲面 通过 , 而 这 曲 
面 在 点 区 的 切 胖 而 含有 曲线 (45) 在 MM 虚 的 切线 。 要 芷 明 在 这 
种 情形 下 , 族 (118) 的 包 褒 舍 有 上 曲 米 (11 有 四。 实际 上 , 接 条 件 我 全 
- 疹 : 
(417) ve, yD) , 4D , ol =0, 
和 而且 对 应 于 曲 焰 (116) 不 同 的 点 型 有 不 同 的 常数 值 a, 也 就 是 族 
CEIS) 中 不 同 的 曲 商 。 关 于 了 微分 上 上 面 的 等 式 , 得 到 : 
Pade oy ht ate — 0 
另 一 方面 , 族 (116) 中 曲面 的 切 平 面 含有 旧 妈 (Ci15) 的 切 弘 的 事实 ， 
使 我 们 导出 恒等式 : 
(118) Pao byt att = 0, 
并 且 这 后 面 网 坪 个 独 等 式 答 出 es 一 0, 或 者 由 于 a 为 0, 我 们 有 
Wa=0。 因 此 , 画 数 (145) 关 于 + 恒 满 足 方程 水 =0 及 由 一 0, 就 是 
襄 , 族 (4146) 的 包 略 确实 合 曲 粮 (115) 。 
现在 嵌 定 我 们 有 六 程 人 106) 的 休 积 分 ,把 它 用 降 式 者 出 : 
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qq 


(119) pm, yy WH GP) 一 日 。 
我 们 必须 确定 范 数 5 (0) , 使 得 满足 关系 式 (117) 和 (118) 。 方 
程 (118) 的 左边 是 方程 17) 的 左边 关于 的 导数 。 用 (人 ce 六 
来 起 把 三 数 (11 辣 代入 方程 19) 左 过 的 竺 困 。… 计 样 禹 们 必须 写 出 
十 个 方程 : 
(120) Po DD) =0 Dt, ew 有 让 位。 
从 这 些 等 式 消去 弄 我 们 就 有 癌 与 从 之 向 的 关 基 式 , 八 是 说 , 找到 
了 所 求 的 画 数 : 5 本 五 te) 。 因 此 , 为 仿照 到 积分 来 解 烙 西 问题 , 党 
要 将 丙 数 CE15) 代 思 你 租 他 绝 友 稳 * 关 手 - 微 因 所 得 的 方程 , 并 从 
这 桩 作出 的 南 个 方程 消去 + 。 这 就 使 我 们 导出 常数 a 和 5 间 的 革 
条 式 。 对 应 于 芝 关 系 式 的 通 积分 就 通过 曲线 (115) 。 

也 可 以 接 男 一 种 方式 来 进行 ,从 (120) 用 + 玉 表 出 a 及 5。 代 
及 (119) 得 到 与 单 参 数 ; 有 关 的 曲面 族 。 求 这 族 的 包 和 阁 ,就 得 到 所 
求 的 通过 曲 厂 (15) 约 积 俘 曲面 。 

还 要 指出 通 积分 概念 与 作为 求 方 程 粗 (107) 的 积 俘 的 业 果 而 
得 到 的 特征 长 条 之 间 的 关系 。 族 (111) 的 包 络 和 窜 包 曲面 之 一 党 
某 曲 粮 相 切 。 沿 这 曲 厂 引 包 阁 和 葡 包 曲面 的 公共 切 平 面 , 我 们 
得 到 某 长 条 , 这 长 条 有 赂 于 两 个 积 下 曲面 , 就 是 襄 , 也 于 包 格 和 莹 包 
曲面 ,于 是 推 知 , 宅 必 须 是 特征 长 人 条。 因此 ,我 个 可 以 断定 ,下 面 的 
及 式 : 
C1291) ‘w= gle, y, @ BD); Pamy Vy ,BF pm YB Bw (a) = 0 

( p= peal, Gy b); go= p(w, Y, Gy b) 

对 任意 固定 的 e 和 任意 洗 取 的 8=:ow(e) 确定 了 方程 组 (107) 的 灌 
足 条 件 (106) 的 解 。 

我 们 可 以 完 为 到 式 (121) 确定 了 量 @, gw py 9 中 的 四 个 为 
第 五 个 和 去 个 任 次 常数 e, 5 及 rc 一 w'(a) 的 画 数 。 方 程 组 107) 的 
遂 税 分 含 四 个 任意 常数 。 然 而 , 由 于 关系 式 CQ06) 的 漠 更 ) 所 有 转 
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征 暴 条 构成 之 族 应 只 和 三 个 任意 常数 有 关 , 这 就 是 我 们 按照 正式 
(121) 所 得 到 的 。 在 以 后 的 基 一 段 中 , 对 于 性 意 个 数 自 变量 的 畏 
形 , 我 们 要 用 交接 计算 的 方法 来 验证 方程 21) 确实 稿 出 租 (107) 
的 解 的 那个 寺 实 。 

机 语 明 ,不 用 全 积 分 而 直接 按 微 分 方 程 来 确定 麻 积 从 的 可 能 
性 。 关 于 & 及 训 微分 恒等式 人 410) ,我 们 得 到 

Fupot Fogpret Fopyo=0; Fp Fpmt+ Fpyw=0, 
' 潜 灸 到 奇 积分 (118) 的 定 头 ,我 从 可 以 断定 在 奇 积分 则 面 上 满足 以 
下 二 舌 式 : 
Fog Ppya=0; Fp Ftpn=0, . 
答 假 上 所 寄 关 于 了 及 了 的 齐 次 方程 粗 的 行列 式 在 背 积 劳 曲面 
上 避 于 走 ; 这 实 导 上 和 妇 精 为 关于 方程 d09) 对 & 和 5 可 解 性 的 假 
识 。 同时 , 坊 册 的 齐 次 方程 钥 合 我 们 兴 | 
(199) f=F,=0。 
困 8 此, 坷 积 共 可 以 由 应 下 的 三 个 方程 狮 去 为 及 了 而 得 到 : 
Pm, Y, Wy Py =0; 0 2 q) =0; 
Patt, Y, Ly Ps 4) =O o 

方程 (122) 党 明 对 方程 以 06) 关于 训 全 六 或 9 不 可 能 永 用 隐 硬 数 定 
理 。 这 证 明了 奇 积分 不 可 能 在 解 柯 西 问题 的 类 果 中 得 到 ， 因 为 我 
健在 [10 氏 所 做 的 ,是 慨 屋 方 程 关 于 p 《或 9 为 可 解 册 的。 我 全 电 
可 用 基 的 方法 述 到 这 个 二 询 。 我 个 在 奇 积分 同 面 上 任意 取 划 炎 ， 
由 于 条 件 (122) , 洛 这 曲 厂 行列 式 (96) 等 于 需 , 这 表明 对 于 任意 取 
在 奇 积 分 旺 面 上 前 曲线 ;不 存在 柯 醛 问题 确定 的 解 。 

i143, 例 ， 二 ， 方 程 
{124) t=2p yy 时 
类 由 于 我 们 很 子 溜 麻 过 的 更 来 次 万 程 [IT; 8] .不 难 山 闪 ;把 区 与 和 换 为 w 尼 
by 就 得 淹 寂 的 全 积分 : 


(128) 


v=ar thy+i ta bo, 
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方 往 Um YT pA 
有 人 和 什 积 分 : u== qr by-t nab, 
并 应 用 上 述 方 尘 , 得 到 青 积 分 : 
= ra 
如 果 我 们 在 这 曲面 上 下 任意 曙 粮 : 
(125) 人 
基态 程 (9) : 


pp tT po 二 = 

PRD nt + pet tg =0 
有 解 B6= 一 站 从 ;6 三 一 了 中 ， 尖 且 党 曲名 人 红 35) 我 们 睹 有 

Po= P(t =0; Fy =p+$ 人 4) 先 Q, 


对 方程 

(1240) Wp+yg 一 告 (9 二 9)， 
青 积分 为 : | 

(126) 基 二 (十 


闭关 于 了 解 方 种 (1241) , 我 们 得 到 : 
大 虽 ; 涪 般 面 民 26) 注 程 左 边关 于 4 的 伺 导 数 成 为 姓 沥 天 。 
2 设 有 羽 合 及 gg 的 万 程 : 
Tp 0) =0, 
这 方 各 育 明显 的 解 : 
二 a 二 e+b, 
其 中 常数 4 和 6 必须 广 足 东沙 式 : Fay ,一 0。 鹏 它 关于 2 解 出 :4 一 产 (a)， 
得 到 万 程 询 以下 形 航 的 全 积分 : 
wast fi(a) yt bo 
这 方程 答 出 其 平面 族 。 通 积分 是 符 九 数 平面 族 的 包 杂 ;也 就 是 可 展 申 面 [II; 
14171, 
作为 例子 游 嵌 方程 : | 
(127) p+ 9h 
注 总 到 所 求 凡 面 钠 潜 如 与 # 釉 的 方向 余 就 由 公式 ? 


1 


1 
WET TT + Ii 
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坡 示 ;我 们 看 到 ,省 程 (127) 归 十 为 所 求 积 分 昌 面 的 法 诸 与 4 山 构 成 定 角 购 村 
求 。 方 程 的 全 积分 是 平 而 厂 : 
w= qt Ri wy+b, 


方程 租 (68) 写 为 形状 : 
Cm 3 dy -， 和 Iu 一 号 当 HP - dg _， 
3 2 2 29; 六 {p+ 9 5 a = 于 0， 


前 它 的 控 初 挫 策 件 所 用 出 次 解 为 
(128) z=2pos + Ian; Y=2405 + Ye Wap s+ P=p0; 9 一 和 oo 
内 要 go 各 加 受 荣 件 疝 二 拥 二 癌 的 限制 ,我们 就 得 到 特征 县 条 。 这 什 某 些 直 
焰 , 上 日 沿 这 些 桂 入 加 和 4 保 持 常 数 慎 。 
假设 要 求 引 [出 过 圆 岗 : 
站 0 
汐 积 分 明 面 。 在 所 办 的 情形, 方 衬 人 6 的 形状 如 下 : 
P+; cost—= — tosinty 
于 及 Po=—elgt} dom elgr, 
多大 《89) 中 前 省 宕 个 方程 ， 得 到 通过 套数 3 各 t 洗 示 的 所 求 曲 面 的 容 数 为 
温 : 
T= 一 人 et 二 COS 1 y= 2 etgit:} 世 二 2 十 gin 
9， 以 下 闫 型 ; 
fi PD) = f(y 的 
的 一 阶 方程 是 比较 一 般 些 了 。 为 了 求全 积分 , 置 方 程 购 羡 边 等 于 同一 常数 
a 天 一 5 人 必 方 人 有 = 关于 PP 及 4 解 这 些 为 程 ， 得 : pg (zy a) 
及 4 二 waty) 0 ) 而 从 积分 写成 形 汰 : 


w= | we df 十 | ww wayt by 
其 中 8 是 第 二 个 任意 常数。 招 这 方法 应用 到 方程 : 


(129) 10g 一 2 二 位 或 EY 
得 出 : 
(130) ww 一直 am 二 汪 . 39 二 ba 


假设 要 末 91 出 通 起 曲 雍 : 


118. 例 B63 
的 入 分 出 面 。 短 二 面 二 臣民 大 (30) 并 着 芋 答 分 ,得 
1 


. 1 1. 
= 和 一 -一 一 - 8B 3 一 = 一 一 - 一 : 
2 时 十 2 9; of [efi 1。 


谊 去 上 给 册 一 0 于 是 我 代 得 到 尝 大 数 积分 向 面 族 : 
EE 
这 族 的 包 占 引出 所 末 的 积分 出面 ; 


=pyo 


-rr- 


若 取 悍 问 
231 风 二 熙 二 丰产 二 次 
作 初 加 第 件 ; 禾 么 ,应 用 以上 土方 法 我 们 引出 方 各 ; 

(Bot 1) +b=0; 2(3e+ 宇 1)t=0, 
出 大 推出 ge 一 1 一 1 . 而 我 们 不 可 能 求 汗 遂 过 蝗 剖 位 31) 的 积分 是 耐 。 不 骏 
兄 狂 ,全 5 上 及 9 一 t 我 俩 能 补充 曲 宁 (31) 成 特征 蚊 条 、。 实 际 上 ;前 烟 
T=t;} Y= Wo; P= 9g=t 

潇 是 方程 日 只) 和 方 再 术 (107)。 

4. 范 方 程 趟 售 自 变 电 : 

Fw Py 0) —0s 


只 桶 求 到 方程 的 下 讲 形 状 

(132) 守 二 By 

的 解 ; 其 中 4 是 征 疙 常数 ; 那 未 就 忆 作出 全 积分 。 作 为 便 题 萄 不 五 程 ? 
‘133) 18 一 外 王 日 。 


话 行 代 拉 132) 苦 国 二 9 得 判 : 
dp CE) 2— pet) 0, 
大 有 梁 这 种 微分 万福 的 积分 ,得 到 方程 (133) 的 全 往 分 


way 
di ° 


对 于 方程 33) ,方程 粗 (63) 交 形状 : 


dr op 
3 Ps 2 TP 


持 昌 对 它 求 得 分 :次 从 : 
vedoe Cro— 0 Y= Po tt (yo — Dol Y= Poe Cr — poo 


{341) ， 
P= 9 
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假设 要 求 通过 直 醒 : 
w=t} =1; wo=t 
隐 积 分 直面 。 为 了 确定 po 收 和 有 方程 : 
pogo po=1, 
于 其 ; 99 二 1 及 面 二 t。 栈 大 和 38 的 前 面 三 个 刻 程 并 全 如 二 2) 得 到 所 求 邮 
面 的 因数 为 程 , 通 过 故 数 0 及 ft 表示 为 : 
Tt =v d=iv2, 


或 者 ,在 显 形 式 下 : t=xy 。 
外 tid， 任意 个 数 自 变量 的 情形 ”方程 ; 


‘184) FW ry Wry Uy Wry Pn) = 人 0 

欣 公 积分 是 指 方程 的 合 %% 个 性 党 常数 a 的 这 样 的 解 : 
{135) Uy Wag ly i) 
钱 能 从 万 程 : 


(8 和 一 人 (的 

和 考 程 (1835) 浓 去 三 就 导出 方程 全 8 和 。 黎 @z 看 作 (9 一 也 个 套数 
的 两 数 : 

{186) 区 

把 和 这些 表达 式 代 入 人民 式 1135) 关 队 欠 个 邦 稳 : 

w= (Ey sy Bay Ry ss En) 

Pes Bs a a = = 1) 
消 堵 (w 一 二 个 容 数 ,我 们 得 到 力 程 (84) 的 道 积分 。 它 和 1% 个 西数 
03 的 的 选取 有 关 。 轴 米 解 柯 耳 问题 。 般 需要 求 出 万 程 人 43 由 的 积 
分 清醒 ;使 合 有 敬 定 的 tm 一 也 从 流 形 : 

(TB8) w= ty bh) We 
泛 个 问题 的 解 次 完全 像 南 个 目 变 量 的 异形 一 样 来 进行 。 把 表达 式 
(188) 代 太公 起 035) ,我 们 等 到 "下 而 形状 的 等 式 : 

(1839) 让 (人 

对 这 等 式 添上 把 蕊 关 本 二 ， …4 5-d 币 和 芬 所 得 到 章 全 一 六 个 等 式 ; 


C187) 


Ttd- 人 在 窟 全数 育 弯 基 的 博 奖 361 


(140) wn=0; $=0) ; Ys=0, 
就 有 多 个 方程 ， 从 写 届 能 确定 zs 亿 = 二 9，…, 为 套数 百 ， 
$1 的 画 数 , 就 是 流 ， 从 这 ”个 方程 确定 丁 数 (185) 。 将 所 得 的 画 
数 氏 进 公式 人 487) ,并 从 上 37 的 环 个 方程 消去 右 ， 加-1 就 有 了 
合流 形 (188) 的 积分 曲面 。 注 意 到 在 公式 (189) 中 独立 套数 的 数目 
可 能 是 小 于 全 一 全 。 这 时 需要 关于 独立 套数 来 微分 以 氏 炊 (140) 。 

洲 是 固定 故 数 值 吉 , 瑞 末 全 十 了 个 变数 全 020 的 有 个 
万 程 红 37 在 避 十 而 维 宇 出 确 定 呈 曲 疤 。 再 联合 方程 (1354 , 拒 这 
曲线 补充 为 一 阶 长 条 , 这 长 条 属于 两 个 积分 曲面 : 从 方程 人 4187) 消 
去 容 数 二 而 得 的 包 烙 曲面 和 一 个 被 包 曲 面 ; 所 以 这 发 笨 必 须 是 特 
征 长 条 ,就 是 党 ,必须 满足 柯 西方 程 租 488) 。 泛 使 得 在 知道 了 全 积 
分 休 85) 以 后 , 存 作出 方程 粗 (98) 的 和 (2n 一 了 个 任意 常数 有 闫 前 
解 的 可 能 性 、 为 了 简便 起见 , 黎 &, 大作 【ea wp， ear- 的 醒 数 , 量 
后 面 这 些 量 起 参数 六 外 -4 的 作用 。 下 式 忆 8 有 只 135) 取 形 
其 : 

下 一 入 (0 ay yn) 
(141) Pat posbi=0 (j=1, 2, 一 二) 
Dp Pr Hy ry Cr ny) =1, ,0), 
其 中 刀 是 我 们 用 来 记 en 关于 a 的 导数 的 。 公 式 员 41) 确定 上 沪 
一 阶 长 科 , 由 于 图 数 Cafei … 041) 是 任意 选取 的 ， 相 人 羽 本: 
cu 责 具 人 pp 可 以 千 作 是 性 意 和 的 。 我 们 形式 地 来 证 晤 出 至 

式 位 41) 所 确定 的 长 条 满足 方 程 租 198) 。 

在 方程 人 8 多 中 把 及 2 用 它 何 的 表达 式 (4 来 代 , 我 全 应 
当 得 到 甘于 风 及 or 全 = 9 的 恒等式 。 关于 邓 拟人 苍 达 虱 
等 式 ; 得 到 : 


Ume,+ > Prpues—0 (j= 4, 2, ,HT 
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Ugn,t Sl Pip =0, 

以 5 线 最 未 的 等 式 而 与 其 前 而 徇 式 子 相 加 ,并 利用 民生 ) ,我 们 就 
有 J 以 下 的 人 0 一 了 个 绽 式 : 
(4 TPCgomt gonb) =0 (j=1, ,0 WD) ， 
他 方 而 ， 到 144 的 第 二 个 廊 程 在 和 边 的 全 和 伺 分 ; 我 们 得 到 以 下 的 
人 % 一 由 个 等 式 : 
489) (pomt pomb) dm0 (jh, 2, nT) 
很 如 由 方程 名 (142) 或 人 43) 的 系数 组 成 的 他 一 矶 扒 行列 式 至 您 有 
一 个 异 于 需 , 我 们 可 以 断定 dwr 必 筑 和 Ps 欧 比 屋 ， 就 是 艇 ,请 足 
关系 式 : 

0 

Bi 加 PP, ” 
基诺 ,从 全 41) 纵 出 du 一 习 peaa 我 位 可 以 补充 以 上 所 写 的 等 式 
Rt 
(144) Mm Cr 


PT 
苞 们 重新 加 到 一 个 后 等 式 ， 站 是 在 万 程 84) 中 把 丸和 pr 用 它 个 
的 表达 式 (141) 来 代 所 得 到 的 ,并 关于 入 答 分 这 个 恒等式 : 


演 十 Up, SPipan=0。 
凡 amy 来 滋 基 用 (14 作 和 代 换 Per 二 Prom 我 们 得 潼 : 
(XE UP Om Py > Pre R= 0 


可 是 ， wp. jE Ot, := pre 
Up dap 0 


1 地， 猴 可 于 定理 3868 


一 一 -一 一 一 一 


二 一 、 nm 
就 是 胶 ， Pe: — {XtUp)’ 
国 此 我 俏 喜 到 最 后 的 方 称 粗 : 
OQ rh Or 
145 一 [一 i EF—— am 
\ ) A P, DP Fp PP, 
op A 
一 【如 Op) 一 长 且 十 世 2 


i15， 雅 可 比 定理 ” 魂 在 考 上 处 方程 (134) , 当 它 不 包含 未 知 男 
数 而 关于 导数 之 一 是 解 出 的 邳 种 特殊 情形 。 为 了 号 来 对 称 超 
更 ,用 所 2 wr 记号 变量 , 并 且 假 定 方 程 关 于 pp 二 i 解 出 ,就 
是 说 ,' 萎 月 形状 : 


(146) pot Ht, iy ny Ply "+ Pry =0。 
对 应 于 这 个 方程 的 方程 组 145) 写 为 形 芍 : 
At RE = NP 
C7) 1 H,, Fr 一 万 加 一 五 -， 
oat 


Dn + pir, TF “" + pls, - 
除了 景 束 一 个 之 侦 所 有 和 写 出 的 比 式 普 不合 po 与 4 我 们 就 得 
洗 所 谢 标 玲 微 分 方程 粗 : 


od op 
oy = Hp; Ho =1, 2 


出 与 ps 我 们 看 作 是 t 的 尔 数 ,如果 我 从 能 够 求 这 方程 组 的 积 
芬 ; 剧 从 民用 ) 可 求 25, 而 如 从 方程 : 二 (po 十 守 Hy, 十 … 十 
十 和 五 .十 异 助 于 求 积 法 而 确定 。 
因为 斑竹 (146) 不 含 w, 对 这 方程 的 每 个 解 我 们 可 下 加 上 枉 闪 
常数 。 假 定 褒 ,我 们 有 方程 付 46) 音 全 积 耸 , 民 应 当 舍 有 如 十 二 个 
任意 种 数 , 责 其 中 的 一 个 罗 附 辑 项 的 形 严 ; 
Wp By ey ny Fly Hn) foo 


对 所 类 的 情形 应 用 等 式 (141) , 而 常数 oo 起 的 作用 。 注 出 到 ， 
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在 这 忆 形 下 ，po= 一 1 我 们 得 到 标准 微分 方程 组 的 以 下 形状 的 
通 积 分 : 


bos= by; P= 1, 
沈 样 建立 了 我 们 以 前 [83] 已 沟 提 过 的 著名 的 雅 可 比 定 理 。 
注意 测 , 若是 方程 (184) 不 合 求 知 画 数 w 但 个 未 关于 任何 办 
解 出 ,就 是 狗 , 有 形状 : 
再 (的 


那 术 对 应 于 这 方程 的 方程 粗 (1 忽 ) 为 : 
Re 2 en QD 2 
Fr, bP, -EF, -EF, 
thu _ 
DE. pn Bp, 一 
我 人 仍然 得 济 际 准 微 分 方程 郁 : 
de 2 < 和 = 一 Bus (=1, 2, .+, nn) 


站 这 里 亡 助 参数 s 超 自 变 量 的 作用 , 若 我 们 能 积分 这 厂 程 级， 出 # 
可 用 求 积 法 得 到 。 

永 工 所 惟 的 雅 可 比 定理 前 我 们 圾 明 , 有 了 方程 寺 和 ) 的 全 各 
牙 , 我 们 如 集 求 所 对 应 的 标准 微分 万 程 组 的 积分 。 相 反 的 ,在 
六 中 所 壕 的 柯 西 方法 指出 , 若 能 积分 了 方程 粗 届 47) ,我 们 就 可 
以 求 到 方程 (446) 的 满足 性 何 柯 西 初始 条 件 的 解 , 井 皇 和 用 了 这 
全 ,不 难 证 明 , 特 别 基 也 郁 作 出 三 程 (46) 的 全 积分 。 

i116、 丽 个 一 阶 方 程 和 的 方程 钥 ”我们 便 介 绍 和 过 许多 秽 题 , 姥 时 
国人 积分 能 够 完全 用 韦 等 的 方法 求 到 。 现 在 产生 关于 对 任 党 -一 阶 
方程 求 谷 积 分 的 一 般 方 法 的 建立 的 可 能 拍 间 题 。 为 了 银 述 这 种 方 
法 ,我 们 必 肝 预先 考察 关于 一 个 求知 苹 数 的 责 个 一 借方 程 : 

Fl 9， Py P=0 Dlr, yy Pp, DW =0 

的 求 懈 间 题 。 将 慨 习 这 些 万 程 关于 六 及 9 可 解 , 而 使 我 全 有 以 下 
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形状 的 方程 : 
(48) P=fle, y, W); 9=g(r, Y; Wo 
浴 是 它 有 与 伍 意 常数 有 关 的 解 ， 我 们 将 称 所 写 的 方程 粗 汐 完 至 可 
积 。 要 讲 明 这 种 情况 发 生 的 必要 和 充分 条 件 , 并 在 这 些 条 征 满 足 
时 , 葵 出 求解 的 方法 。 将 民 牛 ) 的 第 一 个 方程 对 y, 第 一 个 对 2 微 
分 ,我 们 显然 得 到 : 

fut fd = 9st Gup, 
或 者 ,由 于 (148): 
(149) fytfurg—ge tg fo 
如果 写 出 的 变量 (wy 员 之 半 的 关系 式 不 己 满 足 , 期 宅 确 定名 是 
w 及 Y 的 图 数 , 而 且 只 有 这 个 水 命 任意 常数 的 画 数 可 能 是 方程 粗 
(L 申 ) 的 解 。 因 此 , 恒 满 足 关 系 式 (149) 是 方程 租 (1 最 ) 尘 侈 可 积 的 
必要 条 件 。 要 衣 央 它 也 是 论 分 的 , 埋 且 同时 答 出 求 方程 租 导 弗 ) 的 
解 的 方法 。 我 们 可 以 把 (148) 的 第 一 个 万 程 看 汐 一 个 自 变 量 公 的 
方程 , 因此 Y 是 作为 参数 在 这 方程 中 出 更。 求 这 个 一 阶 古 程 的 各 
分 , 我 们 得 到 4 作为 由 变量 w, 寡 数 和 和 任意 常数 0(y) 的 男 孝 ， 
这 里 CD 可 以 看 为 y 的 图 数 : 


{150) w=p [et y, OV] 。 

这 玫 数 也 应 当 油 是 归 48) 的 第 二 个 方程 ,就 是 家 ,应 满足 方程 : 
| Py Po ge YW), 

或 

(151) 20 gr YW py 


dy Po 
而 在 右边 刀 斋 换 为 定 的 表达 式 (150)。 现 在 广 明 ,车 是 关系 式 (149) 
看 诺 旺 , 则 (541) 的 右边 不 售 s。 实 际 上 , 把 (机) 的 有 边关 于 w 的 - 
导数 等 于 党。 我 们 得 至 : 
(152) rot fps— pyr) Pe— Perly— Py) =—0, 


56 馆 三 规 ” 仿 微分 方 释 前 一 般 埋 褒 


hed ed Mr TI Ferre IT 


然而 ,由 于 函数 (150) 注 足 (148) 殉 第 一 个 方程 ,我 们 就 让 忆 下 明 最 
的 关系 陈 ， 
Pe= fy gr 六 六 2 Prs= fr 
关内 用 这 些 关系 式 , 答 件 (152) 能 写成 形状 ; 
(get gf fy~ fp Pe Ptg— pr) =0， - . 

而 因为 我 们 假定 关系 式 (149) 是 乙 满 足 的 , 故 它 显然 成 立 。 因 之 ， 
这 时 方程 (151) 是 关于 C(O 的 一 阶 方程 ， 将 它 积 分 ,我 们 得 到 必 
遂 过 y 和 任意 常数 已 的 表达 式 。 把 这 个 表 计 式 代 进 公式 《150) ,就 


rr re TE TL em es er 


ee ee Pe a OY a TE ,ee 


足 ; 则 求 方程 组 (148) 的 积分 归结 到 积分 两 个 一 阶 常 微分 方程 ， 而 
方程 组 (148) 的 通 解 含 一 个 任意 常数 。 
和 所 解决 的 问题 有 二 挨 联系 的 是 全 微分 方程 
C153) Padz+ Odyt+ RAdu=0 
的 积分 问题 , 其 由 请,Q@ 及 民 是 (x ,ys 好 的 已 知 计 数 。 河 置 


Bg 
这 方程 交 即 作为 方程 组 (48 六 上 且 在 这 和 傅 形 下 ,可 积 条 件 (149) 化 
为 系数 之 间 的 以 下 的 关系 式 ; 
PR) EOP,— RD)T RIQ,— PP.) = 0 

我 们 银 早 已 经 指出 过 这 个 其 茶 式 是 方程 (153) 完全 司 积 的 必 琶 和 
充分 条 人 性 了 [1178]。 

117， 近 和 格 裔 司 - 瘟 比 方法 ”这 个 方法 给 出 两 个 则 变量 的 一 阶 
仿 微 分 方程 ; 
《154 7) Fr, ye du, PP, 9,)=0 
的 念 调 :分 的 -一 般 作法 。 设 法 求 出 下 面 形状 的 第 二 个 方程 ， 
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其 中 a 是 任意 常数 ,使 得 方程 (154) 和 (155) 关 于 名 与 9 是 可 解 的 ， 
而 且 解 出 之 后 所 得 形状 (148) 的 方程 组 为 完全 可 积 的 。 渤 是 我 们 
能 这 样 居 了 了 ， 那 末 积 分 所 得 的 方程 组 ， 我 们 又 引进 一 个 任意 常数 
5, 因 泛 我 们 得 到 方程 (15d4) 的 全 积分 。 完 全 可 积 条 件 (149) 能 写 为 
形状 
(156) Py + pq +q.p, OY 
我 们 必须 计算 出 现在 这 等 式 中 的 所 有 人 导数 ， 而 要 应 用 由 方程 
(154) 和 (155) 所 移 定 的 以 (zygot) 为 变量 的 隐 范 数 户 与 4 的 微分 
法 则 。 关 于 4 微分 关系 式 (154) 及 (155) ,我 们 得 到 ， 
Pi+PFpT Fg =0 P+D, p+ Do,=0, 


于 是 ， 
FF » A FF,s FF 
_ 号 , .DD 二 ， | 
PF dT ,FT 
a PD,, DB, 
照 沈 从 类似 的 方法 ,关于 x 和 9 微分, 我们 就 有 : 
| | 
DPD, PD, | - 雪 ，， D, 
二 | i,, 去， ? 和 | Fl 
D,, PB, 中 中 | 
于 是 可 积 条 件 (156) 写 成 形状 ; 
Fr 
-|s |- I 0 |+ F,, ol+ pa F.|, yo, 
中 外 PD,, 中 : 中 中 六 
或 是 
ie ”| + oo | 
(157) pi@pl ip, HrPoal 


展开 行列 式 并 利用 L1041 中 记号 ， 我 们 得 到 下 面 的 决定 未 知 画 数 锡 
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的 偏 繁 分 方程 ， 
《158) PD, + QD,+pP+g0)D,- 
(XUPDD, -YY rtUVD,=0, 
下 格 地 说 ,着 在 其 中 把 p 和 9 撞 为 它们 的 表达 式 (154) 和 {155), 这 
方程 必须 满足 。 然 而 我 们 将 要 求 得 高 一 些 , 就 是 要 它 恒 满 足 。 对 应 
于 线性 齐 次 方程 (158》 的 常 微分 方程 组 恰好 是 柯 西 方程 组 (107)3 


pb QQ pPrad -XiUP) -Yi+0g)™ 


我 们 求 到 这 方程 组 的 任意 一 个 积分 就 足以 使 得 方程 (154) 和 (155) 
关于 十 及 一齐 解 出 。 

我 们 知道 方程 组 (159) 有 明显 的 积分 匡 =C。 有 了 这 个 积分 就 
便于 求 出 方程 组 的 其 他 积分 。 闻 时 我 们 不 仅 能 利用 .上述 的 积分 ， 
而 且 简 单 地 能 利用 关系 式 FF =0。 

浒 方程 (154) 不 包含 未 虎 阔 数 如 就 是 说 ,有 形状 ; 

了 《zy ys bs 0) =O, 
那 末 我 们 可 以 求 到 与 4# 也 无 闫 的 积分 : 
Dr, ts Ps 9) = Ho 
此 时 条 件 (157) 写 为 形状 ， 
五 ，， 五 。 F,,F, 
(160) ] " | ] 


B,D, | |o,, ®, 
或 是 展开 前 形状: 
(FB, PFO) + FE, F,D,)=0, 
这 导致 求 以 下 方 穆 组 的 积分 ， 
Ci6l1) dx dy tb _ dg 


=0, 


EE Hm es, Em ep 


符号 (三 , 外) 来 记 。 公式 (157) 左边 的 类 这 式 称 为 函数 玉 与 四 的 
梅 耶 括 恕 而 用 符号 LF, ®] 来 证 。 若 对 与 变量 (Cr，z2， us 由，G) 有 
. 尖 的 任 疮 泗 数 w 引进 记号 ,就 是 置 ; 
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= wt wup; 季 =otog， 
于 末 梅 耶 括 号 可 以 号 成 形状 ， 
a 他 下 
到) tr 二 0 dy 
(162) LF, 加] = 历 dF 下 a 在 
开放 rr uy ay 


阁 是 普 阿 松 括 号 或 梅县 括 屿 成 为 脖 , 就 识 坪 个 图 数 了 与 下 在 对 
合 下 。 在 第 一 种 情形 这 些 泵 数 应 当 是 变量 (2，y mg 的 图 数 ,而 
在 第 宇 种 情形 还 要 填充 忌 到 这 些 变量 中 去 ， 因 之 , 拉 和 格 裔 日 -县 于 
三 社 的 实质 是 求 万 程 组 (159) 或 418 了 的 与 交 在 对 全 下 的 积分 。 

要 指出 ， 在 比较 柯 西 方 半 和 各 拉 格 郎 日 方 潜 时 的 一 让 而 知 的 一 
种 和 情况。 应 用 柯 西 万 潜 我 们 必须 求 方程 组 (169) 所 有 的 积分 ,而 对 
镁 格 良 日 - 赣 比 方法 ,我 俩 只 须 找 到 这 万 程 租 的 一 个 积分 。 可 是 有 
了 后 来 从 拉 烙 衣 日 - 夏 比 方法 得 到 的 方程 (154) 的 人 积分 ,我们 就 
能 够 完全 求 出 万 程 组 (159) 的 积分 。 

118. 入 性 方程 组 ”为 了 扩充 拉 烙 天 日 -页 比方 法 到 任 沪 个 数 自 变 量 的 
情形 ) 我们 沉 要 加 先 考察 全 一 个 水 知 国 数 的 条 性 齐 次 方程 组 的 积分 间 同 。 考 
司 合 有 宫 个 方程 的 这 种 方程 粗 : 

RL) = 0 
C163) 全 si 二 Gap 十 (ogpa 十 …' 十 WynDn 下 
Rd) = nD map + tanps = 0 
其 中 pp=wr， 纺 们 饥 设 承 数 ox 只 和 自 变 黄 色 有 尖 。 草 且 入 明 地 用 瑟 pte) 
来 人 第 六 个 方程 的 左边 。 全 提出 甘于 求 酌 数 & 使 局 时 满足 得 4163) 中 所 有 古 
程 的 加 题 。 讼 到 起 (163) 的 解 ; 我 们 要 人 除法 对 我 们 没有 兴趣 的 明 姑 的 4#= 常 
数 的 衣 。 我 们 假 训 昼 63; 中 方程 是 悉 性 独立 的 就 是 吝 ,不 存在 不 全 汶 迁 而 可 
以 是 vw 的 图 数 的 因子 zy 司 关 系 式 

2 A = 

对 于 ww 和 和 Dp, 恒 成 下。 旭 果 拉 样 的 因子 站 在 而 其 中 至 当 有 一 个 不 等 十 需 ; 那 
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ee ET 


rk 


末 民 63) 中 某 一 方程 的 村 边 可 下 用 红 余 记得 网 本 边 多 性 岩 抽 。 这 个 广 程 就 已， 
铬 基 凑 余 方 程 的 推 葵 ， 而 我 们 已 名 青 把 它 期 去 。 侦 定 膏 ; m 产 n， 并 基 处 相 中 
前 个 方程 ， 四 于 这 些 方程 是 六 性 狼 间 的 ,从 它们 的 对 数 所 相 成 的 行列 式 迷 
种 异 于 震 。 番 未 关 下 ps 为 齐 次 的 方程 组 具有 等 租 和 一 … 一 各 二 0， 于 是 推 
知 ; 4 一 常数 , 浆 是 向 ， 当 吕 关 时 , 帮 程 相合 解 (除了 显然 义 w= 常 数 而 外 ) 。 
国 此 我 昼 以 后 髓 很 误 加 < 

我 信 稻 能 作 妨 新 的 艇 性 齐 次 方程 。 它 们 是 (169) 中 方程 的 推论 ， 捏 可 能 
和 (163) 中 方程 是 强 性 独 译 的 。 提 在 预先 建立 一 些 世 本 恒等式 。 若 妨 和 芒 
是 卢 变 最 的 …， zx 的 任 党 两 个 图 数 , 我 们 有 忆 下 开 个 明显 的 恒等式 :; 
C164) Krtu dua) = Ry) + RW); KE) = (a) + ua (ui) eo 
把 表 法 式 CD 中 国 数 4 挤 汶 第 万 个 方程 的 左边 ,就 是 讼 ; 换 为 表达 式 
FC。 考 虚 到 (64)， 我 信 得 到 ; 


EX) = Kien)ite + Bana Xi Cvs, )， 


且 完 全 一 样 ; 
Xa (Xi)) = DH nlan) tee + Deir) 

其 次 ,显然 可 写 : . 

> i y 一 dye > cite 一 3 人 tr 
而 最 后 的 式 守 当 交换 记号 ; 和 天 时 并 不 改变 ,就 是 司 ， 

Er) = Das (ot, )» 

于 是 我 全 得 到 下 面 公式 : 
065) KCK (0)) — Xe(Xi0)) = HER (as) ~ Tl) Jus 


径 的 右 过 厦 基 于 入 二 wo， 的 廊 作 齐 次 卫 数 和 而 系数 与 zx 有关。 我们 推广 帝 阿 
迭 揪 号 的 概念 到 任 厌 个 数 自 变量 的 傅 形 。 落 w 与 交 是 自 谈 重 加; …'; 各 虎 
2 Vn 的 任意 柄 数 ， 那 末 类 似 于 从 前 的 定义 我们 以 下 面 的 等 式 : 


£100) (py 第 ) 一 > 一 和 


来 定义 这 前 个 史 数 的 普 阿 构 揪 号 。 在 这 全 式 中 器 9 一 和 Ce) 及 区 一 和 Ke。 
此 村; 
dy OF 


a 
.— Hr hy Ll 3 一 
Pp Bi 


Pea? 一 


TH 宪 休 粗 和 路 可 下 莉 gr 


rer rr -一 一 一 一 -一 一 -一 一 = 一 一 一 一 


把 这 些 代入 入 式 C66) 了 的 右 过 ;得 到 ; 
> 了 已 
CX Ral) 一 SS( 六 mw Se b> a Ges )p,, 


或 者 让 
CA) EE) = 忆 LAs Retin) es ! 
和 委 式 (169) 的 右边 比较 ,我 供 得 到 重要 的 恒等式 : 
(167) XIE ~ Kotks 0)) = (Kel) Kp) | 
车 * 漠 吓 粗 Q63) 阴 一 暑 方 程 ,就 是 讽 ， 
Kt) = ml ts 

那 未 这 个 疯 数 也 必须 满足 对 起 号 i 利 站 的 任 章 选 泽 时 的 亲 性 齐 次 方程 : 
(108) (Xt), Fie)) = 
粕 记号 以 所 有 可 能 的 伺 ， 我 们 这 桩 作出 他 扣 一 点 个 新 的 挤 性 漠 次 方程 ,它们 
在 上 壕 的 意义 下 是 相 (163) 的 推论 。 这 些 新 方程 中 的 若干 个 可 能 变 为 恒 守 式 ， 
就 是 瞪 , 它们 当中 所 有 ry 之 前 的 系数 可 能 宕 于 竺 。 把 不 变 为 恒等式 的 新 方 
程控 革 一 - 殉 定 顺序 联合 到 粗 (163) 中 的 方程 去 , 每 次 愉 洽 可 以 联合 的 方程 是 
普 为 已 有 的 那些 方程 的 存 件 组 合 。 假 若是 这 样 ,不 竺 语 ， 我 们 就 不 去 联合 它 。 
对 所 有 方程 这 样 做 了 , 我 拉 就 得 到 新 方程 组 , 它 的 方程 的 数目 可 能 大 于 x 。 
对 新 方程 入 仍然 作 堪 边 人 的 世 阿 松 括 号 ,当然 不 兴 重 复 对 原 求 方程 可 已 作 过 的 
于 些 疯 阿 梭 括 由 。 如 同上 上 面 -一样 把 所 得 的 吉方 程 联合 到 方程 家 去 。 秽 粮 这 
个 步 朋 我 们 可 能 有 采种 不 同情 况 。 可 能 发 生 , 我 们 得 到 方程 个 数 等 于 号 的 方 

程 棚 。 这 种 方程 租 只 有 一 常数 的 显 轿 解 。 由 此 推 知 ; 我 们 原来 的 方程 组 也 
珊 有 显 狼 鲜 。 第 二 种 可 能 性 是 和 这 样 的 ， 我 全 得 到 方程 个 数 小 于 # 的 粗 ; 对 于 
甜 用 费 阿 松 揪 和 所 得 到 的 一 切 新 方程 全 是 胡 中 方 积 杯 壬 的 如 性 扯 合 。 沙 种 
方程 相称 为 完全 的 。 国 此 ， 从 前 画 的 议论 推 抽 ， 我 例 承 求 的 方程 机 或 是 只 有 
显然 能 ,或 基 等 价 于 其 党 爹 廊 程 册 ;并且 ,因此 我 们 就 炉 到 完全 组 的 积分 关 
证 。 赂 假设 我 们 罕 来 号 出 的 方程 组 (163) 已 轻 是 完全 的 ;就 是 襄 ; 所 有 可 能 的 
阁 阿 松 揪 身 (0 ，Xp(W)) 是 认 程 在 边 的 谭 性 粗 合 : 
(169) CFD), Th) ~ EPE), 
其 中 东 数 BP 是 wv 的 图 数 ,或 者 这 些 括号 恒 等 于 圭 。 

119， 完 候 粗 和 蓄 可 比 租 ” 浊 在 宰 膏 对 粗 的 一 些 基本 性 时 。 替代 x 

入 新 自 班 量 - 
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Y= Pelt T= 
TE 上 2 可 解 。 租 (1 旭 ) 在 灶 自 亚 量 F 有 形状 : 
Bu 


Yi(W) = by -~ 7 “于 bjn ‘By, =0 j=l 2 Hm), 
扩 复 全 丽 数 求 导 狼 的 法 划 :其 中 
{170) 一 2 ja -Ry 


对 王 阔 数 如 的 任何 选 泽 我 们 有 了 j(w) = 邓 )(w)， 右边 用 自 变 量 zx 表示 , 而 左 
过 用 自 这 基色 表示 。 于 基 推 知 , 对 任何 记 寻 了 此 下 : 
= FPFEW)) 
KEW) ~ RE RED) = YF) ~ Py (Fi (WY 
考 巾 到 (167) 芒 (169)， 我 仙 能 号 ; 


Fi(YFH()) 一 了 (iD ) 一 时 5 ， 


其 中 悉数 从 吕 由 系数 BY 让 简 蛙 的 自 变量 变换 而 得 到 。 因此 ,我 们 见 到 ， 
如 果 诛 来 的 粗 是 完全 的 , 那 末 想 任 何 自 迹 量变 模 而 得 到 的 新 的 址 也 间 样 其 沈 
全 的 。 
示 在 讼 明 宛 全 相 的 第 二 个 性 质 。 作 方程 相 (13 左 过 的 普 个 糖 性 相合 ; 
ZW) = (4) 十 十 二 人 一 
而 钞 数 sh 设 为 与 的 相关 ; 且 由 这 些 系数 所 作 的 行列 式 异 于 等 。 在 这 些 假 设 
之 下 * 左 程 奏 
(171) Zi =0 C=] 2 rR) 
显 次 是 等 价 于 组 (163) 。 将 称 新 方程 般 是 民 63) 的 等 等 价 方 程 机 。 要 和 枉 明 ,车 康 
深 方 程 相 基 远 全 的 , 划 住 何等 份 于 安 的 方 各 机 出 是 完 全 的 。 实 际 上 ， 普 两 丛 . 
揪 号 200y Zx( 吧 ) 是 下 面 形 状 的 表达 式 : 
dnp drg Ta (Wu)) — Ara To dp Kp (0W)) 
之 和 ;或 条 于 {16 而 为 蕊 下 形状 的 表达 式 之 和 : 
diy LX, Cate) Rotw) tira (Ka) — ra La (dp) TK (Ww) + 

+ ipXa( Rp (Ww) = dp Np Cra) Ka HW) — dg Ko (dg) Xo (W) 十 

TF dpi pKa ) — Ko Xp (HW) ) Jo 
注意 到 ;上 甩 有 表达 式 站 p (gf ) 一 总 0( (90) 是 yt) 的 线性 棚 合 , 我 们 要 
汉 ， 管 阿 松 插 号 【2000，Qxtot)) 可 用 入 C(x} 共性 类 出 由 此 扒 知 ; 所 可 用 
21tty 用 出) 这 就 证 吉方 程 组 (7 的 党 多 性 。 描 在 导入 厅 的 爸 鳄 ) 烽 是 碗 全 
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性 概念 的 特殊 情形 , 就 是 讼 ;我们 风 称 方程 相 (163) 为 牙 可 比 胡 ， 要 荐 对 它 所 
有 隔 坦 阿 迭 括 号 悟 靠 于 等 ， 也 就 是 只 要 这 些 描 号 中 ps 和 的 承 数 恒 等 于 堆 。 不 
淮 用 初等 代数 送 算 把 完全 可 挛 为 雅 可 比 术 。 实 际 上 , 考 宕 麻 水 沪 程 树 (163)， 
我 们 琢 它 是 完全 的 。 因为 这 粗 方 程 是 六 性 独立 的 , 它 的 邓 数 的 经 陈 有 秩 mm， 
我 俏 可 以 关于 其 记 中 的 m 个 解 晶 所 中 的 方程 。 不 类 一 膀 性 , 我 仍 息 裔 想 中 
方程 关于 2 …， pm 解 遇 就 是 说 葵 代 得 (163) 我 俏 可 旦 出 和 它 等 价 的 下 面 
形 碟 的 琅 程 所; 
中 十 on mrpm+i tn = 0 
(179) Ta eo mrilim+i 十 cornars 一 个 
站 pr 于 和 二 一 0, 

如 屋 上 所 征明 的 ， 这 个 想必 须 是 完全 的 。 令 妖 明 它 也 是 路 可 此 衣 。 仍 然 用 
(0 记 符 出 的 想 中 方程 的 左边 。 我 们 必须 亲朋 在 公式 (169) 中 关 有 和 柔 数 
Be? 恒 等 于 零 。 人 了 方程 想 (72} 的 形 闫 和 普 阿 松 插 与 的 定义 府 接 扒 知 , (169) 
左边 的 改 达 式 不 合 当 5 天 刘 的 加 | 出 右边 人 Gm) 附 夭 数 显然 家 十 69, 
由 此 好 部 推出 一 荔 系 数 的 必须 等 于 司 ， 也 就 是 ， 卢 程 组 172 确 活 是 牙 可 
比 组 。 注 宣 到 ,， 并 不 是 等 个 牙 林 比 组 必得 有 形 大 人民 72， 可 了 基 ， 由 于 巧 上 所 
囊 ; 当 花 完 全 可 为 昱 并 人 7 区 时 ,下 是 捧 可 比 蛮 。 

120. 完 爹 粗 的 积分 法 ” 营 代 求 完 华 租 (63) 的 积分 我们 可 坟 积 分 半价 
于 它 的 路 可 比 损 (172) 。 

考 不 区 寡 琶 第 一 个 方程 及 对 应 于 它 的 常 铂 分 方程 租 ? 


dx, 一 ds 一 .一 tm ga ,i drn 

1 0 0 Cs+d . ， C 
这 方程 家 应 有 (0m 一 1) 个 独立 积分 

Pa yy ee re) = 0 pnt ey Tn) 一 个 


面 写 出 的 方程 的 左边 必 贷 是 (17 中 中 第 一 个 方程 的 解 ,注意 到 我 全 能 立即 写 
出 (mn 一 力 个 积分 , 那 就 是 : 


za 一 常数; …j Xm 二 常数 。 
引进 品 一 也 个 新 变量 ; 
(173) t= Rn) Sy gH) 


旦 于 积分 的 独到 性 ， 上 忆 写 的 方程 应 当 关 于 变量 区 一 蕊 个 可 衣 ; 并 
是 可 入 取 到 区 数 pcr 0 使 整个 的 变数 伐 搬 
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a= Pe yn) ly Dy + Ny - ， . 
甘于 所 有 变量 zx 可 和 解 。 例 骨 , 攻 方程 (C473) 能 对 和 yy znwy 解 唱 ; 那 未 我 他 
取 = 交行 了 。 疏 挛 方 程 所 人 4172 为 新 变量 的 各。 利用 及 式 (170) 忆 肛 
?ar y Pn 是 租 (72) 人 种 情况 ,， 我 们 断定 丽 - 号 方程 中 


了 的 第 一 个 化 为 形 肘 ; 用 =0。 利用 这 个 方程 ,我 们 可 以 划 去 其 余 的 (mm 一 起 
个 方程 中 合 二 3 的 兰 项 ; 图 十 方程 的 机 性 独 让 性 ;我 们 能 关于 某 (人 一 了 个 导 
天 -2 此 加。 oa 
可 胖 出 。 因 此 ; 弯 后 方程 硼 就 有 上 展 | 
00 -0 


(76) ji 二 
A Du Bh 
Yr lu = + 一 二 
| ’ On 册 洁 相 Gun vin 


二 来 的 方程 租 是 雅 可 比 殷 ; 因 之 是 完全 的 ; 所 坟 变 刁 的 方 各 相 锯 瑞 是 完 邓 次 
征 是 国 为 它 关于 导数 是 可 解 出 的 , 它 一 定 是 雅 可 比 相 。 其 便 指 下 ;由 fi 的 的 
谎 沦 查 接 推出 , 悉 可 比 才 谈 换 台新 变量 仍 导 出 雅 可 上 比 组 。 

方程 棚 (17 约 中 第 一 个 表明 酝 数 w 不 与 由 相关 , 令 疡 明 租 (1749 中 其 全 
方程 的 篆 数 出 不 合 的 。 实 际 上 上, 国 为 粗 (17 生 是 恕 可 引 组 ,每 -天 和 达 式 : 


Ti 一 了 (GD) 一 5 
应 当 恒 等 于 辟 ， 这 就 柄 明了 上 和 的 断 癌 。 因 此 我 们 可 以 在 方程 弛 (174) 中 去 
指 第 一 个 旋 种 ;并 在 # 与 41 手 革 的 慨 避 下 积分 其 作 方程。 这 拉 得 出 有 人 一 1) 
个 白 变 量 的 (nn 一 1) 个 方程 前 拌 阴 查 。 对 这 方程 扯 施行 上 述 运算 , 我 铬 每 至 
有 名 一 分 全 自 变 最 的 (一 当 个 廊 程 的 封 朋 沁 ， 如 此 类 扒 。 最 后 我 们 得 营 关 
对 人 一 声 十 个 自 亚 是 的 羡 烙 名 的 一 个 方程 。 仍 用 克扣 -at 记 这 些 灰 
革 ; 国 时 ;我 倘 窒 下 面 滚 状 的 兴 程 1 
Bu Di Or 


= 3 -二 | 一 二 一 一 
CH ? ys 二 加 人 加 让 于 7 


其 中 自 灾 虹 yj 是 原来 自 焉 全 和 ms 的 栈 数 。 对 庶 于 最 居 各 的 党 德 季 放 
种 坦 笛 有 (一品 ) 个 狸 站 积分 : 
Py Wht = 人 =U: -mi 


T 叶 ， 着 阿 松 播 身 中 7 十 


而 访 方 入 的 通 疼 妆 示 汶 育 状 : 
于 一 于 人 各 a_n 

其 中 好 为 任意 琐 数 。 这 辐 ~… 公 式 亿 和 迷 出 原来 方程 胡 (1637 的 削 解 。 

T， 侣 阿 机 括号 我 们 利用 上 面 所 得 结果 ,来 壕 立 在 任 痢 个 教 自 宗 擅 
篆 形 求 非 强 性 一 阶 方程 的 全 积分 的 方法 。 如 同 在 两 个 自 变 里 情形 一 拌 , 我 们 
户 际 所 党 考虑 一 个 埋 荔 问题 。 如 时 一 个 画 数 xm …) 4) 的 仿 导 数 书 镁 定 
光 目 变量 xx 的 轴 数 
(178) Pr Prtray es 1 2 
要 求 快 定 这 个 而 数 。 

多 展 色 微分 的 和 来 节 须 取 的 狂 关 性 我 们 大 到 男 数 (176) 启 潢 趾 
Ht 一 1]; 吕 沾 美 莹 式 


{178) PT pn) En) 
Fa 人 Bk} 


这些 潜水 式 对 了 雇 定 二 不 公心 可 而 且 充 分 。 寺 于 =2 和 %=3 的 博 应 
我 们 从 前 己 多 训 过 [II; ?8]。 推 广 斯 托 克 斯 公 或 到 = 凑 空 间 , 正如 # 二 3 的 
博 形 ,我 人 性 蝎 尖 说 是 条 件 人 476) 时 ; 曲 厂 积分 : 
Cr sy 


Wy ey ys) -| > R13 og ny) bs 
ret, re ,ry 


与 器 权力 关 且 钉 册 有 贪 导数 (175) 和 的 隐 娄 :。 

应 用 完全 归 簿 法 可 以 家 明 条 性 (176) 在 一 般 情 形 的 充分 手 。 假设 条 件 
(6 对 (一 了 个 自 变量 情形 的 充分 性 已 径 获 得 ,而 村 秆 明 这 断 音 对 十 2 个 
衣 变 量 亦 为 蜂 实 。 国 此 , 假定 丽 数 代 75) 透 合 关 汤 (t70)。 考 虑 到 ， 我 个 假设 
对 于 信 一 力 个 自 变量 我 们 的 命题 已 榨 证 好 ， 利用 人 1757 前 面 人 9 一 二 个 方程 作 
出 自 六 和 量 (er py zw_1) 的 丽 娄 加 鞭 有 人 编导 数 Ur HT yy rn) =, 
2 "9 % 一 1) 。 因为 变 基 mm 出 现在 pr 内 均 这 档 数 全 有 色 , 作为 泰 数 。 此 
外 ,对 范 数 # 可 以 旗 邵 人寿 总 常数, 我 性 这 忆 假 褒 它 是 者 数 ,的 贺 数 。. 

汪 生 我 们 得 到 秽 数 ; 

WTIY Tal? Tn) Trt) 9 
它 满 是 0 一 卫 个 条 件 : 
Wry EMIY ry Wa) R=] 2 aml), 

璋 下 还 要 选取 ctzm， 司 得 满足 条 件 zm 二 nC yx) 我 全 这 就 导出 
方程 : 
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和 Pn Cy 一 
着 且 我 从 还 可 以 断定 ,所 号 方程 的 在 边 内 舍 各。 当天 < 天 f 关于 zp 微分 着 社 


意志 79) 和 zs 一 pi 我 从 得 到 : 


on ed .Orn 2 ( Ou \— Spr .pu 0, 
A Grain Bry rn Ei Or ar 


周明 完 孚 。 
现在 慨 定 偏 导数 pi 击 个 方程 
(177) Fs (Kay og Ty Pay rg Pn C= 1 2 


了 幅 式 确定 ,我 们 设 归 关于 px 可 解 。 要 证明 ;为 了 出 方程 代 7) 记 确定 的 ps 漠 
是 关系 式 (17 国 起 加 ) 必 相 而 充分 的 是 等 式 人 4177 左边 所作 的 一 切 尊 阿 松 括 号 


恒 竺 于 走 , 就 是 泥 , 我 们 必须 有 全 下 个 关于 及 pr 的 慢车 式 : 


加 BF BF OF DFE 
(178) (Fi FD) = 六 Er Br Ore = 


此 时 我 位 慨 设 方程 (7) 邓 右 边 是 任意 常数 。 


从 (7 中 取 十 个 方程 并 关 于 自 变 最 zw 微分: “ 
BF， 2 Dj _n, OFr BF Bp; 
Ora 1 Bp; Bers ”Br 和 Bp re  “ 


用 3 知 这 些 方程 的 第 一 个 ， St 线 第 二 个 ;从 第 二 个 城 去 第 一 个 并 关于 
到 和 我 们 就 得 到 : 


By BF BF; Op 2 pf 
(Fs FD+ 六 > dp; dp, Em 抹 2 Op Bp Br = 


在 第 二 个 和 式 中 更 改 取 和 的 变动 指标 ;我 何 可 以 改写 般 后 的 式 耶 为 形 压 : 


BFr DY Op; Dr )- 
(179) D+ 六 六 Bo = 


车 ps 请 呈 尖 孙 式 人 708) ， 刚 出 上面 肥 式 宜 即 撞击 对 于 任何 指标 必须 福 是 恒 等 
式 (!178)。 相 度 的 , 弓 在 恨 设 恒等式 秆 781 庶 是 了 ,要 证 啊 由 贫 起 (77 眠 定义 
的 by 必须 适合 让 系 式 位 76) 。 省 镭 等 式 (178) 注 中 ;其 盆 式 只 ?9) 改 二 成 形状 ; 
4 及 克 Ap 全 js 
为 习 全 光一 全) 一 
测 生 我 悄 可 点 和 营 指 计 宇 盈 主 册 任 意 数 本。 给 指标 六 硫 租 让 =] 2 ry 我 
他 得 壮 4 个 等 式 ; 我们 可 已 在 作 是 关上 芋 个 振 


1 收 可 拢 万 注 7 


一 = 


pi; 一 各 
一 3， 23，.….) 
翌 各 (到 be ) Gly De 


[5 #8 个 章 次 方程 。 0 ] 式 是 匡 数 瑟 关于 变量 p, 的 图 数 行 到 
式 ; 乓 我们 假设 它 异 于 改 [ 方 程 视 忆 ?7) 美 于 ps 可 解 J。 由 此 我 们 能 断定 所 有 
的 量 (180) 应 当 等 于 有 性。 固定 j 而 给 i 了 信 1 二 1 2 ry fy 我 们 也 得 到 关于 
晶 


C81) DP Ops (sly 2 os) 


Dr, Sr 


的 齐 次 方程 船 ， 它 的 行 到 式 仍旧 是 到 关于 ps 的 画 数 行列 式 。 从 此 如 序 排 佑 
所 有 的 量 (181) 应 成 为 知 ， 这 就 是 我 们 要 证 的 。 总 之 为 了 全 方程 得 红 77) 所 
确定 的 px 是 蘑 图 数 4 的 候 导 数 起见， 必要 年 赤 分 的 是 西数 ji 羡 卫 在 对 合 
下 。 我 全 已 怠 光 鳃 定 方程 (177) 的 达 是 任 春 常数 , 因为 这 样 , 就 必得 要 求 关 
系 式 (178) 恒 当 足 。 洛 是 我 们 国定 了 这 些 常数 中 基 几 个 的 数 镇 , 那 示 只 襄 求 
在 这 样 得 到 的 方程 有 效 时 基 乐 式 (178) 能 襄 足 怠 行 了 。 

还 扬 指 出 王 阿 恰 括 导 的 -- 些 初等 的 性 质 。 洁 9 下 y 为 自 变 量 z% 和 px 
的 两 个 任意 郴 数 , 而 e 下 了 是 常数， 出 从 音 阿 稚 基 号 的 定义 直接 推出 以 下 的 
关系 式 : 

Cp =07 pr P= — ps Dy =O Copy FY 一 ob (py Pn 
更 设 。 是 上 述 变 量 的 某 贺 数 。 就 成 立 以 下 的 恒等式 ; 

(182) {py py wo) 十 《人 ts 的 十 【Go Py $=0, 

它 通常 称 为 普 网 松 恒 等 式 。 记 号 的 恒 等 芝 合 二 重 普 了 网 松 括 号 。 为 了 二 开 . 上 
面 公式 的 第 -项 , 我 们 成 号 出 普 阿 松 括 号 fp, 内 ， 然 后 利用 这 样 得 到 的 画 数 
作 播 号 《(9; y); 中 。 为 了 风 薄 西 等 式 (182)， 首先 注意 这 恒等式 中 短 一 顺 合 
一 阶 导数 。 因 为 记 写 的 恒等式 关于 三 个 疼 数 以 及 变量 mx 和 ps 分 别 是 对 称 
的 , 为 了 凰 本 所 写 的 恒等式 ; 把 左边 减 糖 到 所 有 人 包 合 种 的 项 来 检 品 就 行 
了 。 利用 普 阿 队 括 号 的 定义 ;我们 可 以 断定 恒等式 左 边 关于 攻 2 的 系数 是 ; 


站 芭 ( 获 ) 攻 -而 ( 绩 ) 党 |- 训 和 下 二 -站 这) 


-入 [总] 


进行 微分 运算 ,我 们 不 难 肯 定 这 些 系 数 确 实 等 于 罕 。 
128， 猴 可 比方 法 ”再 在 辐 来 禾 述 推 王 的 过 格 助 日 - 腥 缠 方法 ， 不是 要 是 


【8 
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OO CCC 人 CG 


求人 总 个 狂 自 伍 景 的 一 阶 专程 的 爹 积 分 的 阅 亡 ; 弄 我 俏 仍 二 这 个 方程 不 他 
4 当天 知 国 数 ,就 是 说 蔬 有 形状: 
{183) Hy rg Tr yO 
入 是 我 们 还 能 媳 天 各 一 力 个 曾 数 丽 ， 司 所 得 到 的 个 画 数 隙 琴 在 对 侣 下) 而 
昌 . 它 们 对 于 gx 可 解 ; 则 正方 程 宜 {17 在 其 中 国 ms 0, 我们 求 得 满足 条 忻 
(176) 的 pss 并且 网 而 得 到 w。 方 程 祁 (177) 使 我 们 有 (9 一 加 个 他 总 常数 ,人 W 
万 来 从 仿 导 煞 pz 确定 图 数 # 时 还 得 到 一 个 任意 常数 。 丽 数 x 的 求 得 可 以 
未 次 进行 。 假 定 襄 ; 已 村 有 子 前 入 个 责 狐 站 Fa 有 安倍 琴 雨 在 对 合 
下 且 尖 于 量 px 中 的 澡 个 本 解 。 为 了 束 得 下 一 个 图 数 我们 必须 作出 
兴 个 方程 : | 
(184) (Bis WW) = 0 {Fay #) =03 :3 (Fay W) = 0, 
这 些 是 甘于 2 个 自 恋 最 zx 与 bg 的 未知 医 表 也: 的 神 性 齐 沈 方程 。 
把 关于 a 为 开 的 形 关 : 
枉然 我 们 民 没 fF; 关于 量 gx 中 的 台 个 本 机 ， 我 们 应 认为 丽 歉 也 对 变量 p54 的 
革 个 玉 阶 行 到 式 蜡 于 车 ， 由 此 府 弓 ,方程 让 (185) 中 导数 移 对 数 答 陋 的 秩 要 
等 于 ii 战 是 证 ,方程 (185) 确实 是 线性 独立 的 。 仿 证明 荡 广 程 在 是 完全 的 。 
为 了 显示 让 个 车 实生 名 对 方程 诗人 184) 的 沪 式 065): 
CF Cos HY Cho CH WY, 
我 们 适 襄 坦 明 它 人 居 等 于 堆 。 应 用 恒等式 (172), 我 俩 能效 挛 所 号 的 党 式 为 
以 欣 : 
— (Fo Ws Fp) (uy Fr}; Fe} = { {Fp Fe) Wye 
但 是 醒 数 记 与 Fg 站 对 会 下; 山 此 立 朗 挫 知 ,所 兆 大 的 送 式 等 于 从 。 因 此 ,由 
[i120] 中 所 述 ; 方程 185) 将 24 一 ;个 独家 的 解 。 我 位 有 下方 程 则 的 明显 的 
解 : - 
ceny EF = 
因此 ,除了 它们 池 外 ;还 庶 访 祥 宇 38 一 2m 个 解 ， 它 全 和解 (186) 一 想必 
须 关 于 zr 与 px 中 的 (加 一 如 ) 个 可 解 省 。 由 此 拱 包 ,对 方程 直人 85) 确 壹 找到 
这 伴 的 解 w= 二 Fwy 丁克 二 全 Fa 一 qa) $B 二 a4 关于 最 px 中 的 
(十 了 个 可 解 。 为 了 求 了 一 个 阔 数 记 ,,,oy 我 们 作 坟 程 组 : 
: CH W =D; +» Cd VW) 0 


123, 标准 相 279 


我 伯 对 它 式 行 如 同 对 各 《184) 所 作 汐 同样 的 时 识 。 芝 样 ， 我 从 作出 所 有 有 有 # 个 
并 砚 宕 对 合 下 的 方程 ; 产 且 方 称 查 (177)[ 当 站 一 中 半 于 万 有 ps 可 解 。 如 我 
售 过 前 兄 过 的 ; 芒 就 | 出 方 容 (83) 的 第 积分 。 
我 们 倪 假 让 方 程 趟 全 示 知 加 数 。 若 我 们 了 所 含 这 个 图 数 的 方程 : 
is gy En Hy Dry ry Pr) Os 
亚 达 ;把 日 变量 网 个 对 二 用 一 个 就 能 述 到 不 仿 坟 类 是 玫 县 方程 。 汪 了 这 样 ， 
求 出 方程 隐 式 的 胜 | 


， VR ry Thy WH - 
就 行 了 ; 其 中 悦 是 任意 常数 。 让 号 我 们 总 监 得 到 对 > 
的 方程 , 它 已 猎 术 念 育 出 数 本 盘 。 
地 3， 标 准 担 ”我 傈 末 直 站 上 面 的 论述 和 柯 声 方程 胡 的 联系 。 我 人 笛 考 
诬 当 无 释 不 含 未 知 图 救 且 基 二 导数 之 一 是 可 解 出 向 形 种 情形 。 泡 了 对 夭 让 
岂 ; I 和 i 二 个 自 变 量 , 放 扎 过 毕 焉 量 中 的 一 个 记 记 为 和 关于 它 的 导 煞 号 
为 Bo 一 tio 放 程 时 有 末 ik: 


(B87) Po Hlty wy -yp Hny Wis 7 Pn) —0, 
庆 对 谱 的 和 西方 粗 粗 晨 标 准 专 午 袁 [116j: 
dT 一 。 [ey 
188) 于 了 rr = Tro 
让 


Pty yy ry Ky Pr 0 Wn) = 


是 这 万 和 福 组 的 积分 , 识 是 喧 , 因 为 方程 组 (138)， 人 而 有 有 ; 


时 十 (oe at 二 Pps Se )= 0, 
探 另 外 的 样子 ;可 写 最 后 的 等 式 沪 形 睐 : 
(189) wt Hy 的 一 0。 
由 此 排 媒 ,为 了 秒 数 2 输出 扣 的 积分 , 它 满 中 方程 人 89) 是 必 训 和 无 分 前 。 慑 
定 贺 数 % 与 风 夫 出 胡 的 两 个 积分 。 要 许 明 沁 情 的 普 卫 松 措 号 证 是 胡 的 积分 
(不 者 成 沪 常 狐 }。 出 世 阿 松 括 号 的 定义 音 朗 扒 出 等 式 : 
0 WD = pW + (ps ee 


月 画 煞 w== py 业 ) 求 府 代 闫 台式 (18 人 0 中 的 Pp 我 科 得 到 ; 
kf Pi py pe BH (py Do 
抠 然 9 与 交 基 积分 ;我 仍 上 能 让 其 后 的 等 式 旺 改 记 


Te=— (Hy ps; yi=— (Hy, wy 
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OO 


县 因此 得 出 尖 系 式 : 
— (Hy py PD 一 人 《再 的) + (H; (py P=0, 

避 由 于 (182) 而 徐 诺 足 。 凡 之 ， 标 准 方程 组 的 两 个 积分 的 巷 隔 投 揪 号 还 是 这 
方程 组 的 积分 或 者 是 常数 。 

坦 在 急 定 ;我 们 有 方程 粗 (188) 前 #8 个 积分 : 
(190) Fa {ty KI ry Ta B17 op Pn = (8=1, By -es 1) 
它 仿 珊 琐 在 对 合 下 且 闫 于 px 可 解 。 我们 联合 微分 方程 (187) 本 身 到 方 丢 
(180) 去 ， 如 拱 汐 碟 外 变 轩 大 4 和 2 而 对 应 的 导数 为 po Diy …y ja 
就 5 这 群 明 记得 的 tx 十 1) 个 图 数 球 列 在 对 合 下 。 就 是 在 联合 了 新 自 六 县 t 
之 后 ， 背 贺 数 时 90) 将 明显 地 耳 霜 在 对 合 下 ， 国 为 它们 完全 不 信 pe 。 内 要 典 
讨 人 8 中 每 个 丁 数 同 (187) 的 堪 边 在 对 合 下 裔 能 了 。 把 对 应 的 普 隔 松 括 号 
等 下 过 ,我 们 恰好 导出 等 式 : 
pe + (CE 0) =0, 
它 确实 基 渍 足 的 ; 因为 (190) 是 再 程 胡 0159 的 积分 。 福 误 到 [22 中 的 桔 果 ， 
敬 是 我 们 美 于 各 人 红 一 1 3 让 解 方程 (480) 以 及 关于 po 和 朋 (187)， 并 把 所 
得 的 给 的 表 还 式 代 大 醒 数 五， 那 末 我 们 可 以 肯定 和 式 

Pi 十 的 gd 十 二 一 

是 苏 栈 娄 Dty Ti rp ng ly Cn) 的 全 微分 - 它 旺 然 奏 出 方程 【8 了 7 的 
全 积分 。 利 币 雅 可 比 定 王 , 我 们 就 能 断定 标准 方程 组 的 其 余 的 # 个 积分 能 简 
女 地 通过 微分 方法 而 得 到 ; 也 就 是; 它们 由 等 式 =brtE=1，…, ww) 来 硝 
定 。 

了 124. 例 ， i， 圭 虑 十 个 线性 齐 次 方程 的 方程 起: 
! = pt ta 二 Ta 十 了 4 D0 

pat (Pana — Lo) Pgt Coram TF Ta Fra Ps = Uo 
只 左边 作 普 阿 松 括号 ;又 得 到 一 个 方程 : 
R= PataD = 0 

莹 隔 松 括 遇 (X19) 及 (了 ay 了 8) 内 同 量 末 方程 的 下 边 相 链 一 个 因 也 。 我 们 
散 得 到 出 这 三 个 无 程 稀 成 的 党 全 和 组。 关于 2 Pgy Pe 解 出 , 便 得 到 雅 采 比 
丰 : 


(194) 


D+ rt dr p= pteapa=d; Pty= 
映 末 的 注 程 有 有 解 : iy wr 蔗 二 一 wy | 进 自 严 最 ? ay 虑 + 一 Tm) 一 Tg 


方程 址 改写 为 形状 
Bn 2 Bu Ou ， OW 
Br tar Br Be! Dns ~ 


前 面 梢 个 方程 输出 自 变 量 : my oo 的 雅 可 瑟 硼 。 第 二 个 方程 有 远 ; 位 收 
:一 一。 引 有 于 新 自 亚 量 : zj wa 茂 了 = 一 2 。 所 从 到 的 方 得 改 为 形状 : 


2 


Du _ 
0 一 0 


这 此 方程 的 第 一 个 有 解 
如 = 一 合 = 


2 
而 这 变量 如 的 任何 岁数 是 方程 相 (191) 航 解 。 
2. 求 方 程 
(192) = (PL TR (rr TF Pa? Tp = 0 
的 全 积分 。 
方程 tfis 区 二 0 ee. 


193》 2(pr tan) Bu 


2 + pa) 后 六 


2p 再 +p 0 


这 方程 月 明显 的 外; 4 一 zr 荆 Pr。 谴 ; 
(1982.) Pam + Pa Ws 
联合 方程 《2 翰 一 0 油 汶 程 民 83) 去 ,就 其 


Ey OTs 


这 方程 与 方程 (13 执 有 解 ; 4 二 xgpay 就 是 汐 ， 
(192,) a= TDs se 
尝 于 Dr Doy 2 全 【1119231924)7 及 {192,.): 
二 一 Va 和 一 ee 一 Bo 一 -这 。 
从 己 导 数 来 作出 沙 数 就 香 到 方程 (192) 的 全 积分 : 
Umat vn re a lg et To 
185. 忧 航 数 法 “在 研究 柯 西 疝 题 时 ,我 俩 营 外 定 蕊 知 丙 数 得 
承 和 郑 男 数 壬 实 自 变 是 的 尖 男 交 。 哥 以 在 所 有 曾 茹 是 其 此 昌 的 解 狼 


安 
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卫 数 的 假定 下 而 引出 一 切 理 共 。 王 时 这 些 变 数 可 寺 取 实数 值 也 能 
取 每 数值 。 从 这 个 驶 点 出 发 , 我 们 推导 柯 西 问题 解 的 存在 性 与 叭 
一 性 定理 的 证 明 。 我 们 需要 预先 叙述 一 些 精 肪 命题 。 

误 有 m 个 变量 的 短裤 数 : 


(194) PAZ" 9 20 = 好 
它 在 得 字条 件 : 
(195) |z: | < PR: "es [mf 所 各 ;, 


时 收 丝 。 我 们 假设 毅 数 (194) 的 收 敏 中 径 此 至 略 大 于 数 ,。 裔 时 
是 保持 条 件 (195) 时 画 数 (19 约 的 模 数 的 最 大 佑 。 我 们 昂 过 , 由 展 
开 画 数 [IITs; 883 


i 
(196) a 
(各 ) 一 全 ) 六 人 各) 
而 得 的 肾 报 数 的 所 有 深 数 是 正 的 大 且 不 小 于 般 数 (194) 的 系数 的 
模 。 神 多 庄 讼 ,最 后 的 摘 数 是 级 数 (19 人 的 优 籽 数 。 
一 般 地 ， 绷 数 


(197) DD) Copeh 2 


和 1 一 性 


的 优 琢 数 是 具 同样 形状 的 投 数 , 但 宅 的 系数 是 非 刍 的 ( 邹 大 于 或 虹 
于 零 ) 振 且 不 小 于 级 数 (197) 中 相应 的 系数 的 模 。 如 所 邯 知 ,每 个 
震 骨 数 在 其 收 化 贺 内 绝对 收 笋 [IIIs; 831。 磊 是 航 数 (197) 的 某 个 
优 般 数 当 i | <pe 人 (一 4， 9， …， 8) 收 铬 ,显然 ,我 们 能 鸳 断 定投 
数 (197) 也 在 图 ]zs| <px 的 内 部 站 黎 。 恨 丽 在 表达 式 (196) 中 所 
有 的 数 及 .相同 (可 改 灾 一 切 大 为 最 小 的 ) , 涛 虑 责 个 画 数 : 


全 


皮 


125， 优 极 数 法 388 


ee pre Thee de 


Ho 
(199) EE 
I 

这 些 图 数 的 野 级 数 展开 依 灾 有 形 钛 


-和 Ct 
可， od Biit “+e 长 A Fr 


并 展开 《名 十 … 十 zm)? 我 们 断定 画 数 (199) 的 展开 式 的 采 数 术 小 
于 {198) 的 展开 式 中 相应 的 系数 , 就 是 说 , 而 数 (199) (起 者 对 应 的 
壳 胡 数 ) 也 是 夯 数 (197) ( 即 所 对 应 的 徊 报 数 ) 的 优 曾 数 ( 优 般 数 ) 。 

优 客 级 数 方 法 ,用 于 在 解析 画 数 的 情形 微分 方程 解 的 存在 性 
的 是 明 。 首 沦 对 一 阶 党 微分 方程 求 推导 相应 的 臣 明 。 证 有 微分 方 
程 ” . 


它 的 右边 在 w=g=0 的 剖 域 内 是 关于 5 和 2 的 四 化 的 早 级 数 ， 或 
是 注 ， 


(200) 5 一 之 | Gone 
求 这 个 方程 的 在 点 w=0 为 正好 旧 尊 足 初 始 和 条件， 
(201) yy | zs-0—0 


的 解 。 为 了 作出 所 求 的 解 , 写 出 它 的 大 克 劳 林 般 狼 就 感 了 , 就 是 
襄 , 计 算 在 w=0 的 计数 之 值 。 这 玫 克 劳 林 糯 数 的 自由 项 车 庄 初 始 
条 件 而 符 于 老 。 在 一 0 时 第 一 个 导数 之 秆 由 微分 方程 业 册 ,我 们 
有 多 = aoo。 为 了 确定 第 一 个 导数 ,把 方程 的 十 过 关于 徽 耸 : 


bn [ot 
一 分 和 po 于 
Hr YD 


新店 =0; g=0; 9 二 G00 代 太 它 的 在 思 , 驶 确定 出 在 2=0 时 第 二 
个 导数 志和 钾 : 


中 1 
Wg Ono 9 
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旗 证 这 样 进行 ,我 俩 吏 通 确定 出 在 2=0 时 的 所 有 各 阶 导数 替 号 出 
记 克 劳 林 寝 数 : 


(202) to 十 况 w 二 - 由 -gp 二-…。 


从 前 面 的 计算 推出 只 葛 存 在 一 个 正则 解 满足 已 答 和 的 初 尹 条 件 。 然 
而 为 了 断定 这 样 的 解 实际 .上 存在 ,我 们 需要 证 明报 数 (202) 有 大 于 
臂 的 次 多 竺 径 。 同 时 应 当 捐 出 ; 则 于 客 粮 数 的 基本 性 沉 , 前 面 对 于 
汲 数 所 施行 的 运算 在 收 钙 图 内 的 是 合法 的 。 洲 报 数 (202) 是 收敛 
的 , 基 从 它 的 系数 粗 成 的 规划 立 印 推出 , 它 的 和 适合 方程 (200)。 

从 前 面 的 计算 立 部 扒 知 航 数 (202) 的 柔 数 是 ape 的 有 菲 刍 嘴 
数 的 和 多项式。 实际 上 , 在 将 方程 逐次 微分 并 把 已 求 得 的 导数 初始 
什 代 久 右 这 而 使 我 个 得 以 作出 系数 的 只 是 科 法 和 乘法 运算 。 所 
以 ,如 果 我 们 改变 方程 (200) 右边 的 级 数 为 优 报 数 ,于 未 航 数 (202) 
岂 变 为 优 报 数 。 洲 是 这 优 狼 数 当 ”充分 接近 于 雾 时 收 驹 ， 则 对 于 
六 名 (200) 的 般 数 (202) 本 身 更 要 收 谣 。 以 后 的 证 明 的 二 要 关键 是 
于 个 宙 实 , 在 改变 方程 (200) 右 边 的 厄 数 为 优 被 数 时 , 我 们 得 到 郊 
录 积 为 有 限 形式 的 方程 。 恨 定 方程 (200) 右边 的 报 数 当 jz| 所 如 及 
1 关 召 时 为 绚 对 且 一 私下 敏 , 并 酸 开 为 在 所 衣 条 件 下 裔 数 和 的 
最 大 信 。 转 到 优 报 数 , 我 仙 得 到 微分 方程 


(208) = 


性 其 中 分 离 变数 : 


未 它 的 积分 并 注意 到 (201) , 得 到 
yy =~MRIg(1~ 台 ), 


128， 柯 系列 夫 斯 卡 十 定型 sg 


一 


(204) y= R— RA 1+2M lg (1 一 急 ) , 


而 模式 的 值 当 “一 4 要 取 为 下 就 是 党 ,使 满足 初始 条 件 (201)。 柄 
数 (204) 在 点 4=0 是 下 有 二 数 ,并 申 此 扒 知 可 展开 为 实 般 数 。 

这 个 航 数 的 柔 数 ,和 按 前 这 步 又 从 方程 (20 殷 到 项 微分 而 得 到 
的 琳 些 系数 显然 一 致 。 册 此 对 于 优 方 程 ， 狗 数 (202) 在 z=0 的 半 
如 收 舱 。 如 前 柄 见 到 的 一 ` 样 ,对 于 原来 方程 , 租 数 更 是 收 侣 。 这 样 
不 色 证 明了 了 礁 一 性 , 而 则 认 明了 方程 4200) 的 满足 初始 条 件 (201》 
的 正 贡 解 的 存在 性 。 

1 吕 ， 柯 观 列 夫 斯 卡 奴 定理 上述 的 优 肯 数 或 优 画 数 的 方 添 ， 
对 于 偏 徽 分 方程 的 柯 西 问 题 的 解 的 存在 性 和 唯一 性 的 让 明 电 刘 
用 。 为 此 我 伴 购 常 取 对 茶 个 卫 解 出 了 的 微分 方程 。 殴 有 一 阶 微 分 
方程 ; 

(206) P= FB 0 Wy Poy PD) 

其 中 了 为 在 撤 

(306) m1= 0 po P= Pp 
的 正 央 岁数 , 而 莫不 失 一 租 和 性 莪 位 取 自 变量 的 初 妈 偿 等 于 等 ，。 谍 
求 出 方程 的 解 ,合议 足以 下 的 柯 西 条件: 

(207) Waso™ psy + Vn) o 

同时 我 俏 假 证 殴 数 (ss 2 在 它 的 变量 为 堵 时 许 如 ,此 

外， 
(208) (Pp)o=u; (perjom ph (FE=, 0 ), 
贞 于 下 和 的 记号 考 总 是 指 羡 数 的 一 切 变 量 代 换 为 堵 。 征 驴 到 人 髓 泌 
辣 题 之 闻 ,我 们 借 功 于 未 知 图 数 的 初等 实 棉 可 简化 阅 题 胸 条 昼 , 就 
是 代替 丙 数 傣 盆 式 

dT 


区 撞 三 斑 偶 向 革 帮 蕉 的 一 舱 理 者 


EE 


示 导 人 新 未 知 范 数 轨 ， 共 市 常数 4 是 方程 (205) 右边 在 变量 取 梓 
始 值 4366) 卫 之 值 , 简单 二 和 芒 , 就 是 4 为 方程 205) 的 右边 展开 为 
所 刹 应 上 的 幕 狼 数 讨 前 白 记 项 : 

寺 一 CD， (rm)o, 【的 sn (Por)0) eo 
新 未 知 画 数 应 当 注 足 方 程 : 
(209) ve, =F (V3) Hny WAR Pr Pent, ) — 

—ft0, ,0, Cp)os Cpr)os 《ro 
号 代 巷 彻 姑 条 件 420 访 我 俏 有 基 婚 条件; 
好 | -5 一 0。 

注意 方 各 (209) 右 过 男 数 的 自 变 走 。 若 甘 所 有 加 一 0 及 人 =0, 自 
不 芒 人 十 9 十 4wi 变 成 (9)o。 宪 全 一样 ,只 要 仍旧 舍 所 有 和 =0 层 
2 一 必 ， 每 个 自 变量 po 十 Ww 变 刻 【om 国 马 ,所 提 到 的 醒 数 的 
自 变 最 当 wy ww, 经 。 为 零 时 恰好 和 初始 秆 (2908) 一 致 , 而 对 这 些 梓 
站 值 ,Bi 数 是正 有 则 的 。 这 和 样 一 来 ,我 们 能 断定 方程 (209) 的 右 过 
证 在 点 : 
(210) Wl 二 
的 开 四 郴 数 。 

此 外 ,考虑 到 方 稳 (209) 右边 的 裕 焉 项 ,我们 能 肯 冠 当 和 变 早 
取 初 始 秆 人 210) 时 右边 变 为 于。 这 样 ,我 们 把 柯 西 初始 值 及 方程 潞 
下 话 数 的 -~ 邯 自 变量 的 村 始 估 者 化 为 霉 了 。 因 几 , 保 持 册 前 的 记 
号 ,我 人 得 出 鼎 下 的 罚 题 : 臣 有 徽 下 方程 : 


(311) Pi= 7 (Wig Wny Wy Day **', Dn) 
其 市 了 是 在 反 : 

= 二 0 
的 证 须 画 数 , 夯 求 出 过 方程 满足 条 件 : 
(HTS) 对 | co 一 和 


的 艇 。 注 意 强 , 汶 程 从 二) 人 的 有 有 演 以 斋 展 开 疾 下面 形 团 的 帮 闸 : 


126. 司 汽 玛 夹 斯 卡 征 定 驱 B87 


i me FE mF Ee re meee ee 


(218) f= 写 ) 0 Cpr satata Oe OUD Pe (0.00..0=0) , 


而 当 所 有 变量 之 值 充分 炙 近 于 规 时 收 禾 。 

完全 像 在 常 铂 俘 方程 的 情形 一 样 ,我 们 事 利 用 方程 (211) 和 各 初 
始 条 件 (2 如 六 计算 示 知 图 数 t 的 志 殉 劳 订 驾 数 的 系数 ,就 是 扩 有 
伍 导 数 在 变量 取 堆 值 时 之 值 。 在 对 gw 以 外 的 任何 变量 微分 时 我 
们 可 预先 全 &1=0。 

因此 ,初始 条 件 (213) 向 我 全 指明 


14 (Bi ) -0 


其 中 ax 为 全 意 非 皇 整 数 。 现 在 要 计算 出 关于 ma 手 分 的 那些 导数 
的 初始 值 。 由 方程 (21 纺 推 知 : 


(23T5) ( eer), 一 0。 
招 方 程 仿 门 ) 的 两 扑 关 于 变量 io 9 徽 下 尾音 吉 , 然 后 辆 各 灾 
是 为 鹤 , 我 们 在 右边 就 有 已 计算 过 的 导数 之 秆 人 14) 及 人 15) ， 因 
此 ;对 放 林 非 熏 囊 数 ay “人 硝 冠 了 : 


大工 十 加 二 一 二 革 m ) 
A Dp A Sn 


更 在 取 从 为 丢 (211) 毅 和 过 关于 笑 栅 分 而 得 的 方程 ， 关 区 芭 你 允 吕 
妾 的 方程 一 样 妾 处 温 。 这 使 我 们 对 于 导数 ; 


OT ) 
(a 0 


有 完 至 确定 的 值 。 灯 镀 这 样 进行 , 我 们 能 许 算 未 知 面 数 的 任何 他 
导数 在 变量 的 翻 始 值 处 之 值 , 并 旦 娠 出 必 克 劳 宁 规 数 : 


Bi ) et 


ol nD 的 ee 
六 上 的 入 断 像 常 微分 方程 的 情形 一 - 样 , 永 明了 所 建立 的 柯 西 问题 
正则 解 的 崔 一 狂 。 为 了 在 企 性 的 证 明 , 我 们 需要 显示 当 骨 护 竺 的 
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最 数 的 初始 值 于 丢 数 (216) , 它 在 记 原 点 为 中 心 的 某 沸 吉 内 皮 雍 。 
完 双 像 在 前 一 段 一 样 , 可 以 靳 定 , 洲 蚌 我 他 更 故事 数 (218) 为 优 服 
数 ， 旦 营 对 于 所 得 优 方 程 挡 前述 方 式 而 号 出 芍 表 数 (216) 收 襄 , 到 
对 于 原来 方程 的 (6) 更 是 惧 仇 。 假 定 说 , 投 数 (2 的 在 条 件 

| 知之 站 |]@ 委 Pi [ul Ep; [pal ER; -| 各 | SR 
下 性 绝对 目 一 玫 欢 竹 , 且 避 计 是 在 延 些 条 件 下 珊 数 之 和 的 模 数 的 
最 天 值 。 画 数 

二 


a 
是 (218) 的 优 耐 数 ， oe 从 前 一 式 减 去 数 于 是 为 的 消除 自 
由 项 而 它 正 是 般 数 (218) 所 没有 的 。 般 数 (218) 灵 以 


HH 
(人 汪 人 一 人 Ep) 


—N 


一 形 


为 其 优 面 数 。 苦 我 们 以 话 合 条 件 0<a<T 的 某 数 a 来 除 次 量 yu， 

划 a 的 不 岗 短 数 出 现在 包含 om 车 数 的 各 项 系数 的 分 母 中 , 而 面 数 
NY 

一 -一 -一 一 


Lt “十 吧 十 2 ) 


Qt) 


地 一 定 是 {213) 鬼 优 画 数 。 让 样 , 萄 们 有 仿 方程 : 


MM 
(247) 六 一 一 一 一- 一 一 一 一 - 一 对 。 


Ge 号 二 和 -MT 下 tt ) 


结算 对 于 这 个 方程 满 是 初始 条 任 (212) 的 解 的 玫 克 劳 林 系 数 ,我 们 
得 漳 当 m0 成 为 瑚 时 的 震级 数 , 并 且 是 对 于 方 稳 (311) 所 号 的 
名 数 16) 的 优 凶 数 。 老 这 设 关 有 辽 笋 ,加 对 方程 340 所 写 的 毅 效 
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[21 的 更 是 收 合 。 我 何 现在 建立 方程 (217) 的 券 使 适合 非 芝 的 初 嫩 
牺 是 : 
(218) 针 | -6 一 也 (zs 人) 
其 中 由 是 具 非 介 系数 的 守 级 数 。 这 个 解 的 才 克 劳 林 系 数 的 逐步 
计算 能 像 上 面 一 样 订 进行 , 十 只 是 对 一 切 非 鱼 值 mm, 初始 荣 任 
(218) 用 使 得 和 位 于 公式 (21 大 边 的 已 焰 不 是 轿 , 而 为 某 非 负数。 
往 下 的 陛 数 的 计算 亦 如 上 进行 ,而 成 为 对 于 马 得 的 莫 鱼 对 数 与 方 
程 (218) 厂 五 展开 式 的 正和 对 数 的 加 法 与 绞 汪 计算 。 因 此 ,若是 我 个 
对 于 方 牺 (21 门 改 寺 初始 值 (212) 为 初 寻 值 (218) ， 其 中 出 展开 为 
非 鱼 的 实 系 数 的 般 数 , 尘 来 对 于 方 入 (217) 有 初 好 条件 (218) 的 条 
数 (216) , 眩 优 于 对 方程 (217) 有 等 初 妈 荣 件 (21 的 圾 数 (216)， 
娃 且 更 草 优 于 对 方程 (并 有 和 堆 寅 她 条 条 的 裤 数 (316) 。 这 样 一 
素 ， 一 切 轨 车 到 证明 对 于 方程 (47) 而 有 形状 (218) 的 枉 何 初 寻 人 条 
件 罗 和 籼 数 (216) 在 雇 原 点 为 中 心 的 某 个 国 徇 内 各 是 牧 效 更 ,其 中 洱 
有 于 可 性 贤 。 

谢 箱 语族 ,一切 生 题 归 车 到 建立 方程 (217) 的 渗 足 初始 第 件 
(218) 和 的 和 解 , 村 证 明 若 4b 充 中 拨 近 于 寺 这 个 解 可 展开 为 南 克 劳 林 
般 数 。 聊 求 册 只 作为 一 个 自 变 技 2 一 2 十 cat 十 村 2 的 机 数 的 


那 种 解 。 
此 尘 
a 
因而 方程 人 217) 取 形状 
-一 
(1— )(1 -2 和 
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tn Vey dt ont) a f du MM 
Loo = 一 一 一 一 一 并 
1 
Dp 


黎 假 品 煞 “了 的 兢 妆 接近 于 等， 以 使 -2 A 7 的 东 数 为 王 。 在 所 
号 等 式 的 右边 按 等 此 起 涩 公式 医 开 ， 可 网 得 到 没有 自由 项 的 自爱 
数 拘 某 上 县 数 。 示 尾 的 方 各 可 凡 写 为 形状 : 
(PY) Wg, D0 
式 中 ，Rp>0， 而 2 约 是 泊 有 自由 起 的 正 系 数 的 著 琢 数 。 关于 
到 求解 ,我 全 得 到 一 阶 万 程 : 


但 让 


(219) 人 Pp, 让 ) ， 


而 根 式 当 z=w=0 时 必须 算 作 等 于 1, 按 和 牛顿 一 项 式 膝 展开 ,我 们 
得 烈 ; 


1 17r1 ) 
;2 23\2 3 
— hal 1— 六 Pp (2, 2 一 一 天 二 村 | + 
i171 1 
,Bs2) gy 十 .,。 
5 WB 


4 人 呈 的 时 灰 数 的 一 切 有 系数 是 正 的 。 关 于 5 友 4 的 素 需 来 展 
开 , 我 代 在 方程 (219) 的 者 边 得 到 有 正 系 数 旧 无 自由 项 的 罕 艇 数 
wi 本 用 作 和 到 一 阶 方 程 ; 

= 血 1 {2， 2 
我 代 蕊 经 有 和 过 芝 种 方程 的 满足 寅 姑 条 件 v%| := 一 0 的 平 朋 解 的 存 
在 必定 如 。 芝 个 解 是 有 正 系 数 的 家 数 : 
蜡 关 2 Gio 
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茜 在 写 出 的 展开 式 中 上 ?一 中 十 ctoa 十 … 十 的 ) , 各 得 到 方程 (217) 
的 表示 为 正 系数 的 富 航 数 闻 解 。， 流 个 解 当 w=0 时 适合 某 初 始 值 
(218) ， 攻 中 由 (za …， tw) 为 正 系 数 的 窜 级 数 。 由 于 以 上 所 壕 , 有 
了 灌 如 !246) 的 这 和 神 解 的 作出 就 把 宁 西 问题 解 的 存在 性 的 证 朋 进 
行 到 迹 。 扬 引 的 证明 属于 滞 隘 。 定 更 本 身 通常 称 汶 柯 无 列 夫 斯 卡 
娅 定 妾 ;因为 它 的 证 朋 完 善 的 形式 第 一 个 是 由 C0. 了. 福 死 列 夫 斯 卡 

2 国有 的。 i 

从 这 上 所 有 引 的 证 明 推 知 , 输出 卫 题 (21 ，(312) 之 解 而 作 的 
毅 数 (216) 关于 变量 的 收 敦 守 称 仅 与 方程 (313) 的 有 有 边 的 收获 牢 
径 愉 及 右边 的 最 大 模 尺 有关, 而 与 画 数 /的 具体 形状 和 苍天。 对 于 
(205) ，(20 关 还 要 章 上 与 出 现在 条 任 (207) 中 的 画 数 jp 人 a， … 2m) 
政委 宇 笃 和 最 大 模 的 相关 性。 类 投 的 附注 对 下 一 自 的 精 果 也 有 
就。 
197， 高 阶 方程 ”上 率 方 法 几乎 不 要 性 何 收 变 就 可 应 用 于 高 
阶 房 程 的 情形 。 辟 如 考察 症 个 自 空 量 的 二 阶 方程 。 它 关于 对 w 的 
(220) r= fl, YW Py OB DPD=8, yy 
ry 8 =Hyr) o 
在 这 情形 下 ,福西 初始 和 荣 件 在 于 对 宇 的 初始 值 葵 宇 芭 雄风 
(221) veo PN; Pao—Hty)s 
证 9( 扫 及 由 (的 为 在 成 2 一 0 的 正剧 夯 数 。 记 : 
2{9) 一 Wo BO) =p0; 0 0) = qo; PW OD 一 503 "(0) = 
划 耻 定 万 入 (220) 的 右边 为 在 点 
t=y=0; = P= f= 90 8; t= to 

的 正 旭 两 数 。 此 时 方程 (330 有 满足 柯 西 初 寻 条 件 忆 2341) 的 唯一 的 
正 刚 解 。 我 们 不 推 学 这 个 断 营 的 放 明 , 它 完 全 类 代 于 内 前 的 证 朋 ， 
面 只 限 手 指出 未 知 轴 歼 的 次 克 劳 宁 系 区 的 单 值 计算 的 可 能 性 。 宦 
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Ed re ee me me EE Eko, 


寻 荣 件 (2 办 诠 接 答 我 们 对 于 任何 非 鱼 信 “的 导数 之 值 : 
(2 ) 2 ) ， 
Oy /0 8 ON io 
就 是 广 , 初始 条 件 狂 出 丽 数 本 身 以 及 对 2 进行 不 少 于 一 次 微分 的 
导数 的 争 始 艇 。 然 后 ,方程 本 身 使 我 们 有 : 
(和 二) 2 
关于 9 微 俘 方程 (220) 的 雨 动 w 次 ,我 合 得 到 值 ， 
(总 让 
. ”Do 0 
对 方程 (230) 前 塘 关 于 z 徽 从 ,并 党 全 像 我 们 间 才 对 原来 出 发 的 方 
程 (220) 所 做 的 一 样 ,利用 已 得 的 方 稳 , 我 们 就 有 值 : 
DT 
(3 
这 样 灼 入 进行 ,我 倍 完 至 审 值 地 得 到 未 知 巩 数 的 一 切 尖 克 劳 林 系 
数 。 
”现在 你 述 对 字 任 何 阶 方 程 粗 在 最 一 般 精 形 下 的 柯 殉 列 夹 斯 卡 
印 定 理 。 识 有 关于 上 月 变量 吉 ，…… 的 求知 图 数 妈 ，… Ww 的 
个 方 种 的 方程 组 : 
(229) Be 一 户 (mm Bo gr 和 全 全 
这 些 净 程 的 右边 合 自 变 葬 各 男 wz 以 及 它们 的 到 rz 阶 的 导数 ， 
而 在 这 右边 不 况 当 出 现 导 数 如 Ge t 方程 是 关于 它们 解 出 的 。 辣 
时 构 西 初 妖 条 人 忻 有 形状 : 


WE | 0 一 Pi (Was sy Waly a 加 一 gh (Wey Vn) } 机 
(298) l . 


Ot oy 
Dwi + 


我 们 假设 最 后 等 式 右边 的 而 数 对 替 舍 的 变量 是 正则 的 。 蝇 玉 确 定 


一 多 (mo, | 他 =1，, 中 ri) o 


ry T= 
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这 臣 南 数 以 及 它们 的 导数 的 初 姑 们 ,而 画 数 tw 的 这 上 导数 的 总 阶 
数 不 超 过 7: 。 我 们 慨 山 方程 (222) 和 的 右边 是 其 变量 在 这 种 值 时 和约 
正 基 而 数 ,这 上 蛙 习 等 于 从 丽 数 (223) 寻 过 刚才 所 诉 徽 分 方法 而 得 到 
的 那些 本 数 的 幸 始 值 。 

此 时 在 初始 条 件 (223) 之 下 方程 粗 (322) 正 有 由 解 的 存在 性 与 瞧 
一 竹 定 理 菊 下。 

应 当 指 出 :和 若 单 章 限 于 考察 解析 西数 ,可 以 建立 仿 徽 芬 开 程 的 
全 部 弄 莘 。 往 后 在 讨 萤 沿 阶 万 程 时 我 们 紧 砚 明 这 神 观 虞 的 缺 隐 。 


2， 高 阶 方 程 


128. 二 阶 方程 的 类 型 ”我 们 从 二 阶 艇 性 必 程 的 硝 究 来 开始 
高 阶 广 各 -一般 理 诊 的 急 述 。 咒 有 自 实 最 oa po 的 画 数 4 的 荆 
险 艇 性 开 程 : . 
(C1) -~ 和 auto ey Da) Ws 


我 们 优 汶 条 数 an 为 自 变 基 由 的 葵 定 的 画 数 , 并 日 注意 到 机 分 的 
猪 果 与 硕 序 然 关 性 , 昆 然 能 假定 au=cw ,方程 中 未 写 朋 的 各 项 不 
售 二 阶 导 数 。 它 位 和 未 知 净 数 及 其 一 阶 号 数 的 联系 基 至 是 非 绕 柏 
的 , 因 之 , 严格 地 说 , 我 们 考察 的 廊 程 只 关于 高 阶 导 数 是 钱 性 的 。 
我 们 假 训 房 有 面 数 和 自 实 最 是 袍 。 i 

一 般 理 葵 的 基础 在 于 把 方程 划 妇 为 若干 类 型 。 对 属于 不 同类 
型 的 万 程 ,完全 按 不 同样 式 提 出 娑 本 问题 ,使 用 不 同 的 解决 笛 题 方 
法 , 而 且 满 足 不 辣 类 型 方程 的 两 数 只 有 不 周 的 解析 特性 。 在 这 一 
外 我 们 要 把 形 上 驮 人 1 ) 的 方程 划分 为 各 类 型 。 为 了 这 个 , 窟 出 关于 
辅助 变数 志 的 一 次 形式 : 


(2) 2 Ce o 
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ee ee 


一 


铬 变量 ww 以 确定 的 值 本 一 0 ， 我 合 就 有 数字 系数 的 二 次 形式 。 
车 这 形式 为 正定 的 或 负 定 的 [IIE; 足 1, 有 称 方 种 (4 ) 在 所 静 的 点 
% 二 内 ”用 于 梯 加 和 于 。 其 次 , 我 们 珊 方 各 在 空间 (8 ，…, ww,) 的 革 
区 域 忆 属于 六 加 型 , 只 要 记 在 这 区 城 的 所 有 点 荐 司 于 燃 圆 型 。 属 
于 椭圆 型 裔 明了 对 区 始 忆 的 每 一 点 ， 当 一 次 形式 人 2 ) 化 汐 举 方 和 
时 所 有 系数 有 同一 符号, 而 及 这 些 柔 数 没 有 一 个 等 于 替 。 完全 类 
但 的 ,我 们 改 方 程 《]1) 在 区 域 如 中 恬 双 曲 型 , 域 老 有 时 说 为 正规 
双 曲 型 ,只要 二 或 形式 (37) 在 化 成 绸 方 和 时 ,所 有 的 系数 除了 一 个 
而 外 有 确定 的 符号 , 而 余下 的 一 个 有 相 皮 的 符号 。 若是 在 区 域 DD 
中 的 所 有 点 ,形式 (2) 在 化 成 至 方 和 有 时 至 少 有 一 个 系数 等 王 支 ， 则 
称 方 程 (1 ) 在 区 诚 D 局 于 挑 物 型 。 如 果 所 有 条 数 中 没有 等 于 需 
欧 , 而 且 也 不 是 糖 轿 型 和 汉 曲 济 y 有 时 异 就 称 这 种 方程 属于 超 双 曲 
型 。 若 系数 ar 是 常数 , 闭 末 方程 的 恬 于 这 一 类 型 或 那 一 类 型 与 自 
变量 的 值 无 关 。 最 简单 的 精 图 型 方程 症 拉 昔 拉 斯 方程 ; 景 箭 单 的 
双 曲 型 方程 是 波动 方程 ,而 最 后 最 简单 的 抛物 型 方 各 是 热 息 导 方 
程 。 考 罕 最 后 的 方 强 : 
Wt 0 (Wrst Wyy FT dss) o 
在 记号 (1 了) 之 下 ,我 们 可 以 写成 : 
ton tre oe th 0 
关上 且 二 右 形 式 (2) 六 : . 
各 十 总 十 部 。 

它 已 县 有 作为 平方 和 酌 形 状 ,而 介 的 系数 竺 于 规 。 

刘 果 方程 《1 ) 的 系数 oz 含有 而 数 Y 岂 及 书 的 导数 那 末 
我 们 只 在 圈定 了 这 个 方程 不 前 什么 解 ww (wi ，…, w%,) 时 地 能 说 到 
方程 的 类 型 。 在 系数 ar 中 加 2 一 2 扩 Wz 一 WW， 就 得 漠 只 是 同 
克 画 数 ,， 产 且 能 在 上 述 的 基础 上 对 狂 定 的 解 wo 解决 方 稳 的 类 型 
浊 题 。 


T28。 品 汪 数 方程 B55 


ge eee 0. mm ee, 


各 方程 是 非 线性 有 的 : 


PF (pis i Wy UW en Te Wn Up) =0, 


mm ee hee 


作出 柔 数 ar 然后 确定 以 下 组 线性 方程 的 类 型 : 


1 
之 iter = 性。 


4 大 二 1 
19， 党 系 煞 方程 ” 若 虑 有 党 有 数 aa 的 方程 (1 ) 霸 写 出 相应 
的 二 次 形式 。 城 用 自 实 时 的 入 性 变换 , 把 方 程 (4 ) 中 售 二 阶 导 数 


项 的 总 体 化 为 最 简单 的 形状 。 为 上 叱 ,用 弹性 变换 
= 
引 [六 新 自 变 量 久 素 代 替 ww， 我 们 当然 要 假 冲 这 变换 的 系数 所 粗 成 
的 行列 式 异 于 等 。 关 于 旧 变 量 的 导数 按 以 下 公式 用 对 痢 变 量 的 导 
煞 采 家 示 : 
Yr = bp Cafu 


Up > CC 9 

信义 琅 程 (1 )，, 得 到 下 而 形状 的 变 后 方程 ; 

,ltr 站 
其 中 关系 数 2 按 瑟 式 
(3) Qi = 六 Re 
通过 旧 坎 而 表示 。 另 一 方面 ,如 果 我 们 在 二 次 形式 (3) 中 ,替代 变 
令 & 殿 胁 于 类 障 ow 的 转 轩 知 陈 来 引进 新 变量 %, 但 是 这 个 答 艺 
只 用 在 通过 新 变量 把 昌 变 量 必 出 , 束 是 置 : 

志 一 ct 十 "二 Onn (k=1, “ys 9 + 
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不 难 验 诗 , 变 后 的 二 次 形式 恰好 有 由 翅 式 (8) 所 定义 的 系数 op， 
证， 
2 Cnet 天 一 > GT 
慌 而 如 出 我 们 所 知道 的 ,我 们 能 够 选取 系数 om 使 一 次 形式 43) 化 
应 毕 方 和 ,如 
这 dre 下 Dh, 
或 者 换 休 话说， 当时 ap=0 而 oh 一 加。 对 数 入 和 的 符号 就 确 
定 了 万 程 的 类 型 。 对 目 变 量 保 持 到 前 的 记号 ,我 们 得 和 到 下 出 形状 
的 万 入 : 
3 hn 0o 
加 果 塘 程 不 羽 对 于 二 和 阶 导 数 是 生性 和 的 和 有 常 系数 , 那 末 诬 后 方 人 
就 有 有形 装 : 
(和 4) SY hat ED baat eu=f (wm, "ry di) o 
锌 适当 方式 对 自 变 基 4% 添上 数 因 子 , 我 们 总 能 法 到 使 异 于 替 的 系 
洲 为 (十 了 或 (一 1 我们 悍 定 所 有 和 ‰ 腊 于 需 ; 并 且 窒 明 在 这 情 
况 下 用 夯 数 & 的 初等 伙 换 就 可 访 消 去 全 一 和 阶 导数 的 各 项 , 这 航 是 
按 候 式 
(8Y) w=06 二 痪 六 
引 谤 新 未 知 桥 数 ， 滋 禁 代 而 数 芭 。 
代 太 方程 (4)，, 不 难 蛤 证 ,我 们 得 到 下 而 形状 和 的 方程 : 
> Mvam -C10 = 1 DL Wn) o 
对 于 椭 轿 型 方 程 一 切 四 同 号 , 兰 有 需要 在 方程 南边 同人 莱 以 (一 1)， 
我 党 就 可 事 定 一 切 和 为 正 数 。 将 代 wm 引进 新 自 变量 所 二 Yh 戏 ， 
说 得 消去 又 数 入 , 苦 且 铝 捷 原来 记号 ,我 倍 划 能 断定 , 什 何 常 系数 


180. 亲 个 自 变 量 时 指标 准 形式 名 7 


Me = mm .me mu -一 一 一 


稀 圆 型 的 楼 性 万 袜 可 乌 华 为 形 就 : 
{ 2 Wr Fo (an, ey on ) o 


在 屎 曲 型 檬 形 ,我 们 恨 护 有 避 十 已 个 月 变量 ,着 刀 目 变量 中 之 
一 为 1 。 当 然 我 们 能 委 定数 入 中 有 ?个 负 的 和 一 个 正 的 ,而 以 
来 配 这 个 自 变 量 , 对 于 它 是 正 的 。 次 于 任何 常 系数 双 曲 型 的 缕 
性 方程 化 忒 形 鸭 : ， 

nf Wy Wn) 0 


， 琴 个 自 变 前 时 的 标准 形式 在 [1 中 | 中 我 们 旗 过 , 在 常 
ee 性 变换 可 以 将 方程 所 含 一 阶 导数 证 项 的 总 体 
化 厂 某 矢 标 玲 形 式 。 在 有 随 而 变 的 系数 的 铺 形 , 芒 们 当然 不 能 
希望 施行 变量 的 线性 变换 就 化 为 标准 形式 ， 币 需要 用 更 一 般 的 蛮 
换 , 可 是 就 速 这 样 我 们 也 仅仅 对 十 个 自 变 量 的 情形 能 解决 阅 题 。 
因此 ,我 们 来 考 卡 南 个 自 变 攻 的 关于 二 阶 导 数 为 线性 的 二 阶 方程 : 
(7) Uw VU BB, oy EE Uy = Oo 
赫 代 (ew, 肋 引 进 新 自 变 基 局， 号: 

(8) EE=9(8, WD; 7=v(8, WD, 
甘于 旧 变 量 的 导数 被 以 下 公式 用 对 新 变量 的 导数 表示 : 
Wa= Upr tb y= py py 
Uy = Ue PE ater pops sn Up Pao Urb se 
Uyy™ Wee po Desensy Et Woop Ue Pyy Tt Unifyy 
Vay — Wee apy Uen Dabyt pubs) TF Usbeby TF ue Pr Ureyo 
办 入 方 程 (7 了 ) 我 们 就 有 变 后 方 鞭 : 
OE WD Use TT DO (EY mM Ueno EM Ug = 
oe'(é, n=ap2 ID opt cp? 
(9) eté, n=op ob, ods 
6 (Es =apab Fo pbyt pyps) epnbyeo i 
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由 直接 代 换 可 三 证 以 下 恒等式 : 
(0) ep 一 殉 一 (ce 一 的 (po 一 oa 

不 难看 出 ,着 ec 一 训 徇 符号 确定 了 方程 (7) 的 类 型 ， 才 ae 一 
一 63<<0, 方程 匡 双 井 迎 ,cc 一 如 >>0 为 构 立 型 以 及 ec 一 如 =0 时 为 
地 物 型 。 由 于 (10), 变换 变 效 并 不 改变 所 诅 的 着 式 的 符号 , 就 是 
说, 奖 恬 上 不 改变 方程 的 类 型 。 

在 常 系数 双 曲 型 方程 的 情形 ,两 个 自 变 车 时 的 最 租 单 形式 有 
形 固 : 


一 


(11) | fo 一 由 机 一 站 。 
蔡 栈 名， 雪 避 亲自 变 最 位 ，7) : 

十 W 人 一 ; 
(19) b= 
我 倍 对 异 曲 型 得 出 形 赎 为 
(18) 到 ra 十 -一 


的 最 简单 形式 。 因此 我 们 看 到 在 下 个 自 变 量 情 形 , 我 个 计 汗 到 曲 
型 能 取 形 状 志 也 或 寺 3) 的 最 简单 形式 。 这 些 方程 很 容易 从 一 个 变 
到 学 一 个 。 

回 到 无 程 (7)， 大 假定 在 平面 (%, 四) 的 基 区 域 DD 内 方程 (7 ) 
贿 双 曲 型 。 就 是 说 ,对 于 力 中 之 秆 (lw, 奶 ， 二 帝 方 程 : 
(14) gm DT VTE, =0 
有 不 同 实 根 。 同 时 我 们 假 瑟 或 是 65%9 或 是 o 尖 0。 若 4 一 "一 0， 轩 
方程 (7 ) 巨 经 有 最 简单 形式 (1)。 不 失 一 般 狂 , 当然 我 们 可 以 假 
设 天 0。 者 虚 一 阶 仿 币 分 方程 : 
(15) gw RE 二 2 pm, WD ty + £m, 0 
用 名 tws 归 反 folr,y) 训 方程 人) 的 概 ,， 我 何 昂 色 方程 (15) 分 解 
为 责 个 万 程 ; 
(16,7 Wr f(y, Yuy 


130。 陋 个 间 变 量 时 的 标 竟 形式 e900 


本 mi 一 rr 一 一 


故 
(16») Ya = fy ly Y) yo 
如 时 系数 4, 5 太 是 足够 光 清 的 , 而 因 之 而 数 六 及 了 也 就 是 是 
够 光 语 , 那 末 号 出 的 方程 在 区 域 了 的 基 邦 分 有 到 二 阶 为 下 的 连 简 
导数 [大 看 TI。 在 变 移 (8 7 中 到 方程 人 6 的 解 作 为 p(w, 切 而 
方程 人 6o) 的 解 作 为 灶 (w, 扔 。 可 以 选取 这 些 解 使 得 行 刘 式 wos 一 
一 ys 在 卫 的 所 韦 到 的 部 分 异 于 需 。 注 意 到 ,我 们 有 有 

多 一方 六 Pe faby, 


于 是 
(17) papy-— Prbr= Cf Fa) pytfy 
从 所 写 的 公式 找 出 ，: 背 行 列 民 在 凌 点 变 威夫 央 在 这 一 点 多 或 由 
的 两 个 一 阶 导数 等 于 震 。 因此 各 杰作 亡 称 人 全、 人) 这 律 的 解 ， 
使 它们 的 一 阶 滞 数 不 同 时 短 于 圭 。 

画 数 2 与 由 满 足 方 程 (15) , 而 由 于 (9 ) 我 谷 有 ow 一 e =0, 并 
从 公式 吕 ) 椎 出 六 0, 因此 万 程 (47 ) 化 刻 形 冉 (18)。 

好 同 我 们 在 [1001 见 过 的 , 方程 (161) 其 (16s) 的 解 具有 局 部 
性 , 就 是 说 , 我 们 -- 般 其 胡 在 ftw, 胃 ) 连 和 可 导 的 区 址 的 茶 一 宫 
. 务 区 域 来 作出 这 些 方程 异 于 常数 的 解 , 并 日 化 方程 (7) 为 标准 形 
式 也 只 能 在 所 还 的 区 域 中 进行 。 关 于 屁 方 程 ( 7) 为 标准 形式 的 扁 
部 性 的 同样 注 人 能 对外 后 的 令 述 也 有 将。 

四 而 游 虑 畏 向 型 方程 。 这 时 ie 一 六 0 且 方 程 (和 的 根 为 共 
软 复 数 。 我 们 仍然 能 畦 下 矿 程 (15)。 罕 出 方程 民 人 中 的 一 个 : 

2 A ac— De wi 

其 中 模式 可 下 算术 值 。 假 改 系 煞 6 2 及 5 是 出 和 4 的 解析 醒 数 ， 
我 们 就 能 求 到 这 方程 的 解析 而 数 形 状 的 解 [i136]: w=%(w, 9) 十 
二 中 te， 355 而 十 我 们 得 到 ; 
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六 自 


FE b -一 
Wy, We= 一 Ye 


型 寂 施 行 变数 变 挽 (8 )。 利用 所 写 出 的 关于 w 和 小 的 方程 组 以 
及 公式 (9) ,我 四 得 到 : 


-ph2 
b'=0; oo (83 十 虹 )， 


和 主 用 < 中 了 以 后 ,方程 取 形 然 : 
(18) Ou | Ou 


替 慌 公式 (17) 将 有 : 
popy— Ps = — 2Y CL puno 


因此 ， 在 贿 加 型 情形 问题 也 得 到 解 次 。 莘 下 肥 闭 虚 抛 物 型 万 程 。 
在 这 最 局 的 情形 方程 (4) 有 等 根 ,而 方程 (15) 归 糙 为 一 个 方 稳 ， 阴 
是 艇 ,方程 ee (162) 一 到 。 取 和 个 万 程 的 解 作为 西数 pfoe, 力 ， 
而 对 第 二 个 画 数 下 Cw, 肋 全 洲 取 , 人 得 使 得 Pp 和 内 的 画 数 行列 式 异 
于 需 。 于 8 tw 9 的 选 法 , 我 们 在 变 后 方程 中 将 有 4'=0。 此 
外 , 由 于 方程 丑 抛 物 型 , 就 应 当成 立 m6 一 妆 =0, 而 公式 (10) 者 明 
8 =0。 所 以 变换 的 糙 果 筹 有 a' 一 8' 一 0。 页 数 0' 不 能 恒 竺 于 需 , 否 
肥 我 们 将 得 漳 一 个 一 阶 方 程 ,而 钨 过 从 (€, 力 到 (ec, 仍 的 造 变 换 就 
不 可 能 使 我 们 有 一 阶 方程 (7 )。 国 此 在 挑 物 型 的 情 江 ,我 们 有 下 
面 的 标准 形式 : 
(19). 20 十 … 一 们 ， 
其 中 未 号 出 各 项 不 合 二 阶 导 数 。 

431、 本 西 间 题 ”我 倩 以 前 网 过 位 器 ], 对 于 二 阶 专程 : 
(20) Pw, Ys Uy Dy Fy 人， 区 一作， 
柯 西 条 作 在 特殊 情况 下 可 由 对 初始 什 z 一 妈 给 定 山 数 汉 和 它 的 售 
导数 如 =p 租 成 ;: 


181， 柯 两 多 是 40t ， 


(21) dl) = PY) Vsn—= Ne 

”将 称 这 梯 的 条 人 忻 为 特殊 的 柯 西 条 件 。 这 些 条 件 归 精 为 沿 (%， 
jy/) 华 面 上 的 直线 2% 一 wo 噩 出 未 知 羡 数 % 和 皆 的 慢 导 数 p 之 值 。 同 
时 注意 另 一 个 一 阶 偏 导数 之 值 : 9|z-o,= 9'( 仿 交接 从 (2 了 的 第 一 
个 条 件 得 洛 。 这 样 , 依照 初始 条 件 我 们 就 可 以 知道 沿 次 嫉 4 一 wo 
画 数 本 身 和 它 的 两 个 一 阶 入 导数 。 不 难 提出 更 一 般 的 宰相 条 件 。 
根 访 在 《ce, 仍 平面 上 有 某 一 不 自 相 诡 的 明 槛 入， 并 假定 沿 达 曲 厂 
已 萎 定 未 知 画 数 怪 之 值 。 因 而 沿 井 训 》 我 们 也 知道 w 关 于 和 的 垢 
屿 方向 的 方向 导数 。 为 了 知道 洪 任 何方 向 的 一 阶 导数 , 沿 曲 起 我 们 
还 应 当 再 有 一 个 资料 ,就 是 说 ,我 们 应 格 定 沿 明 芯 % 本 数 芭 甘 于 一 
任意 方向 的 导数 之 值 , 这 个 方向 异 于 曲线 % 的 切线 方向 。 有 了 党 
曲线 入 的 关于 (o; 作 和 下面 上 的 责 个 方向 的 导数 ,我 何 就 知道 济 和 的 
关于 这 玲 面 上 任何 方向 的 导数 。 因 二 ,在 所 考虑 的 情形 , 沿 昌 线 和 
丽人 须 粹 定 画 数 必 和 宅 关 于 不 和 % 相 其 的 任何 方向 的 导数 之 

省。 向 (oD 平西 上 的 和 出厂 确定 了 %% 的 数值 就 鹿 我 们 得 到 三 杂 
定 间 Cz, ys 名) 的 某 遇 嫉 £。 叱 外 , 治 和 的 仿 导 数 p 及 9 我 们 是 知 
道 的 。 丁 是 柯 西 乱 件 奴 后 化 为 狂 定 三 条 空 油 (w, y, 汉 的 某 曲 严 
1 和 沿 这 则 线 的 切 平面 的 位置 。 利 用 贿 数 表示 ，, 我 们 能 把 一 般 的 
柯 西 条 件 表述 为 以 下 形式 : 知 定 单 参数 的 五 个 画 数 : 


(22) lt), 车 (下 wD ， PW), gti), 
而 必须 请 足 关 系 : 
(28) di—part+adyo 


最 后 的 关系 式 是 双 求 沿 入 独 沪 的 十 个 斧 导 数 p 及 9 和 沿 入 所 如 定 
加 数 记 本 身 不 相 评 盾 , 就 是 襄 , 根据 粹 定 的 pp 和 9 计算 而 得 的 沿 
的 钱 总 方向 的 导数 和 由 于 党 入 名 定 的 画 数 本 身 所 得 天 的 有 间 样 
数值 。 满 是 关 荫 (38) 的 注 个 画 数 (22) 确 定 了 三 条 屎 卓 (ay 9 只 的 
昨 条 ;而 柯 肖 内 题 在 于 求 方程 (29) 的 含 输 定 岳 条 的 积分 栅 面 。 
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对 尾 意 个 数 并 蛮 量 的 裔 数 在 一 般 情况 下 的 柯 西 问题 可 接 类 似 
的 方式 提出 。 俏 如, 考 感 三 个 岛 变 蔓 的 一 阶 方 稳 ; 
(24) Fl tay Pay Wy Wes Wy Wns Wany Un 0, 
在 这 愤 形 下 , 柯 西 初 妨 条 件 成 为 在 三 认 空 间 (ly we m3) 的 基 曲 面 
S 上 镶 定 攻 数 “和 写 的 一 阶 候 导 数 。 一 当 葵 定 了 醒 数 莱 杰 身 在 吕 
上 的 值 , 为 了 确定 沿 5 的 所 有 一 阶 惨 导 数 , 只 要 党 8 烙 册 关于 不 
在 曲面 S 切 符 西 上 的 任意 方向 的 导数 就 钥 了 。 洲 带 有 柯 西 韧 始 
条 件 的 曲面 5 是 稠 机 0 一 xi， 名 柯 西 万 始 条 件 有 特殊 形 式 : * 
(256) ups, ta); Wn|s w= (De, ts)o 
上 站 的 柯 西 条 什 在 参数 形式 下 盛 为 千 定 双 肉 数 的 七 个 画 数 : 

{hy bo) Welty 和) wati, ty}, Uf, fo), 


(26) 

Wa (fi, fa), Un (tis fo), tr, to), 
而 必须 请 足 条 忻 
{27) 人 


画 数 四，9%s，d 的 给 定 在 于 给 定 曲 痊 ; 而 其 全 的 条 件 是 沿 这 曲 ， 

面 南 数 二 以 及 攻 的 一 阶 司 导 数 的 和 葵 出 。 满 中 条件 (27) 的 所 始 面 数 
组 (26) 通常 称 为 长 条 或 者 更 确切 地 称 为 四 次 衬 间 (meayos 轨 的 
一 阶 长 条 , 面 柯 西 问题 基 确 定 方程 (34) 网 积分 曲 茄 使 含有 已 煞 的 
兵 菏 。 在 4 个 自 变 量 (81，…; %,) 的 图 数 4 的 情形 , 长 条 由 (mn 一 1) 
个 套数 的 (2 十] 了) 个 东 数 答 定 : 

(机 

(b=1, 2 加 。 
市 这 些 曾 数 必 须 送 合 关系 式 : 


d= Du deo 


如 果 目 变量 中 之 一 是 时 手书 且 带 有 柯 西 初始 染 件 的 曲 丁 是 下 面 . 
i 二 0,. 那 床 这 就 是 通常 数学 物 进 中 的 在 着 定 了 初始 条 件 下 求 散 罗 


18232， 上 峙 征用 条 03 


ir 


程 积分 的 问题 了 TTY; 168]。 

柯 西 初 姑 条 符 确 定 了 在 带 有 初始 条 件 的 曲 多 或 曲面 上 的 贡 数 
% 和 它 的 所 有 一 阶 伪 导数 。 若 是 诺 合 微 和 方程 本 身 到 毛 始 策 件 
汤 , 期 如 同 在 [127] 中 见 过 的 一 样 ,在 特殊 箱 西 条 性 的 情 观 下 ,我 们 
能 香 值 确定 未 知 面 数 在 所 述 曲 入 或 曲面 .上 的 所 有 二 阶层 数 。 若 是 
答 定 的 长 条 连同 微分 方程 本 身 不 能 欠 什 确定 阶 导数 ,斯 称 所 著 
长 条 是 特征 长 笨 。 闪 下 一 段 我 俩 强 对 证 个 自 变 明 的 氢弹 性 方程 悄 
形 详 灯 革 明 这 个 问题 。 

132. 特征 长 条 潜 虑 下 面 形 状 的 微分 方程 
{28) ar 二 +208 二 cf 十 =0， 
其 中 有 系数 及 自由 项 是 (42，9， 4 2， 9) 的 已 知 画 数 。 要 求 出 这 个 方 
程 的 积分 曲 而 使 含有 苔 定 的 长 条 : 
20) wD), yD UD, pO, 0) (du=pdotg dy). 
显然 ,我 站 有: 
. dp=rdrmtsdy; dg=8dr-idy, 
再 添上 原来 方程 本 身 ,就 得 到 三 个 一 -次 方 程 ,用 来 确定 在 珊 有 柯 西 
条 件 的 大 妖 有 昌黎 入 : 4% 全， yD 上 上 的 未 知 丽 数 的 一 阶 导 数 : 
durr + ys dp, 
CU 二 一 人 
CI 十 208 十 仁 == —h, 
在 这 方程 组 中 7, s, ! 是 未 知 量 , 而 其 条 的 最 由 于 (29) 是 寡 数 + 的 
已 知 画 数 。 车 所 号 的 方程 组 的 行列 式 异 于 零 , 出 得 到 二 阶 导数 确 
宇 的 值 。 因 此 , 求 二 阶 导 数 的 外 题 之 为 不 相 凑 或 不 确定 ,必要 和 充 
分 条 件 是 下 列 等 式 成 立 : 


(30) 


(81) 4= 
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或 滑 是 ' 攻 展开 的 形状 : 
[39) nd 2 dr dyte de =0, 

要 求 出 第 二 个 和 荣 件 使 能 铝 诞 问题 恰 是 不 确定 的 情形 ,就 是 骨 , 放出 
我 全 保证 方程 租 (30) 有 无 敌 许 多 个 解 。 恨 发 行列 式 131 有 一 个 一 
芥子 行列 式 必 于 老 。 为 确 基 起见 ,假定 

0, dy 
fg € | 
在 这 个 慷 形 下 , 上 方程 租 (30) 有 一 个 尾 征 行列 式 LILL; 划 , 为 了 辕 
题 是 不 萄 定 的 情形 , 必要 而 充分 的 是 对 条 侍 481) 再 添加 这 特征 行 
询 式 为 脖 的 等 式 [IT; 9]: 


= 一 dy 0, 


de, dm, 0 
0, dg, dy 一 0， 
| Ch 交 
或 考 是 展开 的 形状 ; 
【8337 wapayithdasdyt ey = 0 


还 记 起 等 式 (23) ,我 们 称 于 得 色 下 面 三 个 等 式 , 它 们 完 双 模 进 了 蛙 
征 丘 条 是 屠宰 从 方程 组 430) 水 钳 定 一 阶 导 数 时 有 无 上限 许 雪 解 答 的 
长 条 : 


rady — 2p dvayte dr =0, 
(84) 和 arena 
友人 一 六 0 十 和 
储 狼 考 典 特殊 柯 西 条 件 的 情况 : 
(85) lom = PD; 了 ea 一 下 ( 护 。 


同时 变数 5 起 公式 (29) 中 凑 数 1 的 作用, 而 变数 w 保 拉 定 值 &= 
一 Jo。 体 件 (82) 成 为 等 式 5# 一 0。 应 指出 , 这 筹 汇 不 必 恒 短 开 而 具 
要 在 彻 角 第 和 件 (3 可 5 代 久 谓 数 4 之 后 满足 。 赔 时 方程 租 (30) 有 形 
典 : 

SOv—0p; itdy=dqg; 2bs+Tot=—nh, 
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为 了 是 木 确定 , 必 训 而 充分 的 蚌 所 写 出 上 为 程 购 第 三 个 为 前 诉 雨 
个 的 推荐 。 以 吗 夷 这 个 方程 着 考虑 到 前 丽 个 方程 ;我们 得 到 下 谭 
菏 件 : 


25 dp+c dg= —h dy, 
在 所 车 的 情形 下 , 宇 苇 代 了 条 件 (88)。 粹 于 对 特殊 的 柯 疝 条 件 
C85) , 我 们 腾 有 决定 特征 发 条 的 其 下 条 件 
(86) =0; Wadpi+eady=—hdy; d=0 dyo 
条 件 c=0 表明 从 方程 (28) 不 能 求 ,。 第 二 条 件 : 
好 加 +e 轩 + h=0 
意味 着 在 直线 "一 co .上 车 定 的 最 了 和 9 满足 方程 (28), 因为 在 所 
鹏 直线 上 s= 多 及 = 更 。 第 三 条 件 糙 出 明显 的 翁 式 ; 
| sme P' (VY) o . 
133， 高 阶 导数 ”在 前 一 自我 们 沽 处 过 在 壮 定 雌 条 上 确定 二 
阶 寻 数 的 辣 题 。 沈 在 醒 到 高 阶 导数 的 确定 辣 是 。 假 定 说 , 我 们 所 
考 读 的 是 行 型 式 (81) 异 于 迁 的 情形 。 取 方 粮 (30) 中 前 两 个 的 办 哲 
分 , 大 且 关于 2 和 和 y 微分 已 烙 的 方程 (28) 。 于 是 我 们 得 到 确定 在 
所 稿 其 条 上 未 知 夯 数 的 四 个 写 阶 导数 的 四 个 一 次 方程 : 
(da) mrss 2 de dy ony + (Gy) Wryy = 
(0) Wry dp Oy ry Cp) py = 


ny 十 Otropy 人 一 了 


1 


Upey tT Dogg Cyyy = 


这 方程 粗 的 行列 式 有 形状 : 
Cam), 202 dy, (dyy, 0 
天 0， (de)® 2409 dy 《| 
GE， oF, 0 0 上 | 


0 Cs 22， ¢ 
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可 了 过 证 明 荡 行列 式 等 于 行列 式 人 也 的 举 方 ,就 是 说 ,得 异 于 零 。 实 
际 七 , 册 了 半 方程 
《87) +2by ey =0 


的 任何 破 , 租 第 二 剂 元 素 乘 7， 第 三 刻 琴 y’, 第 四 烈 乘 ?3 市 加 到 
第 一 列 去 。 这 时 第 一 列 元 崇 成 为 : 
(ao 二 7 ay}, yy dat oy dy)’, 0, 0， 
于 是 看 出 4: 是 关于 dw 和 dy 的 四 次 齐 次 争 项 式 , 击 能 被 《dm 十 
十 YQ) 除 尽 。 妾 示 式 4 中 (dw)+ 的 系数 等 于 中 ， 如 果 我 全 以 
Yi 和 Ys 记 方 程 (87) 的 根 , 肌 可 写 为 : 
d=—otdv yd (d+ ys dy)’, 
或 者 , 湛 虚 到 二 奖 方 程 根 的 性 质 : 
A Ce 0 — 2 de da -Fa d= A?, 

在 证 明 时 我 们 慨 毁 方程 837) 有 不 癌 的 根 。 但 是 如 果 等 式 4= 4 
在 让 个 慨 设 下 成 并 , 旭 当 方程 但 7) 有 等 根 时 也 要 成 立 。 为 了 确信 
这 个 事实 只 要 把 科 数 gc，5。 ec 作 一 些 变动 , 同方 程 (37) 有 不 出 的 
根 , 然后 , 把 系数 的 变动 值 趋 前 于 万 程 (87) 有 等 根 时 原来 的 值 , 等 
式 1 二 人 也 因为 趋向 于 极限 而 成 去 。 

完全 同样 的 ,我 们 能 得 浏 确定 无 个 四 阶 导 数 的 五 个 一 次 方程 ， 
并 且 荡 方程 租 的 行列 式 也 是 异 于 专 , 其 余 类 推 。 假 订 一 些 有 关 的 
画 数 是 解析 利 正 期 的 。 那 末 , 像 在 特殊 柯 西 条 件 的 情形 和 关于 7 
解 出 的 方程 的 情形 一 样 [1%7， 我 全 起 能 在 假定 行列 式 4 书 于 圭 

”的 克 加 普 通 的 情况 下 ,计算 未 知 夯 数 在 答 定 的 长 条 上 揭 各 阶 导 数 。 

- 寻 出 相 显 的 共 乐 毅 数 ， 我 们 可 以 像 在 1188] 中 一 样 , 证 明 必 的 收藏 
性 。 

现在 转 到 已 输 长 条 是 特征 长 条 的 情形 。 同 时 我 们 只 限于 堵 亲 
属 殊 的 柠 丁 初始 条 件 851。 这 些 初 姑 条 件 本 身 给 出 了 当 4&= 如 时 
8 和 轨 而 余下 要 确定 的 只 是 7+。 但 是 在 把 所 得 初始 条 件 代 入 方 入 
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(28) 时 ,由 于 (86), 我 们 得 到 恒等式 , 而 在 = ce 时 的 导数 7? 梓 看 
起 来 仍 印 完全 不 确定 。 关 于 g 微分 方程 (328) 的 两 过 
(88) ors bs Cty (Ost uP 二 or 
十 C0 十 (二 0， 
而 在 舍 虚 的 图 括 骂 中 出 现 的 吉 示 戎 , 和 在 合 4 的 导数 的 括 强 中 的 
式 子 完 人 至 相 类 似 。 如 果 把 初始 条 件 (85) 和 已 么 知道 移 二 阶 导 数 : 
Sse = ton= pC) 
代入 所 号 的 方程 ,守卫 | -=o(0D 其 不 难 驴 证 , 对 未 知 男 数 ox)， 
我 们 短 到 北 卡 扣 方 程 , 就 是 下 面 形状 的 方 各 : 
a wD BD + DD FN =0, 
其 中 a, 8, ?7 和 1 是 % 的 已 短 男 数 。 若 取 这 方程 的 任何 解 ， 按照 
前 面 的 证 明 就 知道 在 如 = 2 时 和 的 7， 由 旺 推 知 , 在 j= 二 zo 时 除了 
tau 以 外 的 所 有 盖 阶 导 数 缘 可 确定 。 为 了 确定 这 个 导数 的 初始 值 
我 们 必须 关于 2 微分 方程 (38), 大 且 用 已 趣 计 算出 的 所 有 初始 条 
件 代 外 这 样 得 到 的 方程 。 判 未 ,我 个 得 到 甘于 未 知 逆 数 ror | scm 一 
一 cz) 的 线性 徽 牙 方程 : 
oa OID + BD oF) + YW =0, 
这 个 步 膝 能 名 溢 燥 进行 。 在 求 上 还 的 艇 卡 可 方程 和 后 廿 隐 入 性 方 
程 的 积分 时 ,要 接 巡 不 断 地 引进 任意 常数 ,问题 的 一 切 困难 之 点 汉 
赫 为 选取 这 些 常数 的 值 俩 所 得 的 泰 乐 报 数 收 雍 。 可 以 证 明 ; 对 双 
昌 型 方程 可 以 接 乱 限 多 济 方 法 来 进行 ,这 就 是 营 , 通 过 特征 长 条 安 
际 上 有 扰 洪 多 个 积分 出面 ,但 我 们 不 去 撩 广 它 了 。 因 此 ,条 人 (36) 
或 者 更 一 般 些 , 条 尾 (34) 是 存在 积分 些 面 使 食 有 类 定 的 特征 长 条 
的 必要 和 之 下 条 件 , 这 些 条 件 是 衬 姑 条 件 所 必须 适合 的 。 
作为 例题 来 考 避 最 和 位 单 的 抛物 型 二 阶 方程 : 

(39) 一 起 一 及， A wy 

此 时 5&=5=0, c= 一 1, 而 方程 (93) 给 出 d5 一 0, 即 3= 常数 。 


—- 
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在 就 闫 解决 柯 葡 状 题 时 , 沿 每 条 线 ?一 oo 必须 有 某 些 特性 。 假 定 
党, 我 们 有 特殊 的 柯 西 条 件 (85)。 在 方程 (39) 中叶 gg 一 网 ， 和 
到 册 ( 幼 一 1 人 ， 于 是 可 网， 夯 数 忆 扫 由 已 烙 画 数 wy 完 
定 。 尖 对 设 于 (36) 的 第 二 个 条 件 满足 的 必 秘 性 。 因此 在 这 ， 和 
下 仅 葵 出 (38 的 第 一 个 条 件 就 够 了 。 

关于 w 微分 方程 (39) 并 贯 2 一 ‰， 我 们 完 人 至 确定 了 初始 佳 ; 
| 一 %pa7( 力 。 有 了 这 个 初始 值 , 半 于 对 (89) 徽 从 两 次 是 倒 
» 一 to 我 们 得 到 当 4==w0 时 关于 4 的 三 阶 导数 的 初 结 值 锋 颖 ,在 所 
苍 定 的 情况 下 ,关于 =“ 的 导数 的 初 寻 秆 按 路 一 的 方式 确定 ,而 上 述 
身 耸 方 入 退化 为 有 限 关 牧 式 。 嗓 然 确 定 了 当 w= 时 甘于 放 的 所 
省 阶 数 导数 的 初始 从 ,我 们 就 能 作出 相应 的 泰 乐 航 数 。 仅 在 9 人 
是 整 画 数 并 满足 某 种 附加 条 件 的 情形 下 它 在 二 sw 的 对 城 地 为 妆 
黎 。 我 们 纪 起 在 考虑 乱 界 福 轴 上 的 热 伟 导 癌 题 时 [TTI; 各 4, 合作 
出 方程 (89) 的 满足 (85) 的 第 一 个 条 件 而 取 定 积分 形状 的 解 。 这 
时 , 肯 然 者 须 假 定 (人 是 整 男 数 。 为 了 由 来 用 [II;2044 中 过 去 的 
和 号 , 应 当 在 方程 (39) 中 改 & 为 轨 g 为 % 并 在 [IT 2 人 4 的 方程 
中 慨 堂 民 二 1， 

如 果 我 全 诈 p (的 =0, 显然 , 就 得 到 方程 (89) 的 解 恒 锋 于 辟 。 
我 们 二 明 方程 (89) 述 有 陈 一 点 Y=0, t= -oo 而 外 庄 吓 疗 祥 初 站 条 
件 :vj-a=0 的 初等 解 。 假 定 发 ， 


[和 ) 站 一 1 -Rs 当 p> fo ， 
1 pp 是 
(403) - 影 一 和光 了 二 加。 


责 数 {40} 应 及 它 的 一 切 导 数 当 2 (从 较 大 网 千 ) 直 向 于 入 时 
趋 近 于 零 , 叉 基 弦 ,由 到 式 (40)) 及 (40;) 所 确定 的 曾 数 和 它 的 一 切 
导数 当 通 过 硅 线 4 一 2 时 候 持 连 辕 , 而 在 这 让 线 本 身 画 数 % 和 省 
前 一 切 委 数 是 需 。 上 共有 点 =， y= 有 例外 ,在 这 一 点 所 作 的 覆 
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数 有 奇异 性 。 让 楼 微分 (40:) 可 首 定 所 作 丙 数 漠 足 方程 (89)。 在 
直线 = 一 mo 上 各 点 所 作 的 面 数 自 然 已 经 不 是 的 解析 而 正 旭 的 画 : 
数 ; 六 为 在 这 碍 结 的 左 方 它 恒 等 于 圭 , 而 在 右 方 引 于 圭 。 因 此 所 作 
的 丙 数 不 能 表示 为 (一 80) 的 正 整 才 葡 的 秦 乐 级 数 。 盟 ov 种 痊 
出 基本 热源 的 解 相差 的 是 常数 因子 [II;209] 。 

134， 实 的 和 道 的 特征 ”既然 方程 (28) 的 系数 不 羽 各 及 多 
而 且 与 wy %; 9 有 关 , 只 要 固定 了 一 亲 容 间 (0 VD 们 的 某 一 
点 ,我们 就 能 确定 方程 的 类 型 。 同 时 ,车 玉 一 aco>0， 划 我 们 有 台 
曲 型 ,着 癌 一 ae<0, 划 有 构图 型 , 著 中 一 ce 一 0, 贡 为 抛物 型 。 候 瑟 
我 们 已 给 定 革 个 长 条 (29) ,上 且 沪 屁 是 实 的 。 如 果 沿 这 其 条 我 们 的 
方程 属于 构 圆 型 ， 天 太 各 (的 磊 加 的 直 法 六 不 林峰 化 为 加, 由 此 兴 
知 ， 没有 尘 的 兵 条 能 是 特征 其 条 。 往 后 我 们 只 考察 双 曲 型 。 


(392) 是 关于 加 的 二 灾 方 程 。 在 汉 曲 型 的 情形 ， 机 个 


概 , 我 全 用 lg, yy Hy Ps 9) 各 Wz, yy Ds | 业 记 ,入 样 一 
来 ,上述 方程 分解 为 二 ， 鸣 一 jdzG 二 1 2。 因此 替代 方程 (84) 
我 们 表 写 出 两 个 方程 组 : 


dy— Ha d= 0 

(41) dm Apthu dre dg=0 GG=1, 2) 
d= H+ dy 

它 对 应 于 两 个 特征 租 。 


转 划 简单 的 精 形 是 这 样 的 ,方程 关于 二 阶 导数 是 贸 线 性 的 ,就 
是 说 , 当 有 系数, 5 及 5 仅 与 自 变 量 (2 切 有 关 的 情形。 这 时 亲本 
方程 (32) 变 成 变量 为 x 和 与 4 的 一 防 常 微分 方程 : 

a{e, ya — bw, as dy ey, Hd, 
在 双 曲 型 情形 萎 在 (%，, 幼 平面 .上 确定 均 族 昌 入 ; 通常 称 之 为 廊 程 
(28) 的 兰 征 曲线 或 特征 。 每 条 特征 曲线 的 特性 是 这 样 的 , 如果 我 


410 第 三 这 仿 微 俘 方 程 的 一 般 理 计 


们 沿 这 曲线 给 出 某 种 柯 西 条 件 ,， 就 是 说 , 画 数 人 第 的 -一 附 导 数 ， 
计 样 得 到 的 长 条 或 者 引出 关于 二 阶 导 数 不 相 容 的 方程 组 (30) , 或 
凌 就 是 特征 长 条 。 对 于 不 是 特征 的 每 条 有 曲 黎 , 任意 柯 西 条 件 肯 局 
一 阶 和 以 欢 的 各 阶 导数 得 以 确定 。 在 柄 图 型 情形 , 方程 (32) 关于 


吃 二 有 诬 根 ,我 们 在 (2， 幼 简 面 上 就 没有 特征 曲线 。 如 果 我 们 直到 


2 急 的 复 素 值 ; 刚 从 方程 (82) 能 得 到 处 的 特征 。 闻 时 ,一 切 
画 数 自然 要 发 为 解析 的 , 最 后 , 在 抛物 型 情形 , 方程 (32) 使 我 们 在 
平面 (z, 分 -上 有- - 亥 竺 征 曲线 。 应 用 (89) 的 糙 时 ,我 们 上 见 到 , 在 化 
方 租 为 标准 形式 时 , 我 们 取 过 特征 曲 缕 族 作为 平面 (x, 的 上 的 华 
标 曲 黎 。 

185， 基本 定理 ”和 -- 阶 方程 的 情形 完全 一 样 ,在 求 方 程 的 各 
分 时 和 征 流 形 起 重要 作用 。 在 这 里 我 们 有 一 些 基本 定理 , 而 和 对 
于 一 阶 方 程 有 过 的 那些 定理 党 全 相 类 似 。 

假定 褒 , 方程 (28) 的 两 个 积分 曲面 沿 空 间 (zy, ww) 的 革 划 六 
i 具有 有 把 阶 接 击 , 就 是 梧 , 泊 这 曲线 积分 曲面 有 公共 切 平 面 , 可 是 
这 些 积分 曲面 的 某 些 高 于 一 芥 的 导数 沿 这 曲 嫉 是 不 同 的 。 不 难看 
出 ,这 曲线 和 洪 着 它 的 切 平面 -起 必须 是 特征 长 条 。 事 实 上 ,车 不 
-是 这 样 ， 从 [18331 的 蔽 葵 推 知 , 我 们 便 得 到 沿 曲 线 各 阶 导数 完全 
确定 的 值 。 因 此 ,我 们 有 下 面 定理 : 

定理 1， 洲 南 积 分 曲面 沿 曲 烧 上 具有 有 限 阶 接触 , 则 这 曲线 
速 同 相应 的 切 在 面 成 为 特征 长 条 。 

特征 长 条 和 的 革 本 性 质 是 那样 的 事实 , 沿 这 长 条 由 方程 求 二 险 
导数 时 下 引出 不 定 方程 粗 (80) 。 这 性 持 自 然 与 自 变量 的 选取 因 
区 ,因此 ,我 们 得 到 下 面 定 现 : 


rr 


入。 


Me 
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Er 


证 有 方程 (28/ 的 某 一 积分 曲面 。 在 站 曲面 上 5 Pp, #9 是 自 变 

量 (gz, 轨 的 确定 的 面 数 。 把 方程 (28) 的 系数 中 的 wu p， 9 用 它们 
关于 他 切 的 吉庆 式 来 代 , 我 俏 得 到 这 些 系 数 关于 (2, 从 的 确定 的 
表达 式 , 而 方程 (82) 蚌 一 阶 微分 方程 , 在 曲面 SS 上 确定 出 系 曲 线 。 
沿 每 条 这 样 的 曲 缮 ! 强 满 足 方程 (%8) 和 方 各 (82) ,并 且 不 难 竺 出 ， 
滑 这 曲 妈 世 必 须 满 中 (3 和 9 中 第 二 个 方程 。 洋 际 .上 ,如 时 它 不 满足 ， 
那 末 我 全 就 有 为 了 多 害 一 阶 导 数 的 不 根 容 的 方程 粗 , 这 辣 由 曲 敦 | 
和 积 耸 曲 钾 8 的 切 平面 所 狂 定 的 长 条 属于 积分 曲 曾 8 的 那个 事 
实 相 子 盾 。 因 此 ,我 们 得 到 第 三 个 先 理 : 

定理 3, 三 个 积分 曲面 衣 稚 特 Mr 天 

注意 到 ， 若是 保持 在 实 的 范围 内 ， EN 能 在 双 曲 型 和 抽 _ 
物 型 的 情形 下 长生， 并 朋 雁 双 昌 型 的 鱼 形 ,入 们 能 用 罗 族 恰 征 长 条 
深 避 盖 积 分 曲面 。 

现在 渤 明 族 定 理 , 世 就 是 以 下 殉 第 四 个 定理 : 

定理 4 和 如 果菜 一 族 转 征 长 条 轰 应 曲面 S: Y=uls, 切 ， 而 
a mE 有 到 一 阶 为 目的 连 缠 导数 , 则 这 曲 刚 这 册 重 是 方程 《28) 站 的 人 
面 。 

验 有 曲面 ”为 一 族 特 征 长 条 所 壬 盖 ; 这 些 其 条 满足 大妈 人 和 
沿 每 个 这 样 的 长 条 我 全 有 : 
位 太一 站 0 十 8 9 十 

将 dp 和 qdg 的 表达 式 代入 方程 (8 和 ， 7 程 : 
8 二 Car 二 ct 二 om dot es dr = 
od 29 dw dy Fe dw? = 0, 

第 二 这 科 8 而 从 第 一 式 未 减 , 并 且 必 须 活 处 漳 由 于 sz 辣 9 是 自 谈 
量 , 微 分 ze dy 蜡 于 零 , 我 们 就 得 到 薪 本 方 者 (98)。 

在 一 阶 诺 程 的 情形 ,我 们 有 过 关于 特征 长 条 的 普通 的 常 微 分 
方程 组 , 由 于 这 样 ,一 航 慨 微分 方程 的 积分 问题 就 化 为 常 微 分 方 程 
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条 的 积分 问题 。 在 现在 的 情形 下 , 方程 粗 (84) 是 关于 瑟 个 未 知 夯 
数 的 三 个 (从 徽 分 ) 方程 。 在 列 准 - 齐 姑 他 (Levi-Civita) 的 论文 中 
(Math，Annal. 97) 指出 如 何 来 扩大 方程 租 (84) , 而 使 能 得 到 
“具有 峙 殊 形 状 的 含 五 个 未 知 夯 数 的 五 个 一 阶 徽 从 方程 的 方程 组 。 
对 这 方程 组 被 确 完 的 方式 作出 福西 问题 的 解 ， 这 也 就 导出 对 方程 
《28) 的 柯 西周 题 的 解 。 

在 下 一 眉 我 机 来 考察 当 方 程 租 (34) 有 各 从 的 特 丈 情形 。 


186， 中 关 积 分 为 以 后 计算 的 方 全 起 见 , 改变 确 定 特征 其 条 的 方程 直 
(9 为 新 形状 。 妈 起 盖 次 方 各 根 的 基本 性 质 ， 我 人 能 写 Am= 上 ,并 利用 这 
个 等 式 ,我 们 可 改写 在 :=1 时 方程 组 ( 虹 ) 为 形 舌 : 

CE ap+ psdg+ bdr=0; du (p+ qm) dr=0, 


第 二 扯 ( 当 1?= 轨 方程 队 上 一 粗 交 找 字 序 击 和 吉 而 得 革 。 要 求 出 这 样 的 
夯 数 (ay Wy py 拉 3 秆 它 多 全 微分 齐 于 方程 (42) 丽 等 于 属 : 
(43) Vodrtv ydytV, ddr ap Vo dg=0, 
从 方程 租 i429) 确定 dy; dw 及 本 并 代入 上 方程 的 六 碳 我 们 应 当 合 其 余 的 微 
分 和 和 和 4 的 系数 等 于 需 。 因 此 , 原 求 族 柄 数 了: 
(44) [1 
是 方程 机 (3) 的 积分 ;必须 和 且 上 内乱 使 轴 数 满足 以 下 十 个 钱 狂 齐 次 一 阶 偏 微 
分 方程 
(45Y (re ra 一 一 Vr,=0, 

Lr 一 Pa 一 个 。 

若 旺 我们 在 这 些 方 穆 中 交换 由 得 韦 的 位 置 , 藻 末 得 到 类 做 的 方程 相关 纺 示 
画 数 下 是 特征 其 条 的 第 二 方程 查 的 和 分 的 必要 和 充分 穆 件 。 方程 相 (457 的 
求解 万 法 ;我 们 在 [4120 中 己 有 用 进 。 候 定语 , 我 们 能 孙 出 这 方程 和 的 等 于 澡 
数 的 显然 解 以 外 的 解 。 我 俏 阔 朋 , 这 时 一 阶 方程 (44) 的 健一 个 解 ， 解 ; 藻 厅 是 奇 
解 , 就 是 我 们 的 方程 (28) 的 图 。 实际 上 ， 企 所 荃 虑 的 情形 ，F 的 笃 微 分 由 于 
( 委 ) 而 必须 为 铸就 是 说 ,应当 是 这 些 方 得 次 边 的 窟 性 相合 : 


C48) Aayaldy md) +8 (dp udg + Ear) 于 ?Ci 一 az 一 人 Da 
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设 有 方程 (44) 的 其 积分 曲面 9。 在 这 昌 面 上 加 bp; 9 是 (的 .的 确定 画 歼 ， 
又 求 一 阶 方 程 红 一 点 dx=0 的 积分 ， 我 仙 得 到 各 盖 曲面 总 的 某 曲 秀 族 。 此 
外 ， 党 这 些 曲 赵 我 们 显然 席 有 嫩 一 2 用 + 和。 注意 到 ， 由 于 刚直 所 误 的 公 
式 (40) 中 的 & 和 和 7 后面 的 因子 溢 助 焰 等 于 宪 ; 因此， 我 从 洁 这 上 击 钱 出 就 是 溢 
曲 硬 得 到 生起? 


i (ap Tug 二 dr) 一 0 


近 条 位 ; 积分 申 画 六 不 基 窜 解 ， 击 此 摸 知 公式 人 43) 在 过 加 茎 三 的 条 长 蜡 于 
替 。 从 此 导出 8 六 0 井 挫 知识 我 们 的 曲 粮 ，(42 的 所 有 三 个 广 各 和 满 是 ; 就 是 
浴 ; 骨 面 8 被 方程 (23) 的 特征 其 条 万 避 辣 。 然 而 内 过 吕 J 的 第 四 个 定理 , 便 知 
荡 昌 而 是 方程 (28) 的 积分 上 曲面。 因此， 有 了 积分 (44) ; 再 求 一 阶 方程 (4 六 
积分 + 我 们 就 得 到 方程 经 切 的 其 一 类 前 。 恨 定 千 ， 我 信 能 和 能 求 得 方程 (各 ) 解 
坪 个 独 音 解 太 及 内 此 时 ,对 于 任意 竹 了 的 男 笋 下 所 作 隔 赤 达 式 了 一面 (Fo 
也 是 诅 程 万 (45) 的 部 ， 而 我 们 谣 有 含 任意 醒 数 鲁 的 方程 租 (22) 的 如 下 租 积 
i 
‘47) LE 
设 已 求 得 方程 (28) 的 积分 曲面 含有 邯 定 长 条 (20)。 在 丽 数 五 和 Ta 中 ,将 
wy 人 0 人 志 这 俏 的 表达 式 429) 来 代 , 我们 得 到 参数 二 的 二 个 确定 的 苹 煞 ; 
但 区 利 去 区 ja 同时 少 程 过 记 比 为 形 亲 和 全 一 盏 [wp 四] 二 0。. 符 代 # 导入 诈 
将 数 5 一 ta 人 。 关 于 主 解 出 这 诅 程 ,得 玫 上 to) 出 上 面 的 等 式 以 变量 5 震 
出 ,就 使 我 们 确定 了 图 数 的 形状 (0) mLw(e)]。 在 画 数 Stp) 的 形状 确定 
之 后 ， 方程 447) 就 是 确定 的 一 阶 方 释 。 对 它 求 解 在 初始 条 件 (29) 下 的 柯 西 辣 
题 ,我 们 世 车 得 到 对 方程 (38) 袖 证 闫 题 的 解 。 方 程 术 (42) 的 或 由 交换 站 与 
请 所 得 的 类 们 方程 棚 的 每 一 积分 通常 称 为 方程 (29) 的 中 间 各 分。 我 们 指出 ， 
如 果 方 程 粗 (45) 是 完 侈 的 ; 那 末 它 就 有 三 个 独立 的 解 。 训 腑 证明, 这 俯 形 只 
在 二 二 Ha 时 能 链 斑 于。 
出 注 假设 =0， 而 系数 0，b 及 上 是 常数 或 者 只 与 四 其 中 月 美 。 此 寺 
站 币 ， tta 也 只 是 网 了 与 4 相关; 音 雪 求 得 内 和 PP 及 8 有 关 交 下 ) 我 们 就 能 求 到 
方程 租 (45) 骨 解 。 击 于 一 0, 第 一 个 方程 当 任 总 选取 了 (py 9) 时 满 是 ; 并 且 
我 全 得 到 为 了 和 铺 定 了 的 一 个 注 程 ; Fo 一 potp; 提 玉 = 二 0。 求 得 这 方程 的 锅 
Fiipy 9 ; 我 们 得 境 一 阶 方 程 Fatp 外 = 常数 ; 它 的 径 个 解 就 满 吓 原 末 的 二 
险 方 各 。 付 代 点 雪 ; 网 我 们 也 可 利用 方程 (32) 和 的 第 三 个 很 贞 tp; 们 ， 而 粮 
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到 另 一 个 一 阶 方程: ya(py 9) = 常数 。 
137. 秋月 -安培 尔 方 程 ” 所 有 上 上述 的 特征 长 条 和 中 并 积分 的 理 桨 能 起 
接 推广 到 较 一 般 类 型 的 方程 上 去 ，、 就 是 关于 ry s; 以 及 光一 “为 生性 的 广 
程 ! 亦 邹 下 面 形状 的 专程 : 
6 十 站 及 汪 时 十 责任 一 勇 ) 十 下 二 0 (gy), 
必 通 常 称 为 鼻 日 - 安 瑶 尔 古 种 。 裔 已 葵 定 某 长 落 , 洛 者 法 式 
A=e db ar dy+edr tg dpi an 
异 于 零 ， 朋 洪 这 长 条 确定 的 二 阶 导 雪 全 是 单 值 的 。 落 这 个 装运 式 变 成 等 ， 从 
式 于 ; 
B=udpdyi+hdrdyiedo dt+o dp dg 
异 于 寺 ; 郑 林 为 了 袖 定 二 阶 导 数 就 引 | 潮 不 相 容 的 注 程 租 。 特征 长 条 由 墩 下 三 
个 访 程 确证 
A=0; B=0; 人 一 
若 以 内 及 后 来 肥 沪 程 
A hn GE 一 8 一 小 
的 模 ， 丙 粗 特征 长 薪 能 由 以 下 的 方程 相 来 确定 : 
8 CD 十 B 十 站 d=0; gy AgFio dy + udr—0; du=p d+ oq ty, 
第 二 杂 由 所 写 方 程 改 变 同和 二 各 的 位 置 向 得 到 。 所 有 这 些 结 前 完全 和 以 前 相 
类 亿 地 能 用 夺 算 得 到 。 对 填 汪 日 ~ 奖 增 尔 方 程 , 在 [136] 中 霸 延 的 基本 定理 扔 
然 成 于 
在 求 中 间 积 分 时 ,替代 方程 粗 (46) , 我 们 有 方程 粗 : 


性 
Votppam sy Vo 2 Vad, 
VoorVu— Fo LV,=0, 
个 袜 了 3 


第 二 租 可 以 梨 前 面 一 样 从 写 用 的 方 程 谈 换文 字 由 各 而 得 到 。 所 有 上 述 的 
中 辆 积分 的 性 质 也 伪 旧 止 确 。 


1 和 .任意 个 数 四 变 重 时 的 特征 ”现在 要 考虑 有 和 伍 坦 个 数 自 
变量 的 二 阶 方程 : 


(48) Damas te 0 (up 一 au)， 
和 而 未 写 出 的 各 项 大 含 二 阶 导 数 。 系数 er 暂时 将 假 识 只 同 自 次 量 


re ee me mr ee rl ee — 7— — 


188. 他 帝 个 数 自 次 其 时 的 特征 于 5 


必 有 关 。 在 这 情形 下 我 们 只 限于 诲 晶 那 样 的 条 体 : 人 方程 (48) 速 
同 柄 西 初始 条 件 不 糖 出 四 和 值 确定 二 阶 导 数 的 可 能 性 ,就 是 说, 在 求 
这 些 导 数 时 引 册 不 相 容 性 或 不 确定 性 。 此 条 件 类 但 于 两 个 自 变 最 
情形 的 条 件 (83)。 我 们 开始 在 柯 西 初始 条 件 有 特殊 形式 

外 | wei =P{mey Bn 一 
的 情况 下 考虑 我 们 的 问题 ， 这 些 条 件 合 我们 有 确定 在 赵 平 面 v1 一 
一 249 上 所 有 一 阶 导数 和 除 zs, 以 氏 的 所 有 二 阶 导 数 的 可 能 烤 。 
为 了 确定 导数 so, 我 们 必须 利用 方程 (48) 本身, 而 在 其 中 师 沪 = 
= 若 这 村 惟 生 wi 天 0， 球 末 对 所 祝 的 导数 就 有 了 确定 的 秆 。 
若 拖 所 说 的 导数 代 久 之 后 出 现 了 011 一 0， 那 来 我 们 或 者 引出 不 可 
能 的 等 式 ,或 是 得 到 恒 敌 式 。 因 此 ,在 特殊 柯 西 条 件 的 情形 下 所 求 
条 件 有 形状 : 


(49) ti = 
现在 转 到 一 浴 恼 形 , 当 柯 次 初始 条 任 狂 定 在 莽 起 山 面 上 : 
{50) om Wn) = Oo 


除了 在 最 后 式 子 中 出 现 的 画 数 mm 而 外 ,再 引进 人 -有 个 醋 数 
est2ay 人 能 名 作 自 次 最 的 变换 : 

(51) =p Pa) 《8 一 二 1), 

就 是 说 , 使 得 最 后 旗 万 程 通关 于 wu 解 出 。 把 对 原 率 变量 的 导数 用 
关于 新 变量 的 导数 过 日 , 而 只 号 下 出 现 我 们 所 关心 的 导数 的 闫 些 
项 : 


变换 后 的 方 程 将 有 形状 : 

dw = 
其 中 
(59) gi < cod OOF 
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而 未 号 出 的 尘 项 不 合 避 数 win 。 由 于 (如) ,对 变 后 方程 ,初始 条 件 
着 定 在 起 平面 上 一 0， 也 就 是 有 特殊 形状 。 因 屿 , 在 这 情形 十， 
我 们 能 利用 条 件 (49) ,不 过 只 是 在 新 自 变 量 之 于 。 考 虚 到 (52) , 因 
殖 我 们 能 斯 定 为 了 超 曲面 (50) 上 的 柯 西 初始 条 件 在 求 二 阶 导 数 时 
会 引出 不 相 容 性 或 不 确定 性 直 见 ,其 必要 而 充分 的 是 而 数 om 在 条 
锋 os 一 0 王 满 是 方程 ! 


(58) 0 
澳 包 族 蛇 , 就 是 方程 (68) 由 于 方程 (50) 而 满 皇 。 每 一 个 满 是 这 条 
件 的 超 曲面 称 为 方 各 (48) 的 特征 曲面 或 履 征 。 

洲 是 我 们 固定 了 任何 一 点 机 oz，…, 2 ， 旭 在 这 点 系数 
zw 有 确定 的 值 , 记 之 为 < 罗 。 证 --- 向 量 的 实数 支 晤 oa， …， av 满 是 
方程 : 


(53)) > 


期 所 对 应 的 方向 称 为 在 点 io 的 特征 法 钱 方 徊 。 方 各 (53) 锋 价 于 
福 曲 面 Qt) 一 0 的 每 一 点 , 这 曲面 的 法 线 方 向 是 特征 法 
辣 太 和 癌 。 洲 曲面 请 (os 一 山 是 这 样 的 ,在 和 各 点 的 浅 线 谋 疝 无 一 是 
符 征 的 ， 研 是 名 ， 招 这 曲面 方程 65 和 的 左 动 异 于 劣 , 则 由 以 上 所 六 
推 知 ,在 施行 变数 变换 (51) 之 后 ,证 程 ( 招 ) 可 改写 为 形状 ; 


[481 全 = 有 如 十 p> Qlrtla: im “ 


并 日 曲 而 访 变 为 平面 tL 一 0。 这 提供 了 把 初 巡 条 人 御 在 所 流 曲 面 上 
的 柯 西向 是 改变 为 初始 条 件 在 平面 si= 0 上 的 柯 西 周 题 的 可 前 
狂 。 若 方程 (48) 有 解 桥 特性 一 -一 例如 只 是 线性 的 而 有 解析 的 系 
数 ,曲面 不 是 葡 征 的 , 并 且 wi 是 解析 夯 数 ,于 来 在 适当 的 条 件 
下 , 变 后 的 柯 西 痢 环 能 按 妥 柯 达 列 夫 斯 上 证 嫣 定 还 来 解 。 若 曲 商 号 
基 对 年 的 ,出 夯 数 4 和 辣 的 一 阶 司 导 数 之 间 必 有 某 称 半 有 系 式 联 系 。 
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寺 实 上 上 , 2 和 它 的 眉 导 数 在 8 上 之 值 可 用 在 平面 如 二 0 上 疗 样 豚 
这 当下 示 , 凤 之 亦 成 下。 识 当 由 一 0 时 ， 
Uo= olfo, "yg Tn) ; Wzs = WP1 (Wa "ry a) 


日 
yt 一 Bo (£=2, "No 


若 总 是 等 征 遇 面 , 旭 在 变 后 万 答 中 , 当 =0 寺 gs 二 0 我们 有 廊 
程 : 


袜 ， Giliztog 十 olant 0, 
其 中 未 号 出 各 项 只 会 一 内 导数 。 册 此 得到 画 数 po 和 pt 之 措 的 联 
节 : 
do 
2 Ci Ov 2 -十 > a 区 … 一切。 


et: 
一 般 恰 来 ,这 关 采 式 不 雇 汶 关于 po 与 gp1 的 本 村 
静 在 假定 系数 ass 不 仅 与 后 而且 同 及 及 和 二, 相关。 在 (nn 一 1) 
俊 流 形 (50) 上 的 和 柯 西 刹 站 条 件 和 任 一 二 个 参数 相关 。 恨 裔 类 
vr 是 这 些 盎 数 。 把 这 些 打 姑 条 件 的 起 还 式 代 人 渍 数 ar 我 们 仍旧 
得 到 方程 (53)， 它 必 须 由 于 5) 而 满 是 ,这 就 下 以 决定 在 共 定 的 杆 
始 条 件 K 明 面 cd 一 站 是否 为 特征 旧 面 。 
往 后 我 们 疆 于 考虑 对 数 ak 只 与 % 有关 的 情形 。 我 们 注意 ， 
著 矿 种 (48) 属于 桥 说 型 ,于 末 就 如 同 在 雨 个 自 变 蔓 的 情形 -- 痒 ,五 
条 (58) 除了 ai 一 常数 而 外 不 下 能 有 实 的 解 。 这 最 后 的 解 对 于 我 
铀 的 西 明显 然 是 没有 兴趣 的 。 
39， 双 特征 方程 (53) 必 须 由 于 (50) 而 得 满足 。 现 在 要 求 
贞 这 方程 关于 友和 恒 注 是 。 环 时 方程 (58) 将 是 通常 的 一 阶 伪 匆 分 
方程 ,着 及 它 的 每 一 个 解 若 不 是 常数 , 将 给 出 不 是 一 个 等 征 而 是 整 . 
埃 峡 征 : 
《Ed df 
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黄 中 0 基 性 何 常数 。 反 之 ; 为 了 最 后 的 方程 对 任何 常数 确定 一 
族 特 征 , 必要 而 充 共 的 是 wi 满足 方程 (53)。 同 以 前 罕 全 一样 ， 
[100] , 可 以 未 明 每 一 个 特征 能 包含 在 形状 (5 区 的 族 中 ， 办 之 方程 
(58) 的 解 就 烙 出 所 有 的 特征 。 

在 数学 物理 方程 中 自 变 量 之 一 ,也 就 是 有 时间, 和 折 余 的 通常 硝 
定 密 间 举 标的 变量 相 比 较 占据 特 兢 地 位 。 以 后 我 们 认定 这 个 特殊 
自 变 量 为 变量 6， 并 记 加 = 矶 对 其余 变 直 我 位 引 用 所 导 021)… 5， 
也 就 是 假设 wm 一 om 上 I。 

夫 上 曲面 广 程 (60) 为 关于 鞋 解 出 的 形状 :to 人 aa 0) 一 上 0 
并 认为 又 数 au 与 证 无 基 。 

把 方程 :一 w=0 的 左边 代 久 方术 (58), 我 们 得 莘 关 于 父 数 名 
的 以 下 方针 : 


Sv Bw 2m oa 加 
(B65) 2 Gtk 2 Oy, 2 {Tn Ew 二 en 0, 


这 考 程 应 法 满足 ,严格 地 鹃 ,是 由 于 t=@ 而 清二。 然而 它 完 双 不 
人 镶 字 得 因此 我 们 能 肯定 它 必须 恒 满 是 。 回 到 一 般 情 形 , 考 虚 方 
程 (68) , 并 写 下 对 应 于 这 个 一 芥 方 程 的 柯 西 方程 组 。 方 入 (59) 不 
包含 页 数 o: 本 身 , 因而 在 所 对 应 的 柯 着 施 程 粗 中 ,我们 扰 须 写 出 
包 合 doi 的 闭 个 比 匠 。 这 桩 ,我 们 得 到 以 下 的 常 微 秀 方程 粗 : 


(B63) 2 2 SH, 


(562) Sp = -总 3 Pei 

其 中 。 为 菜 坦 助 参 数 。 到 某 一 族 特征 超 曲面 os (wz，…, tm)=0 并 
省 加 一 3。 同时 2 用 (zb …，o) 坡 达 , 知 把 这 些 表达 式 代 到 太 
程 (56,) 的 右边 ， 我 们 得 到 关于 w1,…, mm 的 一 阶 方 程 组 。 车 取 这 
方程 狂 的 任何 解 , 井 代 太 上 站 po 通过 (er …， gg 的 表示 式 ,出 不 


作 1 2， 但 


1 或 特 征 得 二 


一 


难 咏 让 所 得 的 画 数 将 请 足 方程 56 。 实 际 .上 : 


dp OO de El Ow Om 
(87) ds 会 Bt, an ds 2 二 区 Bt， Bm Ci 一“ 2 By Gio 


更 改 方程 人 63) 中 标 数 中 为 7, 着 关于 wm 微分 击 过: 


2 
,人 Be p+, bl 人 2 Dy 十 > a Bor, 


由 于 gy 二 wn 后面 两 和 式 彼 此 相等 , .区 利用 这 个 恒等式 我 们 能 改写 
公式 (67) 为 形 轩 : 


pe 8 
a Bo Bo t psy 


这 和 方程 (662) 相 一 至 。 应 指出 等 式 49 同时 是 方程 得 (561) 的 积 


分 。 蔚 实 圭 : 
Co 己 Bc 2 Os 
Us KE=I Er 2 2 “人 


而 最 后 的 和 式 和 于 (6) 而 等于 党。 有 (es，… 四 的 杰 间 
,的 那些 曲线 , 若 由 于 求 方程 粗 (56 积分 的 粘 果 而 得 到 ,在 其 中 
时 pi 各 ， 则 称 之 为 对 应 于 特征 曲面 粗 w1 一 0 的 汉 特征 。 

者 在 求 方程 硼 (6561 种 分 对， 我 俏 取 某 超 曲面 et 一 Co 上 的 点 
作为 初始 值 xx， 出 所 有 对 王 的 双 特 征 将 著 在 所 响 的 超 目 本 上。 就 
是 股 ,方程 (48) 的 每 个 特征 旭 错 能 由 双 特 全 楼 成 。 现 在 指出 方程 
组 (56,) ，(56s) 的 解 产生 转 征 超 曲 面 的 卷 此 条件。 曲面 (5 和 是 六 
中 的 (nm 一 1) 厅 流 形 。 在 双 特 征 的 方程 中 卉 现 寡 数 8, 基 此 扒 知 为 
了 形成 特征 超 曲 而 必须 取 与 (n 一 9) 个 参数 有 关 的 双 特 全 族 。 我 们 
假设 ,出 现在 方程 组 (561) 与 (562) 的 变量 的 初始 储 op 和 pf 与 
人 一 归 个 参数 和 …， zs 有 关 。 重 复 和 406] 中 的 内 芥 , 不 难 其 定 ， 
要 使 所 得 到 的 双 特征 族 痊 出 特征 超 曲 面 ,必须 且 只 须 使 .上述 初始 
值 满足 以 下 关系 式 [110]: 


{58) > dep p=0 
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志 CD) . 
(59) 六 -0 (j=1，… 


其 中 ql 是 代 二 起 ?到 表达 式 er 的 转 果 。 亲 时 , 预先 腿 定 变 其 
(ty 的 0 一) 阶 丙 数 生 刘 式 中 至 少 有 
一 个 丑 于 震 。 

一 切 所 说 的 灶 困 由 求 一 阶 方程 积分 的 柯 西 方 湛 可 楼 扒 出 
[401。 在 当前 铺 况 下 , 非 本 沉 的 复 淋 化 在 于 所 求 积分 曲面 的 方程 
是 淆 式 的 oa oo == 口 ; 丽 与 之 相 联系 的 柯 西 方程 诅 (56) 于 
不 包含 俩 数 wi 本 身 的 那个 事实 。 

在 数学 物理 中 方程 (58) 的 冀 积 共 上 曲面 , 也 就 是 所 家 这 方程 的 
尾 手 和 角 雏 起 着 重 昌 的 作用 。 此 特征 此 面 按 前 这 方法 得 和 到， 如 果 我 
税 假 改 ?国定 了 , 即 ( 角 锻 的 硕 上 成 ) 竹 贿 数 无 关 ， 有 而 pW 受 条 件 
(58) 的 站 制 。 注 沪 到 由 这 个 方程 确定 多 个 量 wp 和 为 .ty 一 了) 个 参数 
的 画 数 。 由 于 方程 (58) 的 齐 次 性 , 参数 之 一 作为 BY 前 的 因子 。 
不 难 且 证， 当 改 为 二 。 及 go 为 upx 时 , 其 中 a 与 颁 关 , 方程 
(63) 和 (662) 大 不 改变 。 作为 嘱 "前 的 因子 的 参数 因 丽 是 多余 的 ， 
因为 它 凡 正和 世 过 3 而 出 现 。 所 以 ; 例如 我 们 能 假定 量 p22? 中 的 一 
个 等 于 1。 

车 系数 az 是 常数 , 那 末 方程 (665) 小 表 ps 必须 是 常数 ， 丽 我 
鲍 从 方程 661) 测 册 ,名 是 8 的 一 次 多 项 式 ) 就 是 苹 , 老 ar 是 常数 ， 
出 双 尾 插 是 及， 中 的 星 移 。 

. 考察- 个 重要 的 特殊 楼 形 。 引用 .上述 记号 网 一 # 并 考 户 特 殊 
形状 的 方程 : 


(60) * 和 上 ,人 ris ms 中 := 人 , 


其 中 到 一 有 一 革 和 曾 系 数 tp 不 人 金 二 闻 朗 忆 与 (ty sn) 相关。 乡 
证 二 次 形式 : 


189， 民 特征 491 


Sneek 
对 于 所 有 什 上 是 正定 的 。 首 这 屠 形 下 方程 (63) 具 形 执 : 
Ac 2 ca Bw Da 
2 一 ,全 ， Ca ~ Om Bz 一 9 
要 求 出 关于 上 解 则 的 形状 的 特征 超 曲 面 : 


(G1) bo "* Wm) 一 {==0 或 {= A 9 oo : 
此 时 po = St = 一 而 对 于 莉 数 o 我 们 得 到 一 阶 太 苇 :? 
(62) ,他 GHztOrztorn 一 下 
式 
(03) 全， npPe = 1o 
对 应 了 巴 这 万 趣 的 柯 西 万 程 粗 为 : 

Om pe 

Ey Og 
2 之 oiep, 2 Pepe 2 可 Ee pp; 


若 我 们 取 某 具 休 的 特征 超 曲 而 (617， 即 由 (63) 及 最 后 的 方程 程 推 
知 ,已 的 双 特 征 的 母线 必须 满足 以 下 的 方程 租 : 
(0 Map (po) (=l, .mo 


我 们 可 以 不 把 由 面 (61) 税 作 坐标 是 01, …，, wm, 起 的 呈 雁 窑 
旺 五 , 中 不 动 的 曲面 , 面 窜 作 有 举 标 (w1，…, ww) 的 mw 杂 空 江 中 随 
上 时间 而 变动 的 划 面 。 网 时 , 我 们 最 想 方 各 租 (64) 的 解 是 Rn 中 借 
七 了 参数 + (时 间 ) 面罩 套数 式 所 确定 的 曲 黎 入。 不待 绞 , 效 时 宏 
向 ,的 曲 纺 不 是 已 灶 芝 在 运动 着 的 划 面 上 的 。 

例 起 , 尝 在 有 举 奈 (8 加, 站 的 空间 Ry 内 有 雏 面 ; 
= 人 0), 
划 在 (ory es) 在 面 上 我 们 应 当 把 它 午 作 是 中 心 在 原点 具有 变动 的 
竺 径 of 的 加 周 。 若 这 甸 面 的 直 坪 秋 荐 汉 特 征 , 那 来 平面 (0 wa) 上 
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的 本 是 一 东 蜀 过 原点 的 直线 。 记 引 的 例题 如 同 我 俏 在 太后 多 见 
到 的 一 样 ,对 应 于 当 所 积 定 方程 是 波 荔 方程 的 馈 形 : 
一 Ce 一 站 
1 和 9， 与 变 分 问题 的 联系 贡 44 是 系数 ar 的 矩阵 。 英 于 条 解 


方程 (64) ,我 们 得 和 = 4! 5 各 ， 其 中 4-! 照例 是 短 陈 4 的 适 


障 。 将 所 得 的 宋 才 达 式 代入 方 种 (69) 的 左边 , 我 们 把 关于 的 一 
裕 形 式 改变 为 2 的 一 其 形 式 ,就 是 要 有 ; 


SS 
(65) a 1, 
系数 iu 的 短 际 妃 从 短 阵 4 按 肥 式 


= (A-D)*AA41= (4)? 
得 到 [LI 38], 诚 者 关 碟 到 4 是 对 称 的 : 印 得 : 了 =-4 
在 空间 Bn 引进 由 等 式 


~ 六 Te Om 


所 定义 的 诬 。 由 了 于 65) . 治 着 作为 某 等 征 郝 曲 丙 (6 二 的 组 成 部 
分 的 任 信 冯 转 答 所 作 的 积分 


rT ts fi 
克 二 二 拉 生 R= 


千 于 积分 道路 的 端点 所 对 应 的 证 的 数值 的 莽 , 就 是 带 , 在 有 度 遇 
(66) 的 条 件 下 ,所 襄 双 特征 的 任 谷 台 的 长 度 答对 应 于 颖 的 问 点 的 
时 疝 数 秆 之 差 来 确定 。 
比较 上 这 的 千 果 和 [80] 中 的 糙 果 ， 我 们 需 出 方程 (68) 是 对 于 
媳 分 466) 的 如 的 基本 西数 的 方程 。 于 建 超 曲 亩 亦 和 ta 2om 一 
= 是 对 于 秩 分 :66) 的 革 个 变 分 问题 去 的 横 蕉 山 面 。 其 实 , 不 难 
圣 逮 , 对 应 于 整个 蛙 征 曲 而 族 并 由 方程 464) 所 绩 定 的 双 特 征 是 声 


， 与 变 分 问题 的 详 腔 428 


， 的 私 线 。 为 了 确信 这 个 , 利用 上 幼 来 腑 证 双 特征 与 超 曲 面 ole 
9 om] 一 上 为 横 蕉 的 苯 个 束 实 就 够 了 。 
实际 上 ， 在 当 前 锁 形 下 大， 梳 蕉 条 件 抱 党 Di = Wn, 和 积分 (66) 的 


被 积 甸 数 关于 2d 的 导数 成 比例 [80] , 就 是 说 ,各 和 疡 at 成 比 
例 。 但 是 关于 pr 来 解 方程 (6 ,我 们 得 到 : 


i 二 hn, 


这 就 鞍 明 了 关于 特征 超 曲面 族 和 所 对 应 的 双 竺 征 相 烧 堆 的 靳 首 。 

应 当 指 出 ,此 时 特征 角 缕 和 空间 有 B; 中 以 角色 的 丁点 (el，…， 
zt 为 中 心 ， t 为 于 径 的 拟 似 球 曾 相合 。 

. 著 方 程 (60) 相应 于 空间 Ro 的 波动 过 程 ， 出 模 助 于 特征 曲面 ， 
一 阶 方 程 (68) 确 定子 这 过 程 的 几何 光学 , 面 双 特 征 是 光 简 ,和 前 定 同 
粹 的 几何 光学 。 上 壕 的 枉法 可 出 几何 光学 与 某 个 变 分 半 题 的 家 接 
联系 。 如果 站 烙 定 te0 时 的 波 前 So, 为 了 得 到 任何 时 肇 # 的 波 前 
8 我 们 必须 作 中 必 在 So .上 秆 径 为 1 的 一 族 报 似 球面 , 并 取 这 族 
的 包 千 (办 更 斯 构图 )。- 这 个 构图 和 我 们 在 [1093 中 所 丸 的 关于 用 
一 阶 方程 的 特征 角 锥 来 解 宇 的 村 西周 题 相 对 应 。 我 位 不 南光 这 个 
构图 的 证明 。 宅 能 从 全 积分 的 划 本 理 玲 时 出 。 要 指出 , 侍 径 为 + 
的 拟 仆 球面 的 包 络 能 由 两 个 超 沽 面 租 成 。 只 是 其 中 的 一 个 注 苔 出 
在 时 划 主 的 波 前 。 

-一切 上面 的 论断 , 可 以 不 在 实 朋 马 ,, 而 在 包含 1 为 坐标 之 一 
的 空间 RB, 中 素 进 行 。 为 了 页 加 对 称 起 见 , 若 虑 方程 (48) 的 一 般 情 
形 ; 

(87) > Caxlipirs 十 … 一 目 《Get 一 Gift) a 


和 下 


其 中 ik 是 人 … 9 的 已 知 夯 数 。 特征 监 而 将 由 方程 
GP, Dt *» "D1 他。 一 > opipe—0. (p= 多 


人 
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确定 ,其 中 用 及 (全 2ny 1 来 记 方程 的 三 超 。 对 应 于 这 
方程 的 柯 西 方程 组 , 就 是 衣 , 确定 双 特 征 的 常 微 身 方 程 租 由 (561) 


与 (56;) 烙 定 。 改 情 助 套数 :为 计 , 能 改写 这 方程 粗 为 形状 


。 .dm 1 
(69) 人 一 于 0 4 一 一 二 了 Du (下 一 六 9 


这 租 中 的 前 一 各 方程 有 形状 ; 
Se aunp, (=1, eo 
关于 入 解 这 些 方 程 并 代 大 方程 (68) ,得 : 
C70) > jx- -0， 


其 中 湛 数 bw 的 短 际 由 妈 式 了 一 4 表示 。 在 空间 BR。 引进 度 
量 : 


一 , 色 ， Pa dm 总 


与 以 前 的 主要 区 别 是 那样 的 事实 ,对 于 双 曲 型 方程 ,所 和 写 臣 式 
的 右边 可 以 取 正 什 岂 可 以 取 负 值 (不 定 的 二 次 形式 [III; 351), 且 
由 此 推 知 , 4ai 可 以 是 摘 的 量 。， 

从 670) 推 姑 ,对 双 蛙 征 有 关系 do1 一 0， 朗 在 所 取 度 量 下 , 到 
特征 的 尾 一 妇 的 长 度 等 于 圭 。 几 时 应 当 衣 住所 绰 度量 的 非 卖 的 特 
性 。 

”141 、 癌 断 曲面 的 传播 ”很 定 说 ,方程 (48) 的 某 . 解 苹 的 二 阶 
导数 在 曲面 
71) 由 (et oo =0 
上 有 第 一 类 间断 点 ， 解 的 本 身 及 其 一 阶 导 数 当 通过 明 耐 (71 时 保 
持 速 积 。 从 曲面 不 同 的 两 便 来 看 ,所 衣 的 解 % 当 作 方 程 (48) 的 十 个 
不 同 的 解 。 这 些 解 在 这 曲面 上 有 同一 个 柯 西 条 件 , 但 是 二 阶 导 数 
不 同 , 因此 , 我 傅 能 然 断 定 曲面 (714) 必须 是 万 程 (67) 的 特征 遇 面 。 
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如 果 癫 先 假 定 ,不 仅 解 必 的 本 身 扩 其 一 阶 导数 , 丽 且 二 阶 司 数 当 点 
尝 过 曲面 女 了 时 籽 铝 竺 连 祝 , 丽 疝 断 只 对 高 于 一 航 的 导数 汶 征 , 那 
末 我 们 也 会 得 到 同样 的 畏 巢 。 一 般 地 说 ,一 阶 方程 经 六 的 解 在 烛 
别 必 世上 有 能 性 六 断 , 只 要 当 通 过 这 曲面 时 ,5 和光 的 一 阶 仿 导数 
铝 持 建 敌 , 丽 革 些 高 于 一 阶 和 的 导数 在 曲面 上 有 第 一 类 撒 断 点 。. 眠 
上 面 的 识 座 推 知 ,; 强 性 阅 断 划 面 只 能 是 特征 曲面 。 

仍然 选 害 自 变量 w=;， 埠 代 (7T) ,我 们 就 有 在 空间 B 中 移 
动 药 能 性 尚 断 秋 睾 : 
(72) my Fn 有 一 和。 

来 定义 这 曲面 的 吏 动 速度 。 在 曲 而 他 2) 上 取 某 一 点 型 , 并 通 
将 它 向 由 >0 的 一 - 例 引 曲面 药 活 楼。 在 这 方向 的 活 线 上 取 一 让 段 
型 媒人 愉 点 型 到 与 时 间 计 的 瞬 毅 疆 秆 所 对 应 药 翻 面 的 交点 型 1。 
当 4i30 时 , 比 | 六 型 | : 慎 的 杨 限 通常 称 为 曲面 (723) 的 移动 可 
座 。 引 用 家 号 : 


QB) 9g 外 名 妖 ， 
我 倍 便 有 所 所 到 的 法 粮 方 向 余 总 的 以 下 表达 式 ; 
(74) eosln, 的) 一 了 
微分 关系 式 (72) : 

> 上 二 0。 


量 dw 能 清 为 沿 法 米 的 然 努 小 移动 开 型 : 在 坐标 轴 上 的 投影 , 困 而 
我 全 能 号 出 : 


| 中 | MN |eog(n, wi) 二 虹 培 一 内 。 
着 虑 到 (74) ,我 们 得 到 曲面 (7 的 移动 速度 的 以 下 焉 法 式 : 
(75) P= 一 全 。 
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FT 


在 %=2 的 精 形 ,我 何 有 在 平面 (oay %2). 上 的 移动 曲 厂 ,在 各 二 8 
的 情形 ;有 在 三 杂 罕 有 间 (w1 26, 29) 的 移动 昌 面 。 
作为 例题 玉 考 虚 当 m=+ 于 的 波动 方程 : 
Wi 一 rw = Oo 


基本 方程 453) 有 形状 : 
肾 一 ay2s=0 或 可 一， 


宅 表 明 每 个 弱 性 间断 应 当 沿 % 轴 雇 速度 土 4 而 移 弄 。 在乎 面 多 ， 
世上 ,特征 是 雨 族 站 斌 42 士 叶 一 2 。 再 考虑 方程 

Ws fF Woy Wr Wro = 0, 
这 方程 在 研究 一 梭 情形 下 可 上 压 入 流体 的 运动 对 玫 。 条 件 (88) 号 
为 形状 : 

he 一 六 {try Wt) Us 一 0 
很 定 角 ， 我 们 在 v 井上 尚 断 的 一 合 有 毅 坊 。 于 是 在 尚 断 的 这 一 倒 

和 间断 点 本 身 我 们 有 加 = 全 =0。 上 面 的 条 件 就 写成 了 形 航 站 一 
-7 中 她 =0, 并 且 浊 断 的 侍 播 速度 由 公式 
(76) P= ft0, 0) 
确定 。 
现在 糖 猎 考虑 有 荆 个 理 蛮 量 的 破 济 万 程 : 
We Cy ss) = 0 

方程 69) 这 时 号 为 开奖 : 

pas, + =0, 
或 者 和 用 盈 式 0738) ， 我 们 兹 写 最 后 万 程 为 形 上 状 最 一 a8g2=0, 这 个 
一 阶 巨 程 表明 这 和 样 的 事实 ， 符 -等 征 曲 芒 征 平面 to za 上 应 
凡 速 度 & 移 项 。 如 果 是 从 波动 广 程 三 杰 空 间 (al wa oo) 的 恋 动 开 
程 

os 二 ta 十 一 
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一 一 


时 蕉 ,对 于 特征 曲面 , 我 全 才能 得 到 完 休 类 伺 的 千 果 。 应 当 指出， 
系数 拉 也 可 假 玲 是 和 举 标 (1 加 ze 相关。， 

T， 台 性 间断 ”在 硫 完 于 阶 方 程 的 出 汤 解 时 ,我 们 舍 歼 恨 
定 , 画 数 本 身 及 其 一 阶 导 数 当 通 过 间断 曲 甸 时 保持 这 种 ,并 且 释 受 
间断 的 倍数 厅 低 于 一 阶 〈 能 性 沿 断 )。 只 在 这 种 假定 下 , 我 们 才 浙 
堂本 断 则 面 必 定 是 特征 曲面 。 我 们 现在 转 到 强 性 偶 晤 的 研究 。 这 
就 是 襄 , 在 二 阶 方程 的 情形 下 ,-- 阶 导数 已 疤 有 了 出 断 。 我 们 的 自 
的 , 让 光明 间断 若 面 仍 必须 是 特征 曲面 的 那些 情形 。 我 们 考虑 有 
三 个 自 变 量 的 滤 动 廊 程 。 在 计 散 中 下 进位 于 所 说 方程 左边 的 算 
子 : 
OD Dw te 


这 个 表达 式 通 常 称 为 劳 偷 赤 算 子 。 在 计 识 中 还 表 进 一 外 包含 一 阶 
导数 的 算 子 : 


C78) PW) us Col 2) Fwy cos(ns WD — Sv col D, 


式 中 2 是 空间 (w, 9 四 的 基 一 方向 。 裔 了 是 空间 (2 六 的 茶 区 
域 , S 是 它 的 境界 项 面 , 且 % 是 曲面 8 的 让 法 线 方向 。 应 用 在 党 
的 高 斯 公式 , 我 们 能 够 和 在 [TI; 193] 中 完全 一 样 , 对 劳 偷 区 生子 
写 出 及 下 的 格林 公式 : 


(79)- fe 口 w 一口 可 ar= [|toP uP(w)]d8, 


其 中 羡 与 4. 是 在 也 内 有 到 二 阶 为 止 的 连 纺 导数 的 丽 个 画 数 。 假 
定 也 和 蕉 某 曲面 'a 分 为 两 部 分 D; 与 Da, 并 且 这 曲面 5 是 负数 的 
一 阶 导 数 的 击 断 曲面 。 要 六 明 这 种 基 断 所 必须 满足 的 条 件 ， 以 便 
得 公式 (79) 对 再 个 范围 在 应 用 于 有 其 断 导 数 的 岗 数 % 以 反 任 
何 有 这 和 纺 到 一 阶 为 止 导数 的 画 数 * 时 仍然 成 立 。 首 先 将 假 捉 泵 数 
4 本 身 当 通过 o 时 保 圭 速 纺 。 蔗 型 是 c 上 某 一 点 ，! 是 落 和 在 5 
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在 杂 点 的 切 平 面 上 的 任 一 方向 。 我 们 假设 ,从 曲面 " 的 十 便 赵 向 
点 戏 时 ,导数 -人 % 有 同一 郴 限 , 并 且 这 极 隐 等 于 在 曲面 a 上 画 数 


4 之 值 光 方向 的 导数 。 这 个 条 件 有 时 称 为 运动 学 的 相 容 条 件 。 
洲 % 是 o 在 于 点 的 一 个 园 定 的 法 粮 方 向 , 我 们 假设 : 从 曲面 的 这 


一 便 或 那 一例 趋向 于 点 下 时 ， 强 有 确定 的 要 限 , 但 是 这 些 权限 
”在 曲面 的 不 同 侧 可 以 不 同 。 

现在 四 来 叙述 一 个 条 件 , 称 它 为 动力 学 的 相 容 条 件 。. 我 们 鉴 
侵 瑟 浴 达 式 (78) 当 趋 向 曲面 的 任意 点 时 (n 为 在 这 点 的 法 税 方 向 ) 
在 曲面 的 坪 例 有 同一 枯 限 信 , 只 要 在 十 种 情形 下 取 同 一 个 法 灯 广 
向 %。 我 全 并 县 假定 公式 (79) 务 别 应 用 在 区 域 的 十 部 芬 Di 与 
Ds,。 若 是 画 数 入 在 与 Ds 中 让 到 幅面 有 回 积 的 一 阶 导数 , 这 就 
一 定 实现 。 潜 我 们 对 及 Ds 应 用 公式 (79) ,期 在 曲面 c 上 ,对 这 
雨 种 情形 , 恰好 有 相反 的 外 法 缕 方 向 ,这 使 得 对 所 号 的 评 种 积 苍 吕 
这 区 P(u) 有 不 同 的 符号 。 将 这 责 个 式 子 相 阳 ,我 们 得 着 对 整个 范 
的 公式 (79)， 因为 取 在 e 上 的 十 个 积 苍 相互 抵消 。 因 此 , 在 
所 作 关于 三 数 的 强 性 央 断 的 假定 下 , 我 们 得 到 公式 (79) 对 整个 


现在 要 从 所 作 的 假定 引出 茶 些 重要 的 推 苔 。 淫 8 为 o 的 畦 
位 法 粳 向 量 。 考 外 向 量 积 grad xx8。 若 以 让 一 罩 位 向 量 ， 具 
”有 gradw 在 的 切 平 面 上 镑 影 的 方向 ,因而 grad w 一 名 1 名 
那 末 所 潍 的 向 量 积 就 等 于 条. 了 xm 因 之 , 当 泛 过 曲面 o 时 它 是 
速 续 的 。 若 我 们 作 这 向 量 积 的 三 个 支 量 , 我 们 得 到 下 面 的 三 个 考 
达 式 : 

us po03(9 ON 一 4 eon WY = 
(80) Uy CO 下 Ws COS {Cn, y) = NW, 
4 COB (Cn, 二 —ts SOS (RW, = Ho 
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四 于 运动 党 的 相 容 条 件 , 当 通 进 曲面 5 时 ,它们 必须 是 连 各 的 。 除 
此 而 和 外 ,上 述 条 件 并 使 我 们 有 第 四 个 豆 灶 式 : 


(81) tecosbn, 罗 +ueos(n, WD —- 吉 os(n, Dd =, 


它 当 通过 曲面 0 时 志 必 须 保持 过 糖 。 把 方程 (80) 与 (81) 滑 作 关于 
wox ao 的 虽 个 一 坎 方 称 。 候 如 这 方程 粗 的 系数 垂 阵 的 秩 等 于 . 
,就 明 眩 ,假若 系数 短 阵 至少 有 一 个 三 阶 行列 式 异 于 堵 , 吐 未 我 们 
能 够 关于 上 还 导数 来 解 所 对 应 的 三 个 方程 并且 这 些 导数 掉 巡 可 
丽 数 MW 裘 示 。 同 时 本 数 & 的 一 切 一 阶 守 数 当 通过 0 时 保持 遂 
柄 ,而 我 们 就 不 能 有 强 性 间断 。 因 此 , 我 们 紫 铝 断定 , 所 哎 的 系数 
和 矩阵 的 秩 必 须 小 于 3, 就 是 给 限 


cos ln, 和 ， 一 G09 (nO) * . 0 | | 
. | 0 cog(n, 的， 一 605(%, 的 | 
(82) i—cos(n, H), 0 costp 2 

cog (nN W), cosfn Y), eon(n, 6) . 


的 所 有 三 阶 行列 式 必须 等 于 著 。 例如 , 划 去 第 一 行 , 我 们 得 色 条 
件 : 

coqtn, #8 00 nn, w) + costn, Neon (和 1) 一 遍 co (n, #) =0 
我 们 假设 co3W; 从 和 关 U 因而 得 至 以 下 等 式 ; 
(89) eos (n, 后 + 00g (n, 功 一 广 co (n, t) m0 
车 Ve, ;=0 是 曲面 = 的 方 网 这 等 式 显 然 可 改写 为 形 灼 : 

Ws 二 3— 汪 = 0， 

于 是 我 全 看 出 , 就 在 所 考虑 强 性 渔 断 的 情形 ,， 曲面 o 必须 是 方 程 


品 &=0 的 特征 曲面 。 条 件 cos tm, 站 关 0 显 外 等 价 于 册 双 0。 洲 条 
件 (88) 祷 足 ， 旭 不 难 证 明 , 短 障 (82) 的 所 有 三 阶 行 列 式 绎 于 雳 ,而 
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M4 是 M1, 38 以 及 M 的 线性 类 念 ,我们 此 时 显然 有 : 
cogtn, Mameog tn, 用 时 3 一 car 0。 

这 样 ,我 们 看 到 , 若是 和 给 出 1，Ma，Mas 为 囊 炉 的 二 动 学 的 相 和 次 条 
件 满足 ,又 章 面 o 是 方程 口 k=0 的 特征 曲面 , 那 末 由 此 已 经 推出 
表达 式 对 ,为 束 续 ,， 也 就 是 已 推出 了 运力 学 的 相 容 条 仁 。 要 指出， 
年 届 - 上 的 讨论 中 ， 我 们 前 得 到 特 征 曲 面 方 程 ， 嘟 时 完 登 没有 对 方程 
口 w=0 的 解 进 行 研究 , 丽 只 从 等 式 G9) 册 洲 ， 在 这 等 式 的 在 雪 包 
合式 子 Doe。 . 
了 约 . 获 要 方法 “现在 赃 向 解 柯 西 疝 题 ,而 从 有 坪 个 自 变 熏 的 
光 性 淮 程 的 情形 开 站 ,并 我 们 取 已 者 化 欧 为 产 准 记 基 的 卉 和， 
(84) LW) = Dt 

往 后 我 们 不 再 写 出 系数 同 自由 训 中 所 包 含 的 灰 数 。 栽 们 以 
L (et) 求 能 方 程 的 左 动 。 庶 记 起 ， 对 所 写 方程 来 确定 特征 的 基本 条 
件 (82) 有 形状 oz 哆 一 0， 因 而 方程 484 的 特征 是 蔡 行 于 再 的 查 线 
2 一 常数 和 4 一 常数 。 除了 算 予 L(tw) 而 外 ， 延 要 考虑 所 彰 共 殉 自 
子 , 它 按照 以 - 让 方式 定义 : 

NM) ty (AV) (bw), 二 eb, 
间 时 - 我 们 当然 旨 假 设 系 数 4 与 5 回炉 可 微分 。 利用 LO 3 和 
旭 史 ) 的 表达 式 ; 不 难 瞪 站 以 下 的 起 本 恒等式 : 
(86) afoL nD) uM (DT = (00 — ot DD ,+ 
二 CoO— vt Qew) oo 

洪 在 全 面 (by 轨 上 有 圈 和 省 的 某 区 域 品 , 且 忆 定 枚 数 久 及 作 
在 区 域 卫 内 有 过 入 一 阶 导 数 和 玉米 的 混合 二 阶 导数 。 向 时 , 党 区 
域 卫 对 恒等式 (8 的 两边 积分 ， 开 利 用 忆 知 的 公式 [IT; 691, 得 : 


各- 各) 中 外 = | P dg+ 0 dy, 
我 四 就 得 到 臣下 的 格林 公式 : | 
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0 


(86) 中 二 一 下 本 (008 = 
— |, — (yO— oD AR Wd — Hu 2 dy 


在 有 了 荡 些 预 玩 的 计算 以 后 ,就 转 求 解 方程 (8 的 柯 西 间 题 。 

恨 定 识 , 在 斑 面 人, 幼 上 我 们 已 有 某 曲 络 电 : 书 和 在 行 子 椎 杖 
轴 的 相生 的 交点 不 凶 于 一 -个 。 这 明净 的 方程 能 号 为 形 然 v=) 
或 yy(m) 。 我 全 假设 在 所 考 嵌 曲 业 /的 一 段 上 ， 在 在 异 十 规 的 
导数 wD 或 (9)。 概 按 照 在 ! 上 的 柯 西 条 件 求 方程 (84) 的 种 ， 
就 是 说 , 沿 若 这 曲 纺 梢 数 % 及 其 依 导 数 , ww 之 值 已 输 定 , 产 且 局 
例 必 须 满 足 条 件 dw 一 tw dw 十 wdy。 我 们 可 以 名 为 Wy Ui 罗汉 i 
是 z 或 只 是 4 的 面 数 ; ~ 2 

同 旦 假 品 , 答 出 在 上 数值 的 而 数 有 这 各 导数 ， 曾 记 及 局 ， 
为 束 炎 夯 数 。 如 我 们 以 上 所 壕 , 系数 4 和 48 转眼 假定 有 连 粮 惕 导 
数 , 而 * 与 了 是 在 包含 了 的 革 区 城内 速 续 ,这 将 在 以 后 的 诗 革 中 举 
水 到 。 往 后 我 们 要 证 明 , 在 所 作 的 假定 下 向 器 肥 和解。 自前 我 们 的 
、 间 是 是 在 解 存在 的 假定 下 建立 关于 辣 题 的 解 的 一 些 翁 式 。- 

取 在 平面 (w; 幼 上 由 曲 元 ! 的 骤 和 两 短 从 定点 卫 C%, 胃 发出 
的 再 行 于 间 的 二 前 缕 所 围 臣 的 部 分 作为 区 域 也 (图 中 。 假定 说; 在 
0 
(87) 了 (oo = 
的 解 。 0 让 用 了 所 要 求 的 柯 西 商 题 
的 租 人 # 及 剖 寺 提 到 的 右 程 (87) 的 解 ， 科 用 广 - 
程 (8 沁 ,我 们 得 到 : 


38) es 


《图 五 ) 
沿 国 道 和 的 积分 ,分 为 沿 曲 各 i 的 弧 4B 和 沿 平行 于 惠 的 直线 BP 
及 了 4 的 税务 。 沼 ? 骤 的 积分 我 们 应 当 算是 已 知 的 ; 因为 在 次 红 
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上 我 们 已 烙 定 了 求知 巩 数 和 宅 的 一 阶 偏 导数 之 值 。 考 虚 沿 所 提 
济 的 直 科 的 积分 。 洪 了 4 公公 2 变动 ,于 是 当 沿 了 4 积分 时 ,我 们 
得 到 积分 : 
一 | . 人 一 全 可 二 号 于。 
我 们 可 以 改 号 窜 积 国 数 为 形状 : 
Usd dd = 0) sD bv — Dey, 

王 是 推 知 ,要 有 : 

一 | (hey — wa QBbuy) dm = (WV PT (WU) SCO— | 2 (Puy— vo) dt, 
其 中 例如 (WP 记 赤 在 了 点 之 竺 。. 

完全 一 样 , 沿 BP 求 积 分 ,使 我 们 有 下 面 的 糙 果 : 
| (Wo — pteauv) dy = (WV) op (Wt) +| Di ay — yy) da o 
公式 (88) 能 改写 为 以 下 方式 : z 
(B89) 2yPu(P) = | [一 5 二 2 一 
一 (Wo — bau yg] uA vd 4+u CB vB) + 
+ au(pe 一 oo dot+ | Zo (TV — Dy) 中 一 引 | fo dr。 
假定 鹃 , 我们 已 知 的 不 是 方程 375 的 任意 解 , 而 网 方程 的 这 种 解 ， 
在 直线 了 4 和 卫 B 上 请 足以 下 条 件 : 
59 一 2 二 0 在 A 上 及 0 一 =0 在 PB 上 ， 

井 且 422 =14。 在 这 情形 下 , 仅 式 (89) 中 沿 Pd 和 了 了 B 的 积 俘 消 
内 , 而 我 们 就 得 到 下 面 的 公式 来 家 出 求知 夯 数 在 王 点 之 值 ww( 卫 )， 


我 们 用 (oo go) 来 记 这 点 的 举 标 : 
(90) 2 (oo Yo) 一 2 A vA) FB vB) 十 


+|., (Wd — bt OW} dy — (Wy — vt aau0) dy a) | po do 
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现在 更 胖 稻 地 详 明 方程 (87) 购 解 v 所 应 当 满 是 和 的 条 件 。 治 直 厂 
五 4 我 们 应 有 ? 
， Va bm, Wo) vo 

这 方程 可 看 为 关于 自 变 量 w 的 党 微分 方程 ,并 求 它 章 各 分, 我 休 得 
到 在 霖 和 P4 上 好 下 的 wb 之 值 : 


GD oo go) = (在 P4D。 
完全 一 样 ,在 直线 PB 上 我 们 得 到 : 


(92) oleor 肪 一 ecom (在 PB 上 )。 
疝 林 在 点 了 ‘wo, vo) 本 身 我 们 要 有 4(@ yo) 一 41。 因此 方程 (87) 
的 解 则 在 桓 线 了 4 及 了 B 上 应 有 由 芷 式 (9 和 (92) 所 确定 的 已 知 
值 。 厅 待 证 , 宅 条 点 (zy 加 ) 的 选取 有 关 ， 实在 上 苍 来 , 宪 是 一 对 点 
的 画 数 。 直 之 为 : 
{98) bm, Y; wo Yo) e 
方程 (8 的 满足 淋 件 (91) 与 (92) 的 这 种 解 次 为 购 可 困 数 .， - 荡 个 解 
碾 和 不 各 了 上 的 柯 西 条 件 有 关 ， 也 不 和 汝 曲线 的 形状 有 关 。 对 于 省 
上 喜人, 幼 超 自 谈 量 的 作用 ,而 点 (wo 加 ) 起 央 数 的 作用 。 要 指出 ,我 
个 用 坦 接 验 狂 公式 (90) 实际 上 烙 册 满足 方程 (8 信和 在 上 的 条 件 
西数 4two 如) 的 方法 ,就 能 证 再 销 题 的 解 存 在 。 这 种 验 艇 有 一 些 
困难 ,我 们 将 在 以 后 的 某 一 段 中 ; 答 出 柯 西周 题解 的 存在 性 的 舅 外 
证 明 。 

上 还 的 黎 岂 方法 把 柯 西 章 题 的 解决 化 为 歼 遇 亩 数 (93) 的 号 
求 。 这 画 数 本 上身 是 与 方程 (84) 问 类 型 的 齐 裕 方程 (487) 的 解 , 但 有 
舟 宁 西 条 件 完 全 不同 的 附加 和 条件, 就 是 如 间 上 面 昂 到 的 ,只 要 在 从 
五 点 发 出 的 十 翌 征 粮 P4 和 卫 B 上 粘 定 画 数 的 数值 。 忆 后 我 们 
要 宪 黎 曼 郴 数 的 存在 。 还 要 指出 ,基本 站 式 (90) 旺 我们 在 图 题 的 
皋 存 在 的 假定 下 得 到 的 。 因此 ,如 景 网 同 的 解 存在 , 草 老 必定 拖 盆 
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式 (90) 表示 , 从 而 三 明了 稿 西周 题 的 解 的 唯一 性 。 但 是 剩 下 述 要 
证 明 从 式 (90) 实际 上 胜出 问题 的 解 。 往 后 我 们 不 仅 证 明 索 占 画 数 
的 存在 ,而 且 证 明 栖 西向 题 的 解 存 在 , 而 按照 前 面 所 流 , 也 就 证 明 
子 候 式 (90) 实际 上 葵 出 辣 略 的 解 的 阔 个 佛 洋 。 

贤 且 假发 所 有 上 这 的 存在 定理 已 起 就 明 了 ,我 们 起 而 现时 下 
式 (90) 的 一 些 推荐 。 如 同 我 们 出 也 所 说 的 一 样 , 这 个 公式 让 明了 
圈 题 的 解 的 陛 一 性 。 此 外 ,由 这 公式 立即 推出 ,如 果 我 们 充分 小 地 
改变 在 曲 楼 ; 上 的 柯 了 西 条 件 ， 部 和 人 间 是 的 角度 作 训 小 ,就 是 
的 扒 知 。 Ss 在 PP 点 之 值 只 与 蝎 线 ， 与 县 入 [的 统 AB 所 必 市 的 
初始 条 件 有 关 。 车 我 们 用 十 种 不 同 的 方法 延 拓 在 AB 练 上 所 车 的 
官 始 条件 ;而 保 拷 在 4 与 B 两 点 初始 条 件 的 连 禹 性 , 萍 末 我 们 在 
曲线 兰 角 形 PAB 的 外 而 ， 得 到 柯 西 问题 的 两 个 不 园 药 解 , 严 铬 她 
验 , 就 是 我 们 将 有 雨 个 不 同 的 柯 西 条 件 组 , 它 对 成 于 丽 个 不 同 的 幅 
西 问题 的 解 ， 可 是 因为 在 雨 个 问题 中 , 缠 4B 上 的 韦 始 生 件 相 一 
私 , 因此 , 这 些 解 在 曲线 三 角形 PAB 中 相符 合 。 特征 PA 与 PB 
是 这 样 的 线 , 在 所 缉 的 三 角形 内 相 一 致 的 解 , 沿 状 宕 就 分 开 为 两 个 
不 同 的 解 了 了 。 

本 所有 的 站 然 有 各 的 和。 机 和 
华 标 灿 的 直线 , 也 就 是 特征 线 , 交 贡 线 !。 y， ,，. 
不 多 于 一 点 闭 个 条 件 的 作用 。 取 ( 几 6) 
-曲线 五 ; 它 和 4&2 谢 平 行 的 协 黎 相 变 于 十 
点 ,并 嵌 定 在 它 上 面 已 糙 定 柯 西 初始 条 
件 。 应 用 黎 皮 方 落 ” 或 者 利用 曲线 三 角 
形 P4B, 战 者 利用 胆 杰 三 角形 PBO 我 
个 能 稳 定 未 知 画 数 w 在 三 点 之 竺 。 一 - 般 (图 六 ) 
性 来 ,得 到 的 请 个 或 在 ,P 点 弄 尺 输出 不 同 的 祝 果 , 因 闻 ; 阅 题 电 
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不 可 解 的 。 
144， 特 征 的 彻 始 条 件 “” 现 在 考察 因 作 歼 基 画 数 所 引 由 的 间 
是 ,并 且 我 们 只 洲 虑 卉 次 方程 的 情形 。 裔 需要 确定 方程 
(94) Unouwt buyt cu=0 
的 解 , 而 只 是 竹 害 未 知 苏 数 w 在 和 轴 相 奉行 的 误 简 04 及 CB 上 
的 值 ( 握 失 。 以 从; 从 认 忆 虚 的 坐标 。 注 党 到 , 如 时 我 们 尼 有 在 
0B 上 的 值 , 那 末 我 们 因而 也 就 知道 沿 0B 的 狂 导 数 we。 但 是 
廊 各 (94) 当 用 y= 和 已 知 醉 数 4 及 屿 氏 入 有 时， 就 变 为 对 说 ,GB 
的 画 数 w 的 一 阶 缕 性 常 微分 方程 。 求 这 方程 的 积分 , 我 全 就 知道 
0B 性 导数 w 之 值 。 恰 好 -一 祥 , 有 了 沿 04 的 久之 值 , 我 们 就 
知道 妈 沿 044 的 十 个 一 阶 僵 导数。 当 积 分 一 阶 常 微 分 方程 时 所 各 
弹 的 伍 章 常 数 是 确定 的 ,因为 我 们 认为 在 C 点 ww 与 后 是 忆 知 的 : 
上 而 的 纺 章 向 我 们 吉明 , 何以 治 着 特征 C4 与 08B, 只 要 和 给 量 夯 数 
本 血 的 值 就 况 了 。 前 这 的 魏 昌 方法 能 汉 字 逐 包 地 应 用 漳 所 考 目 
的 畏 形 ,而 我 们 就 得 到 对 于 未 知 夯 数 的 公式 : 


2 人 Ad) A) Fu B vB) |。 (0 一 十 2auw) dy 十 
9 bw) dw 


CE 

在 写 用 的 第 一 个 积 秃 中 改写 袜 积 夯 数 为 形 钛 : 

WO Oa (UV) y+ 29 (eu 

若 进 行 积分 。 对 第 一 个 积分 运用 类 但 的 变 席 。 粘 果 我 们 将 有 以 下 
候 式 : 
(5) v(P) woO0 + lout dyt | ourrowaz。 

把 所 得 的 公式 应 用 于 获 受 画 数 的 一 个 性 质 的 解 明 。 首 先 要 指 
出 , 共 顿 于 算 子 好 (四 的 算 邓 是 原来 的 算 子 开 () 。 实 际 上 上 : . 


Bvt bo (ee PY. 
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而 共 瑟 算 子 为 : 
Ta = C00 st Bt 0 — a By) Y= 
= od Buy ou = (W), 
应 用 有 否 式 (95) 于 算 子 开 () 的 黎 曼 画 数 刀 。 在 算 子 对 9) 中 ,ov 
与 w 的 和 柔 数 给 于 (一 忠和 (一 了 ,于 是 这 个 算 子 的 黎明 面 数 是 方程 
(9 臣 的 解 ,在 机 线 .04 与 DB 上 满足 方程 : a 十 ww 一 0 及 5 十 = 
一 0,， 此 外 ; 我 们 应 有 w(t0) =1。 同 时 点 中, 兰 起 轴 烧 中) 中 
版 卫 (ao， Yo) 的 作用 。 
. 剂 用 公式 (9b 于 这 个 特 于 情形 ， 我 们 得 到 以 下 公式 
wtor Yoel €, 1) =V 1 20， Yn 
就 是 栓 ; 算 予 工 ( 动 的 艇 曼 丽 数 (98) 改变 为 共 二 算 子 于 (6) 的 歼 曼 
雷 数 , 只 训 在 其 中 交换 点 (3%, 人力 和 (on 加 ) 。 若 是 宪法 式 开 (o 和 
次 夺 式 工 tw) 相合 , 且 圳 和 达 式 或 算 子 工人 称 为 自 其 连 的 ， 旧 对 自 
共 帆 算 子 , 各 蝇 而 数 是 它 所 这 小 到 的 丽 点 的 对 称 卫 数 。 湛 典 到 
LWD 及 于 (w) 的 败 述 式 , 不 难 吕 出 王 (由 是 站 共 峰 的 条 件 : a 二 
一 ?=0。 在 一 特征 线 上 烙 写 男 数 本 身 数值 时 ,方程 (94) 的 害 解 问 
是 通常 称 为 有 特征 家 怒 条 件 的 问题 。 完 全 和 在 柯 西 问题 的 情形 一 
样 ,公式 (95) 表明 有 特征 初始 条 件 的 问题 只 能 有 一 个 解 。 
145. 存在 定理 ”我 们 剩 下 梳 话 钥 一 些 定理 , 宅 们 用 来 确 伟 柯 
耳 轩 十 秆 人 7 圭 征 韦 始 条 件 的 辐 题 的 解 的 在 在 的 。 我 们 从 后 而 的 间 
题 开始 ,并 且 风 只 湛 虑 卉 次 方程 的 情形 。 需 又 求 出 方程 (8 汉 的 解 ， 
而 在 特征 sz 二 wm 和 和 gy 二 gp 上 取 著 定 的 值 : 
(9 les np pig) = 9 (00)]。 
假 束 系数 有 对 9 的 过 编导 数 , 我 们 能 改写 方程 (94 为 有 两 个 ~- 
阶 洛 程 的 方程 租 形 钛 : 
97) ~ do DU 
(98) Le 
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其 中 dead thy— 0, 
着 且 对 新 引进 的 范 数 名 , 我 们 得 着 以 下 的 初始 条 件 : 
《99) Wy = Pp! 2) + oy Yo PF) = (0) o 


把 方程 (97) 前 作 线 性 常 铂 分 方程 ,并 考虑 到 (8G) 中 第 一 个 条 件 , 我 
介 得 到 画 数 wz， 多 通过 西数 2 人 如 , 奶 表达 的 式 子 : 


ww, = 6” BE amd 【KE beérs wa w(t, Dat | 
完 爸 同样 的 ,方程 (98) 使 我 们 有 : 
we | so we 人 二 
(0 -+5 8, yo) 9 (0 | 
演 些 方程 称 价 于 有 惠 始 条件 (96) (97 和 (98 。 引 和 进 表 号: 


fe War. 


Kle, y; 圾 Do 0 四， 
可 以 改写 .上述 方程 为 形状 ; 
“oy D ef pe Ff Kilo, gy; wlEs WE 
we B= le ww) + Eso, y; Dl DA. 


应 用 通常 为 了 确立 收 敌 性 而 进行 诗 癌 的 还 次 通 近 法 ,就 给 出 最 后 
方程 组 的 解 的 存在 性 和 和 唯一 性 的 证 明 。 为 了 能 够 从 方程 (97) 和 
(98) 回 到 (9 信 , 必须 存在 连 粮 的 混合 导数 uw。 从速 秆 画 数 
Wisp, 芒 与 ww 芒 所 满足 的 方程 (10 了 ) 看 出 ,车 b (g, 幼 有 一 粮 一 
院 忆 导数 ,而 小 (y) 爱 入 导 数 , 则 关于 wy 的 断 若 成 立 。 若 将 方 
程 (401) 中 第 二 个 表达 式 w(w, 阴 代入 第 一 式 , 那 来 得 到 关于 
wlw, 肪 有 二 重 积分 的 通常 的 温 尔 特 拉 方 程 。 

迟到 柯 西 问题 解 的 存在 性 的 东 明 。 带 有 柯 枉 条 件 的 曲 竺 3 的 
方 构 ,如 前 洲 昂 ,散人 铝 号 为 形状 =&(0 或 94 一 9 加， 其 中 2 的 与 
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y(w) 有 连续 的 而 不 等 于 喜 的 导数 。 我 们 可 以 把 {上 的 柯 西 牺 件 于 
碟 或 是 自 变量 3 副 是 自 变 量 Y9 的 醋 数 。 号 这 些 条 件 为 形状 ; 
Woah | yn = hi) ; hs [y= ~ P1 (%) o 
在 求 方 程 (97) 各 (98) 的 积分 时 ,我 们 应 考 让 到 初始 条 件 : 
Waap = DS Wy = P10) + Em, YH) Th) 0 (Yo 
因此 俊 上 面 一 样 ,我 们 得 到 以 下 的 积分 方程 粗 : 


vl Wel y+] Ks, y; wlé, WE 


一 下 MT ¥ 
wos WD oe 0 wlp) +| Ksle, Y; Dule, Wd, 


(102) 出 


其 中 站 1 2， 的 下 sf 3 作用 公式 (090) 确定 。 对 于 方程 给 
按 通 常 秀 式 进行 逐次 逼近 法 的 四 敏 性 的 证 明 : 而 因此 能 得 到 解 的 
存在 定理 。 著 了 P 点 有 像 在 里 5 中 所 处 的 位 置 , 那 末 当 对 ££ 积 俘 
时 , 在 佑 诈 中 , 积分 上 路 径 长 度 可 疏 为 (a 一 Xx) 、 丽 对 nm 积劳 有 时, 改 为 
{8 一 切 , 其 中 a 及 8 是 % 及 在 边 华 行 于 辆 的 答 形 中 的 最 大 和 值 ， 
我 们 是 在 这 答 形 中 考虑 问题 的 解 的 ,并 且 其 中 的 系数 往 足 上 而 所 
如 的 条 件 , 恒 如 , a 与 ?有 过 续 一 阶 要 导数 ,又 c 和 了 过 边 , 这 些 是 
在 推导 黎 妈 方法 时 为 我 们 所 必需 的 。 我 们 也 能 够 考虑 非 齐 次 方程 
(84) 。 此 时 在 方程 (98) 的 右边 深 . 上 自由 项 了 (%,; 2 就 够 了 。 就 是 
不 用 黎 曼 方法 而 刊 用 方程 组 (102) ,证 容易 证 明 解 的 唯一 性 。 
， 146. 迁 次 通 近 法 ”为 了 就 明 存 在 定 增 , 完 全 像 对 常 微分 方程 记 铬 过 的 
一 样 , 可 过 直接 应用 逐次 滨 近 法 于 方程 (99 本 身 。 我 们 从 特征 初始 条 件 (96) 
开 寻 。 有 初夏 芝 作 (96) 的 方程 人 4 等 你 于 积 微分 方程 : 
(103) atzy 的 二 9 全 十 区 (的 一 om) -| 人 [ey Dn D4 

| + bit, Hu CE 9) oc, uk, 人 了] 三好， 
并 理由 于 明显 的 条 人 性 w(o) 一 (0) 所 写 出 方程 的 积分 式 以 外 的 须 满 站 所 始 
条 件 (96) 。 

我 侧 可 以 取 枉 数 
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va ry YW) 一 全 (区 ) tet — Pn) 中 
作为 第 一 次 好 近 ,其余 的 带 近 陆 粮 按 以 下 公式 计 算 : 
(104) WA {Ty y) — Ho tT Y) -人 | E Ct¢, + 


Fb DB +o, una ) dn = 2 «1 


人 估计 ; 衣 让 明 国 数 齐 


E {Ty yy) Ba, 各: D ， Pn y) 


在 加 5 所 画 的 拭 形 瑟 和 一 到 让 直 ,并 且 物 从 但 没 方 和 的 天数 是 全 形 中 的 加 
糖 画 数 。 把 美和 承 式 蕊 04) 取 枝 归 , 我 们 水 玲 断定 , 序 到 ntzy 扫 的 杖 限 覆 数 湛 
是 方程 (103) ,下 由 此 推 委 它 廊 是 方程 (9 沁 和 初始 条 性 (00) 。 

， 各 在 炉 向 权 西 间 题 。 设 号 为 使 由 六 了 的 一 健在 内 县 短 形 ,在 这 一 上 盘 上 入 
害 陡 栖 西 条 作 ; 并 且 方 程 的 条 数 在 短 形 中 内 是 巡 针 国 数 。, 设 (¥) 分 晤 这 得 也 
内 的 某 一 点 。 用 Tey 求 记 曲 杂 三 角形 也 48， 己 由 担 粮 【的 强 4 和 从 点 
P(r 由 狼 出 的 古人 生平 行 于 轴 的 列 焰 户 4 和 8 所 多 成 。 我 们 可 以 号 本 本 彻 
大 条件 为 形状 : 

《105) w=p) Fo) =p | 一 凡人 

实际 上 ， 像 我 代 已 经 恰 过 的 ， 我 全 总 能 万 为 ty 与 #4y 的 切 始 条 件 表 过 2 或? 
表示 。 积 分 这 些 豆 数 , 我 从 得 乔 世 的 初始 条 性 就 取 上 十 述 形 拓 。 禹 有 初始 绽 从 
《196) 的 方程 人 9 和 等 价 于 方程 : 


Wey #) = Fn) +| [acty DD) 信用 十 态 在 ， 们 9 全， 人 二 


oty TU Tm aE Ane 
在 公式 Q03) 中 我 们 写 过 有 所 膏 上 下 限 的 二 次 积分 并 上 及 在 这 种 村 的 方 
式 中 点 户 (v 奶 关于 特征 T= 和 9 一 ti 记 外 泣 加 是 没 有 关系 的 。 在 最 后 公 
式 中 我 们 生出 二 重 积分 + 并 且 取 点 , 曲 妨 和 山 的 相 耳 性 侯 是 如 加 5 所 指出 的 。 
作为 第 一 次 通 近 我 仿 取 : 
Wo (CF} Y) pg) 二 
而 其 次 的 通 近 插 照 于 面 公式 天 算 : 


tn (2 #) = (2 级 + [a "oD tb 用 db + 
2 


于 人 Ds, 0) a dre 
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党 全 人 必 上 而 一 样 , 借 荔 于 积分 的 简 理 林寺 ， 能 薄 明 序 到 如 人 o 的 在 矩形 正中 

一 数 收 铬 于 极限 醒 数 , 它 就 是 柯 西 间 题 的 岁 。 
我 们 从 前 网 过 EILT; 于 ]， 就 是 在 非 钱 性 身分 方程 情形 ; 逐次 逼近 话 世 应 
用 于 存在 定理 的 在 明 。 完 全 一 样 , 上 述 的 逐次 痪 近 法 也 能 虚 用 于 下 面 形状 的 
非 超 性 坊 微 分 方 要 : 
108) Wey— Tr yy Hy Py qo 
、 慨 定 衣 , 在 申 粮 1(=y (oo ) 上 的 柯 西 补 姑 条 件 用 自 疲 量 z 过 示 : w()， pa， 
ao 而 且 我 们 必须 有 WW(2) 一 p() Ty (TQtw)。 恨 访 上 汪 请 图 歼 有 建 焙 导 
数 。 作 帽 动画 数 
Wry Y=) Ey ~ HE J CY , 
台 然 它 有 过 灶 导 数 gw 与 wy。 酮 数 。 在 曲名 工 上 满足 所 需要 的 初始 条 特 。 堆 
代 w 引进 新 隶 知 末 数 : 册 一 4 一 。; 对 于 它 我 们 得 到 在 1 上 等 于 和 的 笠 攻 初始 
条 痊 。 邮 时; 不 竺 膏 ; 考 程 世 08) 改 太 为 新 求知 贺 数 府 方 积 。 因 此; 我 们 能 够 
企 设 对 方程 10 由 有 夫 于 淖 的 宁 西 初始 条 性 。 幅 设 对 充分 郑 虹 于 曲 钱 的 刀 
(rs 四 和 对 充分 接近 于 余 的 值 (wy p; 扑 ， 方程 右边 的 栈 数 了 有 有 关于 自己 的 
一 切 杰 时 的 运 炉 一 阶 导数 。 有 等 初 站 条 件 的 方程 (106) 变 为 方程 : 
Wry Y) = -|| re, 下 4 人生， 秀和 全) 妇 站 信 
Dry 
而 对 手 这 个 方程 度 用 泛 常 的 逐次 通 近 法 ;只 要 我 们 把 秆 (x; 幼 限制 在 卓 神 ? 
的 某 屠 域内。 作为 第 一 次 起 近 我 们 应 当 取 如 = 培 一 gs<0， 而 以 后 的 逼近 氢 
全 式 订 算 : 
Wn CT 的 一 -jpe 条 Wa 的 人 9- 生 证 go, 


Pn (Ty Y) =| 1 1 


gr D = fy yo snes Pb qn) de 


这 指 出 ,在 对 辜 性 方程 应 用 遂 次 源 近 法 时 ,不 符 中 ;我们 也 刘 以 等 康 到 非 
齐 次 方程 , 并 像 上 面 对 方 各 (94) 完 全 一 样 ， 我 人 能 名 柯 西关 盟 或 育 特征 刹 始 
条 忻 的 问题 中 的 初始 条 件 化 为 属 。 同 时 , 原来 出 发 的 齐 次 方程 对 变 语 图 才 一 
定 是 非 齐 次 的 。 

1 和 格林 公式 ”在 自 变 莉 的 个 数 多 于 二 的 情形 下 , 铸 二 阶 方 
程 的 柯 滤 闪 题 有 大 得 志 的 困难 , 丽 我 全 在 这 个 周 题 上 只 限于 一 般 


14T， 格 钵 到 涉 : 1 


的 叙述 。 

应 记 起 , 对 于 波动 方程 当初 始 条 件 在 {=0 葵 定 时 , 我 们 讨 对 
梧 西 问 题 的 解法 [II; 地 1] 。 但 是 这 个 特殊 方法 不 能 推广 到 有 变 
系数 的 方程 。 在 这 一 - 段 我 们 讨 解 常 系数 万 程 柯 辐 问题 的 另外 方 
法 。 这 个 方法 是 黎 曼 方法 的 推广 ,就 辣 后 者- 一样 , 以 烙 林 公式 的 适 
当 的 应 用 为 基础 。 当 初始 条 件 不 仅 在 平面 3= 0 上 曾 且 在 菜 个 淹 特 
征 曲 而 8 上 和 葵 定 时 ,这 个 太 法 籽 出 柯 西 问题 的 解 。 按 着 它 的 基本 
思想 , 宅 接 近 于 出 能 对 恋 系 数 方 程 应 用 的 方法 。 在 下 一 眉 我 们 以 
变 系数 的 波 渤 方 程 为 例 , 素 分 条 有 变 系 数 的 攻 性 方程 的 栖 西 问题 
解法 ,这 解法 是 属于 C. A 索 伯 列 夫 的 。 

在 方程 左边 有 特殊 形状 的 情形 ,我 科 便 建立 过 格林 公式 位]。 
现在 对 并 阶 偏 导数 的 如 性 算 子 的 一 般 情形 来 推导 属 林 公式 。 往 后 
我 位 概 设 所 有 有 关 的 导数 存在 和 这 续 。 

Ea 
(107) MD = ,> Cte > bruins ou (n= tn) 

和 

(08) MO)= ,六 Fan) - — 训 +ow, 

其 中 su bse 及 0 是 自 变 量 的 已 知 油 数 。 角 了 为 胎 杂 空间 人 wm，…， 
gw) 中 的 有 界 区 域 ,又 5 基 包 阅 它 的 曲面 。 

烙 林 到 式 史 mm 重 积分 


(109) | (0 —uM (wldr 


用 曲面 SS 上 的 (mm 一 4) 重 积分 表 出 。 不 难 次 楼 帕 微分 鹏 证 以 下 的 
恒 笑 式 :: 


vi) 一 下 有 = , 庆 soem(? 让 丽人 加 Su | 十 


dd 第 三 章 偏 级 分 方 称 的 一 般 囊 瞪 
半 且 应 肌 奥 斯 特 洛 社 拉 得 斯 基 有 公式, 我 们 得 济 : 
(110) | .. | [LoL —uM (ldr= 
-|…|teP uP{v) +uwQIas, 
其 .| 
- {PW = 2 Gs eosCn, 2 ， 
| 


= 兆 > (8.— -总 名 2 cas (on, om) ， 


击 % 是 的 外 法 钱 方 向 。 在 曲面 ， 上 各 点 我 们 来 确定 柴 方 向 v。 
为 紫 伍 : 


(419) N= SE oneosln, 由， 

并 楼 照 友 式 

(18) cos wn) = cs wr) (Fl, ,0 mm) 

生生 方 册 V; 殉 时 CD 中 一 2 小 二 为 各: 
Pt =NO -cosy es) = 人 

而 洛 补 仅 式 (1410) 全 为 下 也 

(114) | .., | To 人 —wM (0) 1dr = 


-| [NG 作乱 )+wQ jas。 
注 写 双 , 若 以 下 等 式 吉 立 : 


eh Gl, 2 ms 


二 六 桔 赫 肥 趟 ， | 


mi EF re er be ET eT 


姑 日 变 为 才 , 算 子 于 ( 区 全 于 上 (Ww， 并 县 我 个 可 改过 L(w): 为 并 
HR; 


LW = > | D3 Gv Co 
在 这 种 情形 算 子 工 (4) 称 为 自 共 元 的 。 

慨 定 宜 , 超 曲面 5 是 方 址 (2) 一 0 或 了 (四 -7 的 等 丁 超前 
面 ,其 中 了 是 自 变量 的 忆 精 国 数 4 裔 wy 人 0 是 这 超 曲 
面 的 方程 。 庄 量 cos Cn 3) 和 和 己 导 数 入 = wr 底 比 鲍 ' 且 上 了 Gd8)， 
方 同 2 的 方向 们 弦 和 量 ee 

Danp 

全 ”的 和 区 是 于 种 方 和 的 有 [499 


. = 六 ep | 


RE 二 S, 因此 我 们 能 斯 定 : 若 有 8 是 特征 超 曲 
而 , 且 尼 上 面 的 方向 ”在 每 一 点 和 淡 在 S 上 打通 下 这 一 -点 的 双 有 
征 方 而 相合 。 出 此 推 知 , 在 所 洲 嵌 的 情形 方 馈 # 落 在 呈 的 切 平 面 
上 上 。 方向 > 有 时 称 为 8 上 的 余 讨 权 方 向 。 现在 汰 明 格 袜 公式 (114) 
在 解 辆 西向 题 时 的 作用 。 朗 之 颖 求 得 方程 

(115) 0 一 一 了 


的 解 , 只 是 习 和 余 法 镀 导 数 5 在 某 曲 面 Bf 上 之 值 为 已 知 的 。 我 

们 段 定 总 是 这 样 的 ,在 直上 各 点 的 方向 2 不 在 切 平 而 上 。 同 时 奉 
Si 上 答 定 了 4 和 有 就 确定 了 页 数 % 沿 任何 方向 的 导数 在 By 上 
的 值 。 为 了 来 凿 在 品 的 外 面 某 点 于 so( 四 加) 之 秆 可 技 以 下 
方式 进行 。 引 方程 (115) 的 以 Mo 为 时 点 的 特征 角 锥 ,县 假设 这 角 
能 的 一 后 辣 曲面 1 的 一 部 分 图 成 空间 (ol，…; on) 的 有 界 区 域 DD 
(图 的 。 凑 坎 对 区 域 D 这 用 柯 生 公式 (1 四， 而 培 们 了 要 求 凡 
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各 (115) 的 解 为 刀 ， 洪 罚 方程 HO) 一 0 的 某 个 青 解 为 ,区域 吕 的 
责 曾 由 曲面 Sa 的 一 韦 和 特征 衣 雏 的 侧面 了 租 成 , 在 -人 及 
Ke 总 为 已 知 的 。 在 本 上 , 方向» 合 于 莫 
在 工 于 的 双 特 征 的 切线 方向 ， 而 这 使 在 
没 卫 积分 时 有 进行 分 部 积分 的 可 能 性 。 
对 波动 方程 
(116) 也 (ue) og Wyy — Wet = 
=—f (w, 4 六 
《图 七 ) 施行 这 个 为 法 。 在 这 情形 下 , 蛙 征 角 雏 
是 国难 面 , 而 母线 和 高 的 奖 角 等 于 本 。 算 也 了 (0 是 自 共 示 算 子 ， 
茯 式 (112) 葵 出 六 一 1 ,由 翁 式 (113) 得 济 ; 
G09 (py, 2) =008(n, 人 了 C09(yy Y) =0090, 二 
oo0g (yy 全 00gn, 人 ! 
年 是 可 网 , 方向 z 嘉 方向 中 关于 举 面 i=0 的 反射 的 像 。 顶点 为 
too; 入， 说 的 特征 座 面 的 方程 为 : 


pp i Pir 
人 ee 


(ty 一 十 (9 一 go 
利用 方 稳 工 (o) =0 的 如 下 的 解 ; 

加 (ito) 41 tC—t 
(118) v=l]g [V 一 1 一 2]， 
其 中 


一 (te — mo) a+ (一 加 ) 3, 
权 志 减少 的 了 健 的 一 方 所 生成 锥 面 (117) 的 苛 一 千 。 在 这 锥 而 的 


侧面 和 卫 上 二 各 一 一 1 并 且 表 人 1T8) 在 这 曲 而 上 变 为 合 。 在 全 上 
关于 的 微 秀 是 关于 了 上 的 余 法 匀 方 向 的 微分, 也 就 是 关于 煞 面 
的 母 绕 微 分 , 由 此 推出 ,在 二 上 我 们 不 仅 2 一 0; 丽 且 用- 一 0。 但 


i 和 7. 棒 林 公式 4465 


是 解 (118) 当 7*=0 时 有 奇异 性 , 也 就 
是 通过 顶点 而 平行 于 1 轴 的 宜生 是 和 解 
(118) 的 奇 条 。 用 生 径 为 8 的 园 柱 和 面 了 。 
划 出 这 条 和 线 。 区 城 忆 翻 下 的 部 分 记 为 
D', 这 区 域 的 境 异 除 8 和 工 而 外 , 将 
包含 所 论 柱 而 ,的 侧面 (图 8 。 设 太 
是 曲面 5 合 在 图 锥 内 而 扣 洪 在 图 柱 TT。 
之 内 的 部 分 。 强 在 应 用 颂 式 (11 各 。 老 一 ( 国 太 ) 

锚 经 (2) = 人 DD = 一 (2, 2 人 了 (0 = 区 在 志士: 

s= 焉 =0， 即 得 : 


a 人 (和 -e-me 


在 曲面 了 上 上 放生 » 会 于 外 法 厂 方向 ,就 是 和 从 轴 + 算 起 的 方 
和 疝 *+ 相反 。 以 记 华 标 对 衣 : 区 一 和 = oc05 p 和 9 一 加 二 ?ng 
的 酸 角 ,其 得 : 


(120) {leas= fi dy dé, 


在 和 上 我 们 有 一 s， 并 且 由 于 (118), v 是 霹 8 般 。 因 为 当 。->0 
时 =]R 8->0, 所 以 我 们 能 够 断定 积分 (120) 和 。 同时 趋向 于 堵 。 其 
实 : 我 何 有 : 

DY Pp 一 本 


可 和 
而 根 式 必须 钼 做 正 的 。 在 了。 上 : 
~ tr AAA [一 和 5 一 83 
且 当 s-*0 时 ;这 根 式 趋向 于 (一 力 ， 国 为 拓 加 9 这 样 我 们 有 : 


lim li WE dy = 一 li | dt = 


Ea 第 三 章 “ 搞 将 中 方程 的 一 般 和 理论 


-地 | wpoy Yoy Hd, 


党 中 到 是 记 黎 ?=0 和 曲面 六 的 次 点 所 对 应 的 t 值 。 因 迪 公式 
(9 鞭 出 : 


je ?oj 月 雪 一 J Su _ 00) Jass 人 war 


其中 8 基 曲 面 六 在 -上述 圆 锥 之 和 内 的 部 务 。 有 边 是 已 知 量 ， 而 半 
于 加 微分 ， OT 


C121) wo os = | | [1 姑姑 ]。 


很 坑 了 萌 题 的 多 存在 ,我 们 才 得 到 这 个 公式 。 严 格 地 说 ,我 位 还 须 
阶 证 右边 清 足 问题 的 一 切 条 件 。 这 句 要 较 多 的 工作 ， 因为 在 变动 
bo 时 , 锥 面 (17) 的 位 叶 要 改变 。 若 5 是 平面 1=0, 那 末 解 是 我 全 
以 前 得 到 过 的 。 上 述 的 柯 丁 问题 解法 帮 子 泥 尔 特 拉 。 它 的 详 稻 的 
殷 衣 可 以 在 下 寺中 找 芭 : 章 伯 斯 特 尔 和 赛 痪 “数学 物理 中 的 己 微 分 
万 竹 ” Ql 党 6 章 ) [Be6eTrep nH Cere ‘HuhihepennnanpHine YaAHeHHA 
B VBeTHSEIX IIDOH8BOKEHIE MATOMATHAIEORON PASHEA 。 


和 格林 公式 相 联 系 的 还 有 柯 西 问题 的 其 他 解法 ,就 是 陋 法 局 


方法 。 在 小 用 这 个 方法 时 , 攻 方 程 修 ( 认 一 0 的 解 使 得 宕 特征 角 雏 


或 锥 而 人 17) 的 装 个 简 面 上 成 为 无 穷 , 而 后 者 是 当 方 入 为 (118) 的 
情形 。 这 种 饭 合 在 应 用 格林 公式 时 锯 要 符 沪 汪 悍 ， 并 且 委 让 然 地 
引出 新 的 奇 尾 积 苍 的 概念。 

对 形状 为 


LO = Du uu —f 
的 方程 ,阿达 于 青 解 有 形 鸭 : 和 
o 一 | G—t)’~ > (mo) 


TB， 这 人 珂 去 其 式 证， 


me pe 


网 达 导 方法 对 变 柔 数 圈 性 方程 的 应 用 的 详 灵 鹃 明 能 在 他 的 法 中 找 
到 : 柯 西 朵 题 和 双 井 犁 缕 性 慨 微 下 方 称 ”( 巴 获 ，1982) [Le pro- 
bléme de Qauchy et laa 的 nationg anz dérivées partielles 于 - 
néaires hyperpoliques ]。 在 柯 期 与 逢 东 伯 特 的 郊 “数学 牺 理 万 
证 做 开 [全 Methodaen der Mathematischen Physik’”t. TI 中 有 
阿达 马 方 法 应 用 于 常 系数 方程 的 叙 迎 。 : 

148， 尝 伯 列 夫 公 式 “ 对 下 个 和 髓 变量 的 波动 方程 我 全 有 和 过 絮 
希 荷 来 公 式 吕 了 303]。 设 尺 是 波动 方程 的 解 , 在 空间 (wi %o， 8) 
由 曲面 8 所 图 成 的 某 区 域 也 内 有 到 一 阶 为 止 的 连续 导数 。 克 荐 
注 尖 到 式 用 沿 曲 面 8 的 积分 表示 出 在 区 域 内 部 的 任何 点 的 
公 站 挤 是 窑 这 候 起 中 因 现 如 各 它 的 一 阶 导 数 的 推 后 们 。 锅 们 息 见 
到 过 , 当 曲 面 8S 特别 选取 时 , 到 蒂 蔡 夫 翁 式 引 出 接 铝 条件 在 1=0 哈 
定时 柯 西 癌 题 的 解 II; 只 踢 。 到 项 荷 夫 公 式 能 推广 到 有 偶数 个 
自 变 量 的 波动 为 程 情形 ; | 


UH pn 十 tr 十 二 Ura rn 


而 且 同 从 前 一 禅 ,对 这 方 称 它 答 由 柯 西 问题 的 解 [ 参 看 站 3]。 

我 们 现在 靖 在 变 系数 的 波动 方程 
(122) tu = 0 {gw, Y, 2 Coton tyy + das) 
情形 拓 广 的 学 着 葛 居 公式， 其 中 ef(wy 9 2 为 一 下 责 数 丽 有 足 角 3 
数量 的 导数 。 往 后 赫 代 ctx, 9, ) 我 们 常常 写 为 eC , 其 中 型 
.为 有 浇 标 人， 过 四 和 的 点 。 

考 卡 到 对 于 方程 (12 外 的 特征 论 , 我 们 自然 要 达到 关于 泛 醒 : 


(129) J = | "ds -六 到 Va et de 


He © (Ey YD) 


的 标 值 问 题 。 在 这 情形 下 , 模 截 条 件 合 于 正 变 条 件 , 并 且 如 语 寿 [79] 
中 所 说 过 的 ,我 体能 作 交 分 问 题 的 场 。 能 (下 Mo) 是 以 ML 为 中 
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re 


心 的 中 心 场 的 赴 本 图 数 。 这 贡 数 辣 出 沿 对 ,到 并 的 极 栈 所 取 稳 分 
《ft38) 之 值 。 方 程 YE Ho 一 常数 烙 出 在 按 公 直人 23) 所 确定 的 
度量 下 央 到 为 中 心 的 氢 似 球面 。 对 本 数 7 到 ;了 H0) 我 们 有 方程 


, _ 1] 
(124) pradt r CN; M0) ~ rN? 
就 是 | 
: 1 
9d) 人 十 他 十 促 二 ei 


eS 显然 是 殿 。 和 于 的 对 称 葬 数 。 潍 6 为 常数 ,用 
7(M; Mo) = 二 , 其 中 + 是 2 到 形 的 距离 。 在 一 般 情形 ， 当 确 定 
任何 图 数 ua 人 的 推 后 值 时 ， 我 们 要 用 T. 替代 二 ， 井 且 和 和 在 
[II 0 和 中 一 样 , 我 们 引进 志 号 : 
uM; tT = [uM; Dl, 
假定 症 , ww (开光 其 方 程 (122) 的 解 ,并 且 为 了 简化 写法 , 员 
va; i = ;0 , 
在 方 答 (199) 中 改变 为 推 后 值 : 
(1265) [en l 一 人 (CE Ldal, 
式 中 4 是 坊 普 拉 斯 算 子 。 用 ua 过 示 [4 妇 。 我 们 有 : 
{grad t= [grad t — fu grad * 
‘126) A = div grad ti = [AD] —2[grad wu] ‘grad 下 一 
一 fedrFf 十 [omgrad2 +, 
井 把 从 最 后 方 和 的 表达 式 代 入 12) ,利用 (124)、 部 
得 : | 
i ti] = = dtm + 2 [grad ur]: "Era 地 中 Trl dz 一 [Lied —a 7 TU Lay 各 
类 似 于 (126) 中 第 一 个 公式 ,我 们 有 : 


grad 


1 挫 ， 磁 信 竹 夫 公 式 349 
替 且 把 从 最 后 方程 得 到 的 [grad 14] 的 表达 式 代 入 前 一 个 全 式 , 我 
们 得 到 下 面 的 对 以 后 重要 的 公式 : 
A = — 2 gra tgrad As -3 0 
对 这 等 式 的 十 边 琴 以 待定 的 画 数 o (MY) , 得 


(27) cdu= -20 grad rgrad 3 dr .2 


且 浸 取 页 数 CN) 使 右 迪 是 形状 为 (一 ou 避 ) 的 某 向 量 的 散记 ， 
其 中 下 是 与 入 艇 关 的 向 车 : z 
(128) c do 一 div( 一 -2 wb)。 


. 医 开 右 过 : 


FS A = 一 -3 div tw -— grad gu 


和 (127) 相 比 烷 ,我 从 团 出 ,四 是 满足 下 而 十 个 等 式 : 
(129) 他 一 ge grad ry; diyr 切 一 ad7， 
等 式 (128) 就 苞 立 着 且 也 也 不 与 tw 相关。 把 这 些 等 式 的 第 一 个 饶 
到 第 二 个 去 ,我 们 得 到 确定 o 的 方程 : 
divy(2e grad 7) =0 A7, 


“ 。 


朗 
{180) Dgrad ograd Teds=0, 
- 或 在 坐标 表示 下 为 : 
(381) (ort oryt ors) +oAdr=0, 


就 是 说, 为 了 确定 c 我 们 有 一 阶 太 性 方 各 。 有 了 o， 我 们 就 可 以 
从 人 中 前 一 起 确定 向 量 刀 。 珊 也 是 三 亲 空 天 (zy 四 人 的 某 区 

域 , 而 5 是 园 或 它 的 有 曲面。 假定 在 区 域 D 内 夯 数 oI 有 到 一 
航 为 下 的 速 绪 导数。 应 用 格 袜 公 式 : 


省 (oA A) d= je Su -w-32_) 必 ， 
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| 一 光一 


四 


莫 中 兄 为 BS 的 外 法 简 方 向 。 利用 仅 式 (128) 和 (00) ;能 下 多 宰 宁 
公 趟 为 形状 ; 


-fscm- fv 名 pa rio 


DD 


-Jil -wg ) )as, 
并 应 用 奥 斯 竺 洲 格 拉 得 世 基 妥 式 于 包 合 散记 的 积 耸 , 邹 得 : 
J 各 -如 + 全 各)osr]|jse woo 
国 到 图 数 久 并 考虑 泣 ， 
强 -[ 起 |- 过， 
独得 镜 对 以 后 重要 的 下 曾 公 式 : : 


(132) | = | | -四 全 十 0 局 (a dS 


人 ra do 一 0。 


在 所 有 以 上 的 计算 中 ,我 们 可 以 想 柄 场 不 是 中 心 的 而 为 任 泡 
汐 。 应 当 满 足 方程 (130) 的 醒 数 oc 明显 的 与 * 有 关 ，, 就 基 同 场 的 
选取 有 关 。 往 后 我 锁具 考 感 申 必 场 井 且 丁 数 e 将 记 为 (3 Mo)。 
所 有 我 们 的 芒 断 只 和 ao 点 的 这 种 痢 域 有 关 , 在 其 中 积 芬 (28) 的 


极 线 不 相交 着 且 构 成 场 。 若 “ 是 常数 ， 刚 如 已 将 出 对 的 " 并 ,并 
且 不 难 脸 证 , 醒 数 5 一 地 满 足 方程 (180)。 z 


149. 琳 伯 列 夫 公式 ( 策 ) 假定 驳 ， 我 倍 能 作 出 历数 o(M; 
Mo) ; 在 型 。 点 的 独 域 内 有 到 一 阶 为 止 的 违 壬 导数 ， 在 Mo 点 有 毅 
异性 并 且 满 足下 列 条 件 : 

(1 7 葬 积 cr(E3MoT(R 型 0) 包括 对 向 ,点 在 内 有 到 二 阶 为 


140，. 来 伯 洛 夫 公 由 { 粮 ) 由 


eee— Le ee er Lars mre 


目的 如 禹 导数 , 忆 
(188) lim o (M; Mo) TM; Mo) — a 
(2) 
(134) o Mo; NW) =o (NWN; MD); 
(3 ) 拉 普 拉 斯 算 子 用 于 ec (CM; Mo) 满足 不 等 式 : 
(135) | 4c (M; Mo) | 
式 中 六 为 (和 玉玲 关 的) 常数 ; 


《4D 车 访 1 为 合 开 。 点 在 它 里 面 的 某 一 于 曲面; 且 % 海 总 的 
外 法 绠 方向 , 则 当 无 限制 地 收 匡 有: 于 Mo 时 成 立 极 限 的 等 式 :; 


(186) lim 上 3- = 一 4r。 


SI 


到 
~ TMH; MD) 


车 6 为 常数 , 妈 画 数 c = 去 满足 所 有 的 这 些 条 件 。 

利用 有 上述 性 质 的 泵 数 r(M; Mo , 我 们 来 建立 对 于 方程 
(1239) 的 解 的 及 式 。 识 w( 开 ;四 是 区 域 D 内 这 种 解 , 了 由 曲面 8 
图 成 , 且 圳 Me 是 了 内 部 的 点 。 假 定 说 ,存在 以 Mo 为 中 心 的 趾 心 
声 , Mo 合 在 区 域 DD 因 , 井 假定 我 们 有 了 具 上 述 性 园 的 醒 数 o (WH; 
Mo)。 
质 区 域 了 中 划 出 中 心 为 oo 面 牢 十 为 8 的 小 球 有。 对 镜 下 
的 区 域 D' 应 用 肥 式 (182): 


on fo[ 训 -器 + 全部 jt 
z +||t Jast {ftaseaomo. 
要 靳 明 , 当 5 一 0 持 设 六: 的 积分 输出 一 4mu (M6; 旭 。 实 际 .上 , 量 : 


[2#] 和 如 | 澡 
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当 接近 于 以 。 时 为 有 界 的 ; z( 政 ; Ho) 在 S4 上 是 = 阶 , 双 由 于 
(133) ,og (MM; 如 在 1 上 是 二 阶 , 而 品 的 面积 是 o 阶 。 由 此 扒 


知 ， 积分 : 
由 [es ma 人 -全 到 


与 8 册 时 趋 癌 于 区。 剩 下 积分 : 
-| [90 a = -het 2045。 


这 里 法 弹 关 于 区 域 PD' 向 外 取 , 就 是 关于 球面 凡是 向 内 的 。 在 球 
面 上 当 -30 时 ,Ww( 于 3 f 一 四 趋向 于 WMo; 有 间 ， 又 考 虚 到 (186) 和 
上 带 的 法 粮 方 向 ,我 们 看 出 ,最 后 的 积分 确实 车 出 梭 服 一 rw Co; 
全 。 癸 式 人 99) 在 取 术 限 下 已 我 从 有 所 求 的 不 式 ; 


G88) wlMosd = lio] 
， BS 


[| +: 二 咱 doe 


省 是 蕊 1, 索 伯 列 兴 所 建立 的 8 . 、 8 

若 。 是 常数 , 央 co 一 鞋 且 do= 0, 三 重 积分 消失 ,而 我 们 得 
攻 通 党 的 克 希 荷 赤 公 式 。 在 * 基底 晤 ( 非 均匀 介 虎 ) 约 情形 , 罕 Mo 
点 也 之 值 不 只 是 从 曲 而 S 上 的 点 ;而 且 从 整个 区 域 也 上 的 点 以 出 
推 后 值 的 烙 果 而 得 到 。 | 

肥 式 (138) 能 应 用 于 解 方程 (22) 的 柯 西 短 题 。 油 需要 未 出 方 
程 人 2 的 解 ,而 满足 葵 定 的 初始 条件 : 
(189) uM 0 = fo); wlMD w=) 
对 要 求 的 解 记 用 公式 人 188) ,同时 取 中 心 于。 和 第 径 的 氢 似 球面 
S, 作为 曲 而 8, 就 是 假定 曲面 8 的 方程 有 形状 : (类; 了 0) 一 to。 同 


140， 画 数 r 的 作出 此 3 
时 右边 的 画 数 值 


四，[ 直 | |[ 居 | 


应 当 取 在 时 到 二 r(CG; Mo) ,或 者 由 于 r(CM3 M0) =t, 而 取 在 时 别 
ti 一 40。 考虑 到 声 始 条 件 (139) ,我 们 能 改写 方程 (188) 为 形状 ; 


uo, Dd = || io 名 一 -fo + oflagt 


4 去 [Jauea 


其 中 也 是 扑 偶 球 画 中 所 团 的 区 域 。 右 边 的 一 站 炽 分 是 已 知 男 数 ， 
. 我 们 记 之 为 了 CM0; 信 。 于 是 我 们 得 到 对 于 w (4 光 的 积分 方程 ? 


(140) (MoD FMD + || do (CM; M0 om, 


在 推导 这 专程 时 , 我 们 必 贷 假定 t 是 这 样 的 , 使 在 区 城 D; 肉 
存在 中 心 为 Mo 的 中 心 场 并 且 醒 数 c (NM; 了 Ho) 有 上 述 性 导 。 

我 们 指出 , 妆 可 6 和 变动 时 ,区 域 DD, 也 变动 ,并且 方程 (40) 
类 似 于 湿 尔 特 抗 方 程 。 可 以 证 明 , 对 充分 接近 于 需 的 四 方程 有 了 唯 
一 -的 解 , 它 可 以 应 用 普通 的 逐 闷 逼近 庄 得 到 ,着 有 这 个 解 网 时 漠 是 
对 方程 i122) 所 建 记 的 柯 西 问题 的 解 。 考 我 们 有 无 瓜 安 间 , 肿 圭 是 
否 接 近 了 于 专机 看 当 也, 扩张 时 变 分 问题 场 是否 可 能 呈现 奇 性 而 定 。 
在 有 瓜 愉 时 ,我 全 自然 应 当 考 虑 到 到 达 境 界 而 引起 反射 ,实质 上 就 
限制 了 变动 的 可 能 区 间 。 

巧 0， 画 数 = 的 作出 往来 作出 真有 上 偿 性 殿 的 图 数 co 我 
全 证明 ,这 个 画 数 有 有 限 形 其 的 显明 吉大 式 , 只 要 假定 构成 上 过 中 
心声 的 极 线 是 已 知 的 。 预 先 证 明博 个 引 理 : 

引 型 工 ， 营 查 微 分 方程 组 


(41) Ms Yi, ta, vas ta) =1, 2, 
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并 且 已 知 它 的 通 积分 : 

(142) Dk Ct, Wi Co, ts) 二 一， 2， 3) ’ 
那 来 成 立 仅 式 : 


、 必 Di{pi )》 8 0d 站 二 
14 1 Pa 名 并 Ee 3 
( 9 i WD Dim, 2 Cg) EE Ta + Das * 


在 这 公式 的 对 数 玫 号 干 是 栈 数 (J42) 深 于 四 +» Coy tH 的 谓 数 行 
剂 式 ,而 在 它 的 右 达 wr 应 当 换 成 两 数 [1492) 。 写 出 刚才 所 讽 的 行 
” 列 式 并 反 它 关于 i 微 乔 。 考 下 到 行列 式 足 它 的 元 素 生 积 之 和 的 其 
本 割 义 ， 我 们 能 肯 害 要 微分 行 列 式 只 须 芬 别 微分 汪 的 每 一 列 ， 然后 
相 加 所 有 得 注 的 行 齐 式 就 行 了 LIITs; 1801。 于 是 我 们 得 到 : 

OP 9pa OP 
BaiBi’ Ba ’ A 


oo Dp 2 go oo Bp pa Ops 

人 di Dla, hs, Ga) Basti’ Ba Bas +t 
Oss Da Ds 
dant ’ ds ? Da 


B91 ps ps | | Bp: ega ops 

Oi ' Ba S| | Br ' Br ! Hrs ' Oey a 

| Bp Fp Bqs | 1 Pp! bps ps 
: Cas . ” 人 i das Op 1 Dds ? cs 2 

Bp1 Poa Bos | |-8p ps ps 

Bi ' ret ? By drs ” Dds ’ 站 Ga 


注意 到 , 丁 数 (142) 必 须 满 吓 地 程 竺 (j41)， 我 们 得 到 下 而 的 六 
于 和 ey 的 悟 等 式 : 


5 = P11 Ys Ps) 【8 一 于 3, 0, 


区 于 下定 分 这 王 等 式 。 就 有 


150， 谓 数 o 的 作出 455 


把 这 些 一 航 旦 数 的 衣 达 式 代 人 公式 (44) 的 右边 , 兰 旦 分 解 每 个 行 
烈 式 为 三 个 行列 式 之 和 ,就 有 : 


0 了 (li Pa gs) 
dt Dies a Qs) 


二 0A) Xs Ok, .Dipis gay 3) 
( Om] + Fro + ms D(a ds, Ga) * 


这 样 粘 出 臣 式 (148)。 

引 理 2。 喘 不 是 单位 各 量 , 切 于 基 族 曲 厂 ,它们 和 风 个 参数 有 
关 和 井 坊 满 三 厅 空 间或 它 的 某 - 部 分， 又 4 是 从 笛 卡 尔 坐 标 到 曲 纺 
坐标 的 变换 行列 式 , 取 确 定 上 这 族 中 曲 糖 的 套数 ax 和 as 以 发 党 
这 些 曲 燃 的 弦 匡 s 作为 曲线 坐标 的 套数 , 驱 长 s 从 和 族 中 所 有 曲 
线 相 奖 的 革 曲 商 或 是 所 有 这 些 曲线 的 交点 算 起 。 此 时 碟 剖 候 式 : 


1 FF Digd 
(145) div€ a 


心 


瞳 了 (m9) 办 ,了 (0, ,DZ(0, 9 四 是 向 量 二 在 点 (wy 2 
2) 的 分 量 。 此 时 族 中 曲 炎 满足 微分 方程 租 : 


dr 本 号 
ds Xs us 一 上 ds 4 


因为 在 边 不 舍 s, 任意 常数 之 一 so 作为 8 的 附加 数 而 出 现 , 且 方程 
租 的 通 积分 租 有 形状 : 
Ww— 18+ a0 G1y Wa)? Y= alts Hy 4a)3 


2 二 a (8+ 80, 说 1 do) 让 


商用 前 面 引 理 , 邹 得 :- : 
a 37F _ 8 Dlpi, ger pe) 
dv t+ Oz -Bee Dlsoy my ta). 
2 Ek pr, 
并 考虑 到 BS 
我 们 就 得 到 公式 (145) 。 


狗 在 回 到 上 面 考虑 过 的 以 Wo 为 中 心 的 中 心 覆 楼 场 和 碳 数 a 
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所 应 当 满 足 的 方程 咏 80) 。 向 最 grad 7 切 于 术 妨 ,村 从 (124) 推 知 
5 一 n(M) ， 其 中 (MM) = icGM) 。 注 意 到 这 个 , 可 以 改写 方 稳 
《180) 为 形状 : 
2 Se Dn, (mM) 4+o(M) 47(M) =0, 
而 强 民 8s 从 Mo 点 基 起 。 
为 了 计算 drGd) ， 我们 利用 引 理 2 。 就 有 : 
grad + (M) =n( M)¢, 
其 中 t 是 切 于 声 的 极 线 的 单位 向 最 。 由 此 
> divgrad CM) ~ A (M) =t.gradn(M) nt divE, 


在 这 第 一 项 是 wu) 关于 3 的 导数 , 而 第 二 项 由 于 引 理 2 而 
等 于 


n(M) 84, 
并 且 对 于 ot 于 ) 的 方程 可 改写 为 形状 ; 
2 nM) to | 2 4+n (MM) EEA]= 0 
坡 oalgc_ _ 3lgn_ 9lg4 


Bs 8s Bs? 
于 是 求 积分 ,得 于 : 
他 (ad) = 名 《GT wa) 


其 中 轨 (m, qs) 是 变量 的 任何 夯 数 。 取 Mo 点 处 柱 线 的 切线 方向 
在 球 坐 标 系 和 统 中 的 角 坐 标 加 ,yo 作为 参数 a 与 aa。 前 面 芍 公式 
此 时 与 为 形状 : 


(146) ri 一 一 一 oo 


/My 到 )" 
VY 
Vn Ds, Ho, Po) 


而 数 罗 (8o, go) 的 形 拓 能 由 [149] 中 所 说 对 于 鲁 数 "Ca) 的 


150， 而 数 0 的 作出 457 


和 本 二 tt -rr TI 人 全 Li ee 一 Le 一 一 


第 一 个 条 和 件 确定 。 这 个 条 件 有 形 钛 : 
lim rN r=n (Mo, 


注意 到 积分 (12 和 9 的 形状 ,我 们 能 写 出 : 2 
5(M) =| nC) ds, 
其 中 禹 分 党 所 炎 进 行 。 应 用 中 值 定 迎 ,得 : 
lim 一 一人 ze nM) , 


Ge 


而 上 面 对 于 oc (WN) 的 条 件 能 写 为 形 胶 : 
(147) lm o (M)s=1, 
庶 指 出 , 当 s->0 时， 于 点 趋向 6。 
为 了 角 帘 位 于 公式 (146) 中 的 画 数 行列 式 , 要 用 到 在 [81] 中 

对 关于 测 地 线 问 题 的 标准 变数 所 建立 的 公式 。 企 这 情形 ; 

p= NM) (wy 2 , 
而 标准 变数 有 形 冉 : 
P= (CM) po=2n MY; p=2n (M2 
我 全 有 以 下 的 初始 条 件 ; 


w=Hndeopo; p=dndosin po =0080, 


po= 2n Mo)sin docoe po; Poo = Qn (Mo in dosin oo? 
(48) psn = 2n° (M0) co boo 

场 的 要 和 线 方 程 为 : 
(149) 多 一 Pd Tay Tey Woy 020) Y= gal ); 2 一 of }, 
其 中 7 二 spio, 又 gr 为 有 到 某 阶 为 目 连 模 导 数 的 画 数 。 关于 sz 微 
分 第 一 个 式 子 ,然后 置 8=0, 得 猎 : 
sin bo cos mo 一 人 Bp), pot (BE) Pt 


了 (se) Pao 
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利用 仅 式 (148) 以 及 加 和 po 的 任意 性 ,得 : 


op Op nn BP1IN | _ 1, 
Br ) ,一 Bre ) 0 -0; ( Br ) 一 工 :20 (M0) 。 
利用 (149) 中 其 余 的 公式 ,得 到 以 下 的 一 般 公式 : 


局 pr 一 + 中 。 Op j 
BE), lM); 《3 ) 0 Uv, 


利用 公式 (148) 和 (149) ,我 们 能 写 出 面 数 ps 关于 变量 s, 如， 
Jo 的 夯 数 行列 式 。 通 过 ry 而 关于 如 和 go 微 俘 时 ,我 们 得 到 乘 
数 s, 而 这 行列 式 有 十 询 包 含 这 个 莱 数 。 以 号 陈 行列 式 , 我 们 分 8 
趋 于 等 取 极限 。 利 用 以 前 的 仅 式 ,我 们 因而 得 到 ; 


lim 了 DY 2) 一 
#40 Dls, A 0 Po) 
sin Bo eog go, 09 Ho cog po 一 中 mn Bo sin po 
一 | Sn 六 Sinpo coudosin go sin 各 co08yo| 一 En oo 
608 Do, — SIn #0, 0 


为 了 确定 公式 (146) 中 任意 画 数 ,以 s 滋 它 的 雨 边 开交 8 趋向 
于 敌 。 利 用 最 末 的 发 式 和 公式 (147) , 就 有 : 


9 
1 NE 朗 (Bo，po) nM sin ho , 


葡 于 我 们 得 到 画 数 o 的 以 下 的 表达 式 : 


(50) cM;Mo)= | 0 De J 
YY 
nM) Ds, 0 po) 


可 以 验证 ， 这 国 数 有 在 E491 所 谣 的 一 切 性 质 。 若 n(M) = 


二 常数, 剧 (s， 5o，9po) 是 下 点 的 通常 的 坐标 ,并 且 最 后 的 公式 答 出 : 
1 
Li 了 9 


151， 和 初始 条 性 的 一 般 情形 现在 假定 初始 条 件 不 在 丰 面 
bm0 上 ,而 在 有 方程 t= gM) 的 某 一 曲面 上 答 定 : 
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ie 


(151) uvn = fo(M); wl t= = ff1 (NH) 。 


要 解决 当 #g (030 的 疝 题 。 圭 慌 超 球面 (CU Ho =t 堵 碟 曲面 
(152) TM; M0) + (MM) =t, 


生 概 波 , 对 差 包 一 p( 政 )] 的 所 有 充分 楼 近 于 恬 的 正 值 , 曲面 (152) 
是 合 了 LY。 点 在 办 的 三 凌空 出 的 并 曲面 ,并且 含 在 曲面 内 部 的 空 有 
部 分 ,由 以 下 不 等 式 确定 : 
(1658) TM Mo + pM <i 
现在 应 用 公式 (188) , 取 曲 面 (152) 作 为 8。 同 时 在 沿 8 积 务 的 徐 
积 医 数 中 我 们 要 有 : 

[wl =u Mt uM pM)) FolM); fa 一 GD。 
人 证 明 , | -3 | 也 能 用 初始 条 件 表示 。 我 们 有 : 


fu HM) _ ou(M; pMD) _ Oud; 
dn ar On 


.99 (M) 
tp( MY En 


t=pt) 


Bu(WH; DD 
十 -一 于 


外 
十 古 
du tM; A 
站 


.ap(a0 
各 1 一 吧 4 对 3 
也 就 是 


t=pty) Dn 


_ Bfo (MM) Bu(M; 
Br 


如 3 0 
[ee -220.20000j,00, 


引进 记号 . 
ra- 直人 fat， 


TRE BAF 
to( 人 9) -flas, 
对 于 wt( 霸 0; 日、 我们 得 到 闫 忆 于 (给 ) 的 方程 : 
(164) We D= FMo; D+ | | Fal do (CM; Mo dy, 


TO UE 
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同 庚 前 一 样 , 它 能 够 用 乏 类 逼近 法 来 解 , 且 葵 出 答 件 为 (16D) 时 
河道 问题 的 解 。 全 部 南明 的 严格 推导 需要 夯 数 cgd)， fo (DD， 
及 (M) ,yp (MM) 有 若干 个 数 的 连 种 己 导 涩 。 

我 们 来 闭 明 曲面 (52) 与 特征 窒 的 联系 。 对 于 方程 (122) 硕 
点 在 CMo; 分 的 特征 角 钙 ,在 四 维 鹤 肖 ( 形 ; 志 中 有 方程 
(1 55) =t— TO; Mo), 
其 中 二 和 对 (3 纹 是 芒 动 坐标 ,而 1 与 于 o 为 参数 。 曲 而 (159) 
是 三 座 空 脚 有 同样 坐标 (zy 9 纺 的 那些 点 的 儿 何 轨迹 , 也 是 特征 
角 锥 (565) 和 四 条 空间 曲面 二 = 9 (时 ) 的 安 点 ,就 是 疝 , 曲 曾 代 659) 
是 上 进 兖 截 在 三 维 空间 (2， 2 分 的 投影 。 为 子 明 最 起 见 ， 讼 想 这 
一 - 切 在 三 蕉 室 阅 (we， y, ti) 发 生 。 方程 (155) 相 应 于 通常 的 锥 型 曲 
前。 这 曲面 与 向 面 = (%, 奶 语 某 曲 移 相交。 投影 这 曲 灵 到 乎 面 
(%, 幼 上 应 是 于 曲线 1， 它 正 是 曲面 蕊 52) 的 类 但。 角 雏 的 顶点 在 
(2 芒 平面 上 的 撑 影 应 当 蓝 在 ! 的 内 部 , 毕 公 式 (6 和) 中 三 重 积分 
有 其 类 似 的 沿 平 而 (x; 凡 上 的 了 内 部 区 域 的 一 重 积 牙 。 这 区 域 当 
然 和 角 锥 页 点 zo, yo, 站 的 位 调 有 关 。 若 这 顶点 趋向 于 曲面 石 = 
pw, 仍 上 的 某 一 点 , 那 来 曲线 必须 熔 到 点 (ww, 坊 ) 。 完 全 类 但 
的 , 车 角 锥 (155) 的 顶点 趋向 于 曲面 右 一 pa 上 基点 (CMs, 1), 
剧 附 曲面 S 必须 熔 到 点 型。 

曲 而 & 的 所 有 这 些 几 何 学 特性 , 对 干 柯 西 阁 题 解 的 存在 性 的 
严格 证 明 是 必要 的 ,因为 这 个 彼 放 ,此 曾 二 pt) 的 切 稠 面 和 符 
而 t=0 不 应 恨 莽 太 多 。 可 以 脖 明 ,这 条 件 能 写成 形状 : 


1 
2 i 
(S58) rad? ws {MH < EMy° 


栖 时 重要 的 是 画 数 (型 ) 和 并) 由 方程 (124) 联系 。 当 保 
持 条 件 (156) 时 ， 倒是 曲面 = wa 为 空间 的 。 对 于 更 一 般 的 双 
旧型 方程 : 


152、， 推 产 的 谈 动 方程 61 


bi 
Wi , fee 0, 


其 中 xz 为 自 变 景 人 让 13 交 sy 4 放生 的 男 数 ， 退 是 曲面 一 六 (01 a 
Wn) 在 它 的 某 一 点 为 空间 的 ,只 台 在 这 点 满足 不 将 式 : 


> i 


上 述 放 六 的 建 并 以 及 完 双 识 明 它 在 解 关于 方程 (122) 的 柯 西 问题 
上 的 应 用 ,可 以 在 C. 正 索 伯 列 夫 的 工作 中 找到 [苏联 科学 院 地 震 
举 研究 所 埋 报 ，6 期 (1930) 和 和 挫 斯 ‘1984)。TpyIE CeieMoxoTH- 
eonoro Haerazyra ARaNeMRAR Havys CCCP MN 6 nH B49, 19830 FH 
T9847T. 了.]。 这 一 方法 B. 工 _ 戈 龙 拉 得 斯 对 更 一 般 的 四 个 自 变 
量 的 双 曲 型 线性 方程 售 应 用 过 (苏联 科学 院 报 告 ，1983 征 。 其 殴 在 
0. 这, 索 伯 列 夫 的 工作 中 [数学 禁 刊 , 104d48) ,半期 ;19386。Marearar. 
e660paHE, 1 (43) , BEIH. 1; 1936 7,] ,上 泪 方 纺 对 偶数 个 自 变 晤 的 .一 
般 双 曲 鸡 方程 有 拓 广 。 在 下 一 段 我 全 要 提 出 区 更 一 般 方 程 在 念 从 
的 方法 上 的 一 些 变动 ,这 就 是 B. F， 戈 威 拉 得 斯 工作 中 已 疼 做 的 ， 
然后 只 对 有 常 沙 数 和 的 波动 方程 ,处 述 在 自 变 量 为 任意 侦 数 时 方 
法 的 拓 厂 。 
152。 推广 的 波动 方程 ”替代 (122) 涝 厅 更 一 般 方程 : 
CL57) Ue = > izese 十 > Us hear, 


其 中 驰 数 色 , 有 8 上 及 有 为 自 变量 mi 全， We 的 图 数 , 并 且 ci 大 于 
某 一 正 数 。 直 全 证 男科 中 ) 作证 夯 : 


好 
(158) 7J=|， 和 2， 
鞭 中 . 
匀 本 3 
"159) d= 人 
tl wh 


中 心 场 的 基本 画 数 TCMI; 型 9 满 是 以 下 方程 
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= 一 一 me er 


(160) > tir, 一 -二 


就 像 在 L148] 中 一 样 , 定 义 任 何 尔 数 xd; 坊 的 推 后 和信。 奉 代 (131) 
得 镜 对 于 锁 数 o 的 以 下 的 方程: 


{161) 包 > dtr Os To > | ere +(25 2 二 二 一 下 )ra|= 0。 
条 件 (188) 下 形 状 : 


WM 
i M;M Mo) = 
(162) lm o (M; Mo) (OM; Mo) Vaan 


1 
Can- 
其 中 如 是 栈 数 本 在 型 o 点 之 值 。 符 代 (1885) 有 估计 


x 
(168) PAC re en 


式 中 (wD) 是 方程 U67) 的 石 边 ,而 了 为 常数 ,着 旦 公式 (186) 取 形 
上 装 : 


(164) lim {| > aas eos(n wm) dS — — da, 
赫 代 (188) 成 主公 和 丈 ; 


(88) wo 让 = 二 | oP(ta) — [uIP(o) + 
+o| 字 | Pls) toRIultas + 元 用 ae) Gu， 
忒 中 Plv) 一 Dy aw o0g (9 wr) 


R— > (2 Cet —b ) eon(n, oy 
Mo = 多 per We. + ho), 
而 于 (o) 是 并 辐 于 二 (tr) 的 算 子 。 利 用 公式 (165), 可 以 和 在 5149] 
中 一 - 样 ,把 初始 条 件 为 (189) 的 柯 西 问 题 化 为 积分 方程 ; 
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uMo; D =P Mo; D+ 2 || {tn Co) aw, 


应 当 指 出 ,方程 (157) 的 写法 中 有 茶 些 不 定性 ,由 于 放样, 我 们 可 以 
按 不 同方 式 先 取 乘 数 避 。 特别 ,用 拓 琵 方程 的 雨 边 ,而 把 这 画 数 包 
括 到 方程 的 系数 中 去 , 我 全 可 以 韶 为 "二 1。 

允 于 示 数 0 (用 ;并 0) 可 以 得 到 类 伺 于 (150) 的 伏 式 : 


工 玫 
(166) 个 和 CAM; Mn) = 入 CM 0) i Nin 和 ,上 人 er- EE ty 哄 


n(M) 二 A ‘a, a alah aaa 


Dt{s, do, po) 
式 中 8 是 速 接 Yo 和 型 的 极 粹 强 长 ， 并且 了 按照 公式 (159) 放 
算 。 
站 393， 任意 个 数 自 变 量 的 情形 ”在 应 用 0, 正 膏 伯 列 夫 方法 
于 许多 个 自 变 量 的 情形 , 需要 引进 一 些 页 数 er。 我 们 对 于 常 系数 
的 破 动 方程 来 瑶 明 这 个 方法 的 应 用 : 


2%t+1 


(167) tt 一 ee 
(参看 0， J 膏 伯 列 夫 “关于 一 个 推广 的 克 希 茶 天 公式 ”苏联 科学 
院 报 告 ,1988)。 

用 于 洪 记 空 入 有 se 中 学 标 为 (oa ya 二 的 点 。 除 此 而 
外 ,要 考 碟 坐标 为 (9 apr 左 ) 或 ( 开 ; 站 的 空间 忆 pp.3。 对 于 
方程 人 167) 顶点 在 Co 引 的 特征 钱 面 在 Rai;s 中 有 方程 


《168) 碳 一 # 一 
其 中 : 

(169) "3 pl (01 一 二 )30 
妥 便 用 [pj] 总 画 数 2 的 推 上 后 值 : 


[9 CM;D)1= 9(M; :一 工 )， 
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Ce 


就 是 设 , 数 值 2 在 关于 t 是 下 面 的 全 锻 面 (168) 上 。 如 同 我 们 已 
经 指出 的 [138] ,在 特征 曲面 上 , 满 是 方程 (167) 的 画 数 尺 与 它 的 导 
数 之 间 存 有 关系 。 村 对 于 攻关 于 了 上 的 导数 


(170) w=| S| (=0,1,92, 2 


来 确定 这 些 关 系 ,而且 我 们 将 睫 想 ww 是 zr, 中 的 画 数 。. 预 先 指 
出 ,基本 方程 (124) 在 这 情形 下 有 形 软 : 


(71D) (gr ) = 号 。 


沽 而 数 名 对 坐标 再 接 微 分 , 并 也 通过 变量 (1 一 个) 素 微 分 ， 且 利 
用 容易 验证 的 公式 : 


其 中 点 琢 示 时 se 中 的 数量 积 , 我 们 就 得 到 以 下 的 公式 ; 


(172) A = — 2 grad atl grad 一 一 Wr1d 
引进 算 子 : 
(178) Lt) = — 9pgrad vgrad 一 vd = 

-一 一 2 D3 - 人 dy， 

0 i=1 宁 

本 以 改写 届 7 久 为 形状 ; 
(174) n= L (ust1) o 
这 就 是 在 锥 面 (683) 上 满 是 的 关系 式 。 算 子 工 笑 合 关 系 式 : 
(1785) om 六 (em + wb (9) = —div(2vw grad™ 。 


对 > 的 环 早 ,我 们 有 : 
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(176) 4Ar’= (28+8— 1 3; 三 (一 一 (st) pe 
了 导 及 醒 娄 ci 
{28— 2) (有 一 人 2 


信 一 一 人 了 


1 
(1 21 (=1, ,DD 
”我 们 有 : 
(178) La =0; Liout=4do; doy=0 


(=1， 全 下 一 二) 
设 卫 是 空间 有 srti 中 不 包含 打 o 点 的 茶 区 域 。 写 出 (33 十 1) 重 积 
他: 
(179) |， > (~ 卫生 (Us oerl Uk s+l ds 1) 十 
十 (Oks 1 {3) 十 【Ge ) ] api ’ ‘dro 410 
从 (417 名 与 (178) 推 出 这 个 积分 特 于 霸 。 注 意 到 菇 式 (47 所 和 公式 
sgAiw—WAv = erad ww— aw grad o), 
证 以 改变 积分 导 78 为 洛 包 将 区 域 六 的 曲面 总 的 积分 。 还 考虑 到 
公式 


名 一 [名 训 ]-[ 开 | 
我 们 能 号 出 : 


DS ]- 


人 


0 
er “|as=- 0， 
寺中 站 是 号 的 外 法 线 方 向 。 若 区 城 忆 会 开 0 点 在 内 ,在 用 小 球 划 
骨 六 6 以 后 , 目 曾 公式 仍旧 造 用 。 热 后 披 通 常 方式 过 渡 到 椰 腿 , 创 
得 以 下 公式 : 
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(180) 20 DD = | (一 1 {|G | 


a 一 J 


~opens| Fs | OF-sfl 2 as, 
其 中 常数 4 由 公式 : 


2 it2 
4 TC 


2Q04— Da 条 (二 全 

来 确定 。 当 如上 十 1 一 83， 公 式 (180) 合 于 克 希 蒋 夫 蛋 式 。 若 取 中 心 
为 型 。 及 年 径 为 of 的 球面 作为 曲面 8， 那 来 画 数 * 的 导数 的 推 后 
什 用 ;=0 时 避 与 ww 的 初始 条 件 表 出 , 井 且 我 们 得 到 柯 西 问题 显 式 
的 解 , 这 是 我 位 以 前 在 别 的 形状 下 有 过 的 [II;171] 。 当 和 初始 条 件 
若 定 在 曲面 二 =gq (XM) 上 的 情形 , 利用 公式 和 80) 岂 甬 完全 一 样 地 
解 志 柯 西 问 题 。 台 指出 ,在 积分 号 下 也 出 现 初 始 条 件 的 导数 ,因此 
为 了 问题 能 解 ,我 们 必须 要 求 初始 条 件 址 到 某 一 与 天 相关 的 确定 
阶 数 的 导数 的 连 策 性 ,这 也 是 我 们 以 前 指出 过 的 。 

在 C，A4. 克利 斯 齐 河 诺 杂 奇 的 工作 中 (数学 莹 刊 , 管 工 ,5 期 ， 
1987) ,这 个 方法 已 扩充 到 非 线 性 双 明 型 方程 上 去 。 

184.， 基本 不 等 式 “考虑 具有 形状 


(181) ht ef 


的 双 明 型 方 种 , 其 中 ar， B46 及 了 与 (m1,…, gs 有 关 , 并 朋 
b1, 6 及 了 为 连续 ， 而 ez 在 空间 {tw1, 一 Wa; 的 革 区 域 上 有 有 连 种 
一 阶 导 数 , 这 区 域 是 我 俏 以 下 要 说 测 的 。 因为 我 们 履 详 8 有 荐 双 
出 型 方程 ,就 要 成 并 不 等 式 : 


(182) > Crt h > >0),， 
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井 且 我 们 识 对 上 撑 区 域 \ 为 正常 数 。 以 后 为 了 更 加 明显 起 见 ， 我 
们 考虑 % 一 2, 这 就 是 静 , 我 们 将 考虑 以 (om 及 为 坐标 的 三 订 空 
疗 总。 一 切 讨 葵 也 能 转 汉 一 般 情 形 去 。 

我 们 的 问题 是 通过 初 姑 条 件 与 季 数 米 对 方程 (181) 的 解 符 出 
估计 。 虎 便 衣 到 , 从 这 些 振 群 立即 就 推出 柯 西 间 题 的 解 的 唯一 性 
以 及 它 和 初始 条 件 的 回炉 相关 性 。 我 们 以 下 的 计 答 和 那 一 些 在 对 
波动 万 程 的 柯 西 问题 和 巡 乱 辕 题 的 唯一 性 让 明 中 我 倍 用 到 过 的 事 
实 相 类 供 上 EIT;1791， | 

绷 司 为 空山 总 的 某 一 由 光滑 曲面 S 所 国 成 的 有 限 区 域 , 且 
答 % 为 8S 的 姑 法 线 方 向 。 恨 定 风 , 方程 (181) 的 解 和 济 二 阶 为 上 
的 导数 在 了 中 在 色 5S 连续。 和 写 出 积分 : 


G88) T=|{ LC ame,tud) con(n, D — 


一 2 Cuntaiitco8 nt, wr) JaN, 
应 用 奥 斯 畔 洛 格拉 得 斯 基 公 式 霸 利用 (18D 得到: 
es 7 t+ 


蔚 
二 六) Oa wor 


ri ot 
积分 (183) 中 稚 积 西数 可 以 表示 为 形状 : 
1 
(185) oD 之 ar (ooos 人 za 从 一 


—, COS ey Wa ) (uz, COI CR, A — th CO Nn, Wr} 十 

十 红 (eos (nn, 加 -六 ir COS (NR Wy) COY (Po, za)) |。 
假定 府 , 区 域 卫 由 下 面 1 一 0,t0《0>0) 和 特征 曲面 所 国友 ,在 最 
后 的 曲面 .上 cos tw, 四 >>0。 向 时 在 它 上 上 面 
(186) CGOSS (Cn, 一 :他 ip CO NY WO CO (RN, x) = 0, 


458 弟 三 齐 局 微 分 方 程 的 -- 毅 理 纵 


且 由 于 (1829) ,表达 式 (18) 在 侧面 上 吓 非 负 的 。 应 当 指 出 , 涝 全 
夯 卉 不 是 特征 的 ,可 是 在 其 上 适合 条 件 
(187) cosafn 上 一 3 a Cos (re, wi) coatn, wy 0, 


就 村 有 同样 的 妊 座 。 在 这 情形 下 , 称 曲 面 是 空间 的 [大 和 夏 此 1]。 
其 亦 , 当 =O 有 时, 03 (tw, 如 二 1 及 i 一 0 时 60g(m, 下 一 一 而 同时 
C08 (ny v0) 科 | c0s (mn, wa) 交 于 零 。 守 


{188) K() = | ( S$ ot deidpay 
Bety 
其 中 B(i0) 昨 卫 与 和 下面 1=46 的 惟 面 ,并 和 且 注 意 到 ,表达 式 (18 闭 在 
整个 侧面 上 是 非 曾 的 ， 起 得 到 : 
(189) | 中 Zu [3 全 | (81— Sy Oa junt cu—F Yawdesdts + 


kl Hp, 
Bertr} 


f 之 
+| | DY Tate, wo dmdvdt > K Ct) — 1 (0) 
By 
(DtEO), 


假定 设 ,不 等 式 : 
G90) 党 
有 站， 其 中 了 Po 为 基 正 数 ， 于 是 

由 之 tl 2 Be stil ds 


= Po 


< Po 中 > aa» {us | ard 


让 二 1 
Dit) 


其 次 ,我 们 有 : 
9 
全， [wz | * | | 2 人 oo 
但 是 由 于 (482) ， 
> 吗 怀 于 ,tabs 


于 是 推 知 ， 


基于 ， 基 朴 不 鱼 式 409 


so 


t 2 Ogre rt ， 
| SD ov, dmdesdti| < Pi{ K Gadd, 
0 Hy ee OF 0 


其 中 Bi 是 与 系数 有 关 的 正常 数 。 完 全 类 似 地 : 
人 和 襄 G- 洁 束 )wanana< 


f= 二 不 吓 荆 Or 
时 Li) 


<P,| El)an, 
其 中 Ps 是 类 要 于 局 的 和 常数。 家 : 
91) LO = | wadeidve, 


Birty 


庶 用 不 等 式 225 志 of 十 03 并 且 注 意 漳 ， 
2 
:人 trp Ue 0, 
得 到 : 
<P, | [EK 全) +LO) 1 


t 
| | Te 
“ Brtyy 


最 后 慨 发 成立 不 等 式 : 
9 |f| 拟 粹 ， 
注意 型 2iv| 所 ( 娃 填 1 ， 我 们 得 着 : 
| {| gpamges| sa |{ aldwsdes< ME+ 
了 


Lit) But 


十 闻 | uidm dms, 


Het,y 


其 中 加 为 当 0 所 艺人 时 面积 BH) 的 最 大 值 , 或 者 
| | Huidoadm| < ME+ME (), 


Bityy 


于 是 推出 : 
(198) f | 2fudvdwsdh |<HBe+t 对 | EC) i 


Beta 


AT0 第 宕 章 偏 徽 号 方程 的 一 般 到 棚 
往 所 有 得 至 的 估计 式 代 大 避 89) ,就 有 有 : 
(194) 素 国 二 区 50) 二 RE C+a0| KE) tp L (08, 


式 中 了 了 为 常数 , 尼 与 系数 em ze。 以 及 ais 的 导数 在 所 考虑 的 区 
域内 的 数值 有 关 , 卫 Mi 一 下 如 。 
对 于 工 (0 非常 入 单 地 得 到 类 似 的 不 等 式 : 


和 sdridema = | godest | | nado dwsdt, 
EltY 9 Bf 


Aro 


从 这 里 ,注音 到 不 等 式 295 专 a3 十 加， 朗 得 ; 

(90) LO<LO + Ea + LO) 

把 (194 与 (195) 相 加 : 

(196) K@+LOEEO+IOrMEtY) EET+ 


+ dat, 
其 中 
(197) = 了 十 寻 十 1。 


可 用 于 号 : wD [KG) +E() ld 


能 写 出 : ew 人] < 二 亲朋 en 
其 中 
(198) $=K (+L(0), 
对 最 局 的 不待 式 浆 和 分 并 用 e” 琴 雨 边 , 邹 得 : 

a 6 二 em _ NW 

到 <(y+ 认 ) 7 : YY 7 
用 这 不 等 式 的 右边 来 赫 代 Ge6) 右边 的 芒 信 : 

一 My 人 NM 

(199) KC +LG) <(8+= +)e -2 
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更 加 有 不 等 式 : 


NY yf M1 
(200,) KO<{(8+- +)e 一 
ao Mi 
G00) LO<(8+ -2 -A 
对 于 齐 次 方程 (f 三 00 必须 假定 商 = 村 ,=0: 
2041) Kk € a < Boe 
(201,) I (A oe 


注意 到 和 82) ,我 们 能 在 1201 的 左 动 换 玉 从 为 

| (et 十 Ma 十 Joaaans。 

be) 
并 不 限制 一 般 性 ,可 以 人 恨 发 在 对 82) 中 大 天 1, 那 末 不 等 式 (90I 小 能 
摘 为 较 明 的 不 等 式 : 


(202) | G4 4+) didops < 全 ee 

Hit r 
对 于 任意 个 数 自 变量 mr, 也 能 完全 与 上 面 一 样 地 来 证 明 不 等 式 
(200) 。 应 当 指 出 , 这 个 不 等 式 对 于 -一切 的 二 适用, 只 要 当 其 时 我 
人 能 作出 上 本 类 型 区 域 D。 

形状 (200) 的 不 等 式 的 推导 和 这 此 不 等 式 对 于 双 昌 更 忆 仙 从 
方程 浴 的 虚 用 , 可 以 在 0. A. 索 伯 型 去 的 工作 中 技 到 :“ 候 微分 万 
程 芒 的 一 些 新 闻 题 ”( 数 学 棍 刊 ,5 知 二 期 ) 和 “ 旨 线 性 双 曲 型 仿 微 
分 方程 若 ”( 数 学 可 刊 ,5 内 1 期, 1939) 。 

155， 解 的 唯一 性 和 囊 矿 相关 性 的 定理 ”从 证 明了 的 不 等 式 
容易 推出 柯 西 问题 的 解 的 唯一 性 以 及 解 与 初始 条 件 和 方程 的 自由 
项 的 巡 午 相关 性 定理 。 凑 处 在 同一 初 怒 条 件 下 柯 沿 问题 的 十 个 解 
之 落 , 我 们 把 准 一 性 定理 化 为 以 下 的 方式 : 淳 在 方程 (181) 中 自由 
项 了 等 于 适 , 并 且 初 始 条 件 有 形状 : 
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(208) | 下 | -0 一 如 | -0 一 人， 
那 末 关 题 的 解 必 须 是 % 一 0。 通 过 姓 何 点 (wz, 1 的) 避 圣 征 角 
雏 , 需 改定 它 和 平面 :=0 一 起 产生 上 述 类 型 的 区 域 D。 者 wm， 
za 直 为 汝 0 已 及 有 初始 条 件 {1208) 时 间 题 的 解 它 连 同 到 二 阶 
为 止 的 导数 在 区 域 DD 中 这 入 。 上 比如 襄 不 等 式 (201s) 就 可 以 应 用 ， 
而 有 匡 由 壕 上 所 襄 的 扒 知 5 二 0。 因 此 

LI 一 | Qips 一 个 ， 


Bety 
于 是 推 知 在 如 中 以 寺 0。 着 齐 次 的 初始 条 件 (208) 不 在 整个 淮 面 
(z, 妨 上 而 只 在 区 域 DD 的 底面 80) 上 成 立 , 这 个 葵 断 仍旧 有 效 ， 
因为 这 时 同样 有 23=0。 从 此 可 以 作出 精 论 : 竟 次 方程 (181) 的 解 
在 是 (oo om 的) 的 值 只 同 顶点 在 (op oy to) 的 里 征 角 锥 的 
产生 前 述 类 型 的 区 域 了 。 z 

完全 和 上面 一 样 , 解 和 彻 妈 条 件 的 天 纺 相关 性 归 桔 于 , 漆 
7 二 0 而 且 出 现在 彻 始 条 和 件 
{204) Wro = poldiy ra) Wlio™ a(t Wa) 
中 的 画 数 po za %2) 与 pitoiy za) 很 小 (在 某 一 意义 下 ) , 那 末 解 
2 01y wa D 也 同样 是 很 小 的 。 圈 定 说 , 我 们 取 初 好 条件 的 微小 里 
在 那样 的 音义 下 , 就 是 积分 上 上 () 与 五 40) 很 小 , 也 就 上 是 魏 裔 我 
俏 有 不 等 式 (0) 所 8 和 (0) 过 sy 其 中 8 是 小 的 正 数 。 同时 从 
(201) 和 (2012) 立即 推出 ,到 的 入 多 在 整个 区 域 卫 上 有 以 下 
形状 的 居 吞 : 

K() deertdt, LO deePtit, 

若 仅 惕 是 % 一 1， 就 是 说 , 若 我 们 有 孜 个 自 变 量 烽 和 而 与 初 怒 条 
忻 的 连续 祖 关 性 , 可 以 证 明 不 羽 在 估计 积 耸 乒 区 及 工 从 的 意义 
-上 ,而且 在 估 匣 画 数 本 身 的 超 对 值 的 意义 上 。 这 直接 由 黎 紧 方 潜 
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人 


推出 [483] ,其 要 万 程 已 化 为 在 应 用 黎 竖 方 继 时 所 和 采取 的 那 种 标准 
形 息 。 如 时 自 变 量 的 个 数 大 于 3 剧 从 |go| 与 181| 的 徽 小 性 不 能 
推 岂 | 中 的 微小 性 ( 当 了 0 时 )。 异 助 于 上 面 所 推导 的 不 等 式 来 研 
完 一 下 w=1 的 情形 

此 时 我 们 用 身 变量 tw, 门 , 而 区 域 了 一 般 衣 来 是 有 曲 烧 余 边 
的 梯形 4BB 4。 这 线 41Bi 有 方程 :=C。 信 定 说 , 2 一 世人 是 边 
蕊 41 的 方程 , %= 丰 中 是 边 BBi 的 历程。 我 们 假 训 , 不 羽 出 现在 
官 关 条 件 420 向 中 的 丽 数 oo 与 gi1(w) ， 而 县 导 数 pol 按 移 对 
什 痪 是 很 小 的 。 同 时 这 些 晤 的 平方 治 着 区 焉 了 的 底 边 4 已 的 积分 
世 是 很 人 的 ,因而 值 二 (09 与 站 ( 虽 很 小 ,而 且 在 所 稿 的 情形 下 ,我 
们 有 : 


EO -| [gy, Duta]ds, 

其 中 ef, 用 基 名 >0。 由 于 上 这 的 估计 ,从 了 (0) 和 珀 (0 的 微小 
性 推 知 量 革 由 与 状 雹 当下 过 茎 号 时 的 微小 性 , 于 是 我 们 能 断定 
二 下 蓄积 分 的 微小 性 ; 

下 本 _ fifty 2 ， Fatty 2 
(205) 人 tt dy; | 人 站 人 | we (Cw, 四 Ge 
候 定 部 , 演 些 积分 不 超过 时 正 数 分， 应 用 布 略 宁 活 斯 基 不 等 式 , 我 
们 有: 

to 站 一 [各 的 ,= we Daw | < 

<| wd | 2d’, 
于 是 
(206) {um HD —uft ,fan 
[0 <o sé ), 

式 中 为 莹 或 名 人 一 各 从 在 万 中 过 最 大 值 。 
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完全 一 样 , 得 到 恬 许 ; 
(207) [), ww', A) de] A 
z [0 < < D1 
从 (206) 推出 : 


(208) wf[& OO, eu, Do [Clotw, DIEVan, 
在 范围 名 二 ww 志和 内 关于 2 求 十 边 的 积分 并 利用 (207)， 
得 : 


(209) lu[ 和 的 ,可 | 大 + 而 ， 


其 中 ?是 盖 式 [83200 一 所 过 ] 在 呈 中 的 最 小 值 ,就 是 向 ，|&f[ea( 芒 ， 


习 | 么 e 洁 ， 其 中 为 某 常 数 。 利用 (208) 并 模 据 刚才 所 说 的 不 等 
式 , 得 到 估计: 


(210) [us, D | SA, 


其 中 必 是 积分 (205) 的 估计 , 而 & 是 对 于 也 中 一 切 点 此 相同 的 常 
数 。 芝 样 一 求 ,我们 就 有 了 |wts; 有 | 在 整个 区 域 D 上 的 估计 式 。 
更 在 转 到 解 wiz, 六 与 自由 项 了 相关 性 的 情诗 。 
假定 谣 , 在 乔 次 初始 条 件 (208) 时 壬 由 项 上 异 于 零 。 这 时 不 等 
式 (200:) 与 《2003a) 化 为 形状 : 
1 1 
KO) <M(5e -三 ) 
(211) (Mi= ME; |f|<M) 
1 ~t 1 . 
LD <M(e 一 全 小 
于 是 推 知 在 所 谢意 尽 下 解 与 自由 项 的 回转 相关 性 。 
有 不 同 的 自由 项 但 有 相同 的 韧 始 条 件 的 方程 (181) 的 十 个 解 
4a 与 wa 其 症 一 届 的 积分 羡 自 和 工 的 可 以 任意 小 ,只 要 涯 的 
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钨 对 值 | 户 一 访 | 沟 充 分 小 。 当 ww=1 时 ,和 上面 一 样 ; 也 可 以 得 到 
| 一品 | 的 居 计 。 
456， 波 动 方程 的 情形 ” 卷 虑 齐 次 波动 方程 : 
pn 二 Wr Wt = 0 
我 们 对 于 它 能 作出 有 初始 条 件 : 
|i0= (V1 Vo) 4 | 0 一 更 (ol wo) 
的 柯 西 问题 的 解 ，, 其 中 yp (wr, wa) 和 起 (oi, ga) 焦 实 有 到 三 阶 和 二 
阶 为 止 的 巡 羊 导数 , [IIT;171,172]。 若 是 9 (wy ze) 有 到 太 阶 为 止 
而 峭 (e:， za) 有 到 五 办 为 止 的 过 纺 导数 , 闭 末 利用 普 阿 松 翁 式 , 我 
侗 能 断定 ,2 关于 誉 标 (ol za) 到 三 阶 为 目的 任何 导数 同样 是 波 双 
方程 的 解 , 面 在 初始 条 件 中 2 与 籼 挽 成 入 永 的 了 导数。 因此 , 例如 
uo 是 有 初始 条 件 pz 与 内, 的 柯 西 问题 的 解 等 等 。 裔 卫 为 波动 方 
程 的 其 茶 点 型 :ol 名; 刀 ) 三 >0) 为 优点 的 特征 丙 面 , 下 和 面 册 平 
而 f=0 所 限制 。 与 平面 := 析 截 的 任 一 截 委 BQo) 是 图 , 其 中 
0<t < 恨 定 鹃 ,对 于 丽 数 pg 和 以 及 字 个 的 导数 有 居 计 : 
I Gs) dS < | (Cand Ss ) dase 
a=0, 1, 2, 3, 4) (a=0, 1, 2, 8) 
对 于 波动 方程 ， 六 由 成 为 关于 ,woe 及 tt 的 导数 平方 和 在 B 作 
上 的 积分 , 并 上 且 考 讶 对 于 % 和 和 宅 移 关于 (om, oa) 家 到 三 阶 的 导数 的 
柯 西 得 题 ,由 于 以 上 所 喝 , 我 他 有 (0) 二 8s3 及 工 (0) 二 s?， 于 是 
5<4s2， 目 术 纤 式 (2010) 和 (2012 络 出 : 
kK deetP +t)t, LL 二 ) dae rnt 
这 些 不 等 式 不 询 是 对 于 4 或 者 是 对 于 它 的 直到 三 阶 为 止 关于 {wi， 
zs) 的 导数 上 背 成 并 。 北 其 外 成 并 不 等 式 ; 


(a ) ds<4 ort (a=0, 1,2, 8, 全 
Pal oe ?3 和 
| 
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上 (Fm) dS adem 一直 2,8, 4), 
其 中 至 由 为 居 。 和 如同 我 们 现在 要 证 明 的 ,从 此 能 得 到 对 于 画 数 本 
身 以 及 它 的 导数 在 有 较 小 第 径 的 玉 信 的 任何 同心 贺 了 1() 上 成 
立 的 不 等 式 : 

|u| , [2a | [dat as， [zs | er, | ei | , Hedi , aes, | 


T+l1 上 
ere 2 ， 


其 中 e 是 某 常 数 。wx 的 估计 将 楼 从 波动 方程 本 身 推 得 。 因 此 , 我 
全 得 到 的 不 是 平方 平均 估计 ,而 是 画 数 自身 和 它 的 到 二 阶 为 止 导 
数 的 估计 。 
上 揭 的 -一切 可 雪 接 从 下 面 的 一 般 性 完 理 推出 ,我 倘 对 性 次 炎 
数 空 间 来 多 如 和 征明 它 。 在 下 -- 章 这 个 定理 我 们 也 是 钳 要 的 。 
定理 ” 若 画 数 (v1, …, co 在 由 奈 DD 的 内 部 有 到 某 一 阶 
数 [为止 的 束 粹 导数 ,并 且 成 立 估 计 : 


(212) Cb) dmdo, < (a=0, 1, .…, D, 
萍 末 在 黑 面 的 任何 同心 球 Di 内 , 对 于 西数 & 本 身 和 它 的 到 
1 各 | 一 1 输 的 导数 成立 估计: 


(218) 


4 (8-0, 1 1 [$]-D), 
其 中 | 如 | 是 正 数 和 的 整数 部 分 ,而 常数 < 只 与 D 的 选取 有 关 。 
作 辅 助 夯 数 四 


1 当 o<< 也 ， 
GO-40 当 w>3， 
1 ,1 ee wl 2 
TI ars 
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| 


显然, 当 2 从 大 于 言 的 值 趋向 于 言 时 公 * 十 co; 面 当 从 小 平 与 


tw 


其 中 


的 什 趋 向 于 去 时 or> 一 co。 局 时 "0 相应 地 起 向 1 和 人 ， 并 且 
不 难 瞪 革 ， (0) 的 一 切 导 数 在 w 一 否 二 和 w= 立 时 时 为 巡 契 。 上 能 1 
为 六 中 茶 一 点 其 六 为 卫 与 了 D， 的 听信 之 六 。 引进 吊 心 在 本 的 
球 坐 标 承 : 
人 1 二 9 Ds 
ta 一 站 Mn A econ Pos 
tm _a—r dn Pl-.-gin O,_ so09g 站 0 
Wi—= "7 Sn Ogin Oa eos yh; 
一 SI 站 -， Bin Bn- 引证， 
而 0 妇 办 实 上 及 月 实 上 二 8。 我 们 有 体积 花 素 : 
Mon=—r" ln 0 pin ?3AMn drdd-..00, _orhh, 
划 去 dr 并 全 7?=1, 得 到 奸 位 球面 移 面 积 单 元 do,,。 引进 琐 
数 : 


FIM) 一 (站 。 Bai (和 州 - 
HD, 22 (+ 


or gD" 
+ 二 (一 人) 中 [ar 人 (人 


其 中 7? 为 中 高 型 o 时 。 能 次 楼 验证 及 下 公式 : 
FM = MD; FUM)=0 Bro=h, 
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(215) UD -=f 0). | TT To oF) + 


~ Ca 全 
+ i re 站 

并 且 我 们 能 油 出 : 

FM) = 一 | EA adr, 
而 积 俘 灌 从 ML 点 发出 的 射 纹 进行 。 用 da, 一 dnsrr-adr 乘 这 站 
式 的 南边 ,在 范围 0<6<m; 0< 由 <2r 上 积分 ,得 ; 

Jo = 一 二 | raid do, 

其 中 Do 是 中 心 在 WL。 和 全 径 为 的 球 ,而 0 是 Bs 中 单位 球 而 的 
面积 。 什 4 一 | 各 |, 改写 前 面 的 公式 为 形状 : 


FOO Br do 


天 应 用 布 略 柯 夫 斯 其 不 等 式 ,得 : 


9 | 1 FM ... 
a ) der-daa x 


x | ， 让 tapnldrap, dA0._ 2 中 o 
当 % 为 惕 数 时 ,最 末 积分 中 的 窟 指数 等 于 1, 而 当 为 奇数 时 等于 
寺 。 因 此 我 们 得 到 : 


@18) PUY Eo (EH) ded 


其 中 常数 只 和 态 有 关 。 转 沿 下 式 (915) 。 右边 上 的 系数 当 七 
< 全 时 , 由 于 (91 分 而 等 于 辟 。 另 一 方面 ,注意 到 复合 而 数 的 微分 
法 则 , 就 能 断定 。 -5 六 - 是 关于 wm, …， 办 的 了 阶 导 煞 有 有 上 系数 
的 线性 竺 合 。 注意 到 这 个 ,可 以 写 : 
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ee 


其 中 上 为 有 界 连 千本 数 而 ea | 所 corT*!。 当 78 十 二 时 ; 世 就 
是 芝 [ 和 | +1 时 ,在 写 出 的 到 式 中 的 一 切 系数 都 是 有 界 的 , 并且 
考虑 到 不 颖 式 (wi 十 … 二 2)? 志 w( 吕 十 … 十 0 及 佑 髓 &19) ,由 于 
(216) ,我 们 得 到 : 

FCM) < A, 

其 中 常数 6。 只 和 及 省 关 。 车 对 于 正 整 数 8 成 二 不 等 起 1 一 8 之 
>| 名 |+1, 即 B<i1 一 | 和 |--1, 痪 了 为 /的 任何 B 阶 导数 , 又? 
为 (一 8) , 那 未 我 们 可 以 运用 所 有 以 上 的 花 断 。 这 样 ,我 们 就 得 到 

估计 《218) 。 定 理 得 证。 这 个 定 运 以 及 所 引 的 证 明 有 属于 6. 所 索 

伯 列 夫 。 

对 于 非 齐 次 波动 方程 解 的 居于, 假 贞 不 仅 出 吏 在 初始 条 件 中 

的 甸 数 可 微 ,而 且 自 由 项 也 是 这 分 可 徽 上 徊 及 明 的 定理 可 以 应 用 。 

除 此 而 外 ,对 于 到 推广 的 波动 方程 [II; 1881: 

Wi = Wp, tT Urs OW 

以 及 波动 方程 中 有 任意 个 数 自 变 量 的 情形 以 上 所 进行 的 讨论 也 适 

用 。 

157， 辅助 命题 “现在 我 们 邹 新 男 数 答 的 若干 定理 ,它们 是 我 

们 以 后 所 必需 的 。 这 些 定理 在 性 何 亲 数 的 欧 氏 空 面 成 立 。 为 了 屋 

法 简单 ,我 们 对 玫 面 的 情形 未 很 述 它们 。 

设 厂 是 于 面 上 的 有 界 了 第 ,又 在 其 上 已 闪 定 连 种 而 数 f(P)== 

一 Fe, 切 。 在 了 瞎 种 性 的 定义 和 在 阴 区 域 上 的 一 样 T ;的 

及 15 卫 , 并且 完 全 同 祥 的 可 以 姓 明 .APCP) 在 玉 上 有 最 大 值 和 最 小 

值 。 设 4 一 max|f(P)| 在 P 上 。 

定理 ”有 界 闭 斥 所 上 的 速 模 醒 数 了 夫人 开 所 开 丰 珊 上 


Th Tr re 


430 可 三 演 ” 沼 和 伺 妇 方 程 的 一般 理 敬 


一 


面 保持 回身 性 和 上 上 界 4。 

开始 证 明 下 面 引 理 : 

引 理 ”人 卫 与 召 是 平面 上 博 个 没有 公共 点 的 有 界 轩 和 集 ,ae 与 
b 为 粮 定 的 数 4 好 < 加， 那 末 可 以 作出 在 整个 平面 上 上 的 束 筑 面 数 


式 : 

a Pov Ty Y) EO 
注意 到 , 若是 点 (w, 外 不 属于 囊 ， 点 (w, 切 到 有 界 了 和 集 下 的 距 讽 
pp 他 95 了) 为 正 的 ,苦心 切 属 于 五, 就 等 于 孝 , 耐 且 距离 是 地， 2 
的 连 千 西数 [I43881。 若 ea=0 及 858=1, 央 画 数 


POD 
Po,1(C 幼 一 Pt y; D) ptw, y; EY) 


显然 满足 引 理 中 一 切 破 求 。 在 一 般 情 党 下 , 咀 : 
pur HW = 6—0) ols WD +e 
就 行 了 。 
附注 “ 若 雨 第 之 一 ,例如 巨 是 没有 的 , 妈 在 融 个 平面 上 于 
9 to 芒 一 6 就 使 了 。 
旺 和 到 定理 的 证 明 。 全 态 如 , 芒 = 了 了 (8) 功 。 用 DD 与 Bo 表示 


由 集 也 的 点 组 应 的 团 第 在 其 中 相应 地 有 Ge, 纺 扩 ~ 委 及 
了 十， ay) 之 名 。 依照 引 理 可 以 作 在 至 平面 上 的 连 太 西数 Pow yy)) 


在 Do 上 等 于 【-- 千 )， 在 Bo 上 等 于 各 ,并 且 适 合 条 件 |pde， 
办 |< 备 。 设 

一 Jol@; 护 【We, 切 在 FF 上]。 
从 po (ec, 分 和 Jolw, 仍 的 性 讲 窒 接 推 知 ,车 41 一 inaxif(0, | 
在 了 上, 央 机 所 对 4。 吏 在 对 于 户 (z, 用 作 新 而 数 所 (2, 幼 ， 
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完全 像 我 个 对 于 名 他 肋 作 方 人, 切 一 样 。 于 了 与 再 是 三 的 
一 些 点 的 集合 ,在 其 中 fc, 力 二 一 -和 与 户 Co 为 >- 要 作 


pa (ze, 护 ， 在 全 面 上 速 模 , 在 D, 上 等 于 (一 竺 ), 在 名 .上 等 于 很 
且 满 足 条 件 |g1(z, Y) | < 然后 藻 : 

fa [在 F_ 上 1。 
车 4s 一 max|fo(v, 办 | 在 了 上 , 则 4s< 如 41。 于 是 作 内 两 个 速 各 


画 数 码 ; 在 二 上 定义 的 廊 (2， 人力 和 确定 在 整个 挡 面 上 榴 画 数 p(w， 
(C217) 六 DD=frtv) DD 一 Zur 护 上 3, 仿 在 下 上 1 
站 . 


(218) f(y 护 | < 村 ) 4 [(w, 劝 在 FF 上]; 
| pn (| <{( 子 ) 亏 [tz 四 性 意 的 ]。 
从 最 后 和 的 不 等 式 推 知 ; 般 数 
pre, y) 


在 全 平面 .EF 上 一致 牧 敦 。 定 的 和 p(w, 幼 在 公平 面 上 连 米 , 且 
IgG 芒 |< 阅 (于 ) 年 = 妈 
剩 下 要 永明 p (z, 力 在 上 符合 于 了 (wy 四。 美 于 n 从 w=0 济 
4 一 p 求 等 式 (217) 的 和 ,得 : 
Dp DD =folo, ) -for(e, WD [le, D 在 FE 


当 bp-*oo 时 ,由 于 (2418) 中 前 一 个 不 血 式 , 得 到 在 下 上 gp 人, 引 澡 
一 fol%, 妨 ,也 就 是 ,在 fF 上 vtw; 幼 一 Fw 芒 ， 定理 群 尝 。 
上 泪 的 证 盟 我 们 取 自 I 0, 亚历山大 洛 夫 的 鹤 “ 策 与 配 数 证 
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得 初 阶 ”上 9BpemrerEe B DG6I7YI0 Te0PHID KHOROCTB HH YEREIBV ] 。 再 
在 对 于 在 至 平面 上 栓 定 且 连 夸 的 任何 画 数 Fo, 9) ,引进 某 种 契 
均 化 过 程 。 它 向 我 们 引出 徐 数 列 Fe 扫 ，Eto 9) 有 各 阶 导 数 
且 当 % 的 值 大 时 接近 于 Fo 级 。 

改 卓 艾 为 对 所 有 实数 二 定 光 的 某 男 数 , 具有 一 切 阶 数 的 普通 
导数 , 在 区 间 上 一 二 十 电 上 排 基 ,在 这 区 闻 外 面 等 于 霉 , 兰 且 使 得 

于 aa 

(219) wD =| w=1. 

作 力 例子 我 倘 指 出 按 雇 下 方式 定义 的 番 数 : 
(220) 。 w=065 江 当下 <I 及 ao 的 =0 当 ||>1 
其 中 常数 6 由 条 作 

1 _1 
o| er dit=1 

来 确定 。 车 从 小 于 1 的 值 趋向 1, 央 和 一 HT 一 一 op 因而 加 数 


wm 的 各 阶 了 导数 当 t 通过 t 一 4 计 二 不 天 志 于 可 必 ， 而 转 到 妆 请 芋 
时 等 于 霉 的 数值 去 。 当 从 大 于 一 工 的 值 趋向 一 1 时 也 相 类 傣 。 
理 在 作 在 再 面 上 的 再 均 化 核 的 序列 
一 一 0) o 
非 苔 画 数 册 (w, Yi, 人 有 各 阶 连 车 候 导数 ,只 与 盖 % 一 9 一 9 有 
闫 ,在 二 稚 区 问 


Ds 1 1 1 
4 信 (ot < yn|< 元) 
的 外 部 成 为 才 , 且 由 于 (219), 我 们 有 ; 

C221) 站 we re at。 


A 


识 了 (zw, 航 在 至 平面 上 定义 上 且 连 篇。 作 正 均 画 数列 : 
(222) - Flé, 分 ) =|| ye yy) le, yt, "dmdy 
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{多 二 区， 

对 于 任意 圈定 的 心 ， 肋 生 积 醒 数 在 447 的 外 面 等 于 老 , 旦 所 号 的 
积分 可 以 袖 为 战 是 关于 区 尚 4 名 ?” 或 是 关于 全 和 平面 面 取 。 惟 积 面 
数 是 点 对 (2, 归 ; (5 9) 的 速 杭 画 数 ， 且 有 关于 (伟人 的 名 阶 连 粮 
导数 。 由 此 推 知 [II; 60] , 了 7 在 全 平面 上 汪 模 且 有 各 锥 汪 
杭 导数 。 

邻 趣 明 在 平面 的 性 何 有 限 半 区域 BB 上, 到 ,(6，, 加 一 致 趋向 于 
f 护 ;1 。 注 意 到 (22T) 与 (222) ,可 以 写 出 : 


f(D -Falé, DD=|| FE, DD — 


—f ls, UE ye, Dar dy, 
于 是 , 因 由 鸭 正 : 


28) FE DFE DI<I|E, 


一 下 9) | pny YE, WD A dy 

我 们 选取 这 样 大 的 净 , 使 得 当 n> 蚤 时 对 于 8B 中 性 章 选 取 的 
(6, 人 ,有 | 过 一 9 胃 | 所 2) 只 阴 (%) 仍 性 于 48 "。 由 于 在 
任何 有 界 区域 上 (we, 功 的 一 致 速 较 性 ,这 样 的 六 存在 。 

注意 到 (228) 和 在 44 外 面 由 to 3 号 =0 的 事实 ,根据 
{221) 得 到 : 当 % 区 让， 菩 信 ,人 属于 号 凤 | 了 伟人 一 奖 ， kt， 全 | 去 
<8 这 就 让 明了 我 们 的 断 嘻 。 

车 je 加 适合 不 等 式 ji 奶 | 所 4， 风 对 每 一 n，| 玉 ,(， 

| 所 4, 

实际 上 : 


[FE DIE)|| lf WD hbo, g; €, Waray < 


<{| ps ;6, DAs y=h, 


| 2834 菜 三 但 仿 微 爷 广 程 和 的 一 般 香 葡 


还 于 指出 以 下 事实 。 若 (2, 办 在 某 有 限 区 域 Bi 的 外 部 等 于 零 ， 


其 在 不 面 上 到 B; 境界 的 距离 大 于 二 的 -一切 点 , 夯 数 Pu 人 态 成 
为 雾 。 由 紫 推 知 , 在 位 于 B; 外 面 的 每 一 点 ,对 所 有 充分 大 的 值 %， 
国 数 用 才 先 于 各 。 在 这 情形 下 ,在 鸡 不 而 上 (加 > 站, 
(一 致 地 )。 

上 土 述 作 和 平均 而 数 的 步 驻 也 能 运用 至 当 fw, 切 刀 为 可 积 的 情 
形 。 关 于 这 方面 在 迄 五 千 中 将 更 立交 地 义 述 。 

18688， 波动 方 程 的 广 广 解 ” 谭 用 格林 到 和 兴 ,能 推广 关于 己 徽 分 
方程 解 的 概念 。 从 波动 方程 
(32 人 Ceo = at + dy — ht =0 


开始 。 能 DD 为 三 亲 空 闻 (zy, 和 的 某 有 界 区 各 ,3 是 包围 它 的 曲 
面 。 格 困 仅 式 有 形状 : 

(235) 川 QO uC ar -| [oP (ww) ~uP(o)1ds, 

其 中 

(2286) POD 一 全 c0a(n, fH) Try tos(n, WC— tt cog tn, to 
慨 定 衣 , 画 数 久 有 在 了 内 到 二 阶 为 上 的 加 粮 导 数 半 满足 方程 
(224) , 而 0 为 任意 画 数 ,在 D 内 部 有 到 二 阶 为 小 的 加 炳 导数 ,并 
自在 卫 内 的 到 8 的 路 遍 不 超过 共 --( 对 不 同 的 o 是 不 同 的 ) 正 数 
和 钨 一 急 点 处 等 于 才 。 这 有 时 公式 (226) 葵 出 ; 

(227) 川 uLlodr=0, 


这 仅 式 不 包含 画 数 入 的 导数 , 面 以 上 的 想法 很 自然 地 使 我 们 引出 
下 面 的 定义 : 在 区 域 D 内 可 积 责 数 必 称 为 方程 (224 的 广义 解 ,如 
时 邮 对 于 具有 上 让 性 质 的 任何 夯 数 o 适合 方程 (227) 。 

假定 姥 , 我 们 有 和 寡 数 相关 的 一 族 /" 义 解 uC 了 ,和 ) 。 条 件 
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(227) 号 成 形 肽 : 
《228) 省 uM, NOo(M are=0, 


其 中 开 人 af 六 为 动 点。 为 了 稀 定 起 内 , 很 定 当 在 男 定 的 有 限 
区 并 Le, 杂 上 变 支 时 , 4( 开 ,加 是 四 个 变 最 (6; 2 5 和 的 速 炉 醒 数 。 
关于 和 在 区 出 [ae, jj. 上 积分 (228) , 得 : 

[| wm (M) Do Of dr =0, 


一 


其 中 uM) 一 | ulM, Wah, 
就 是 钢 , 而 数 (XM) 适合 条 件 (227) 因而 也 是 方 各 (234) 的 广义 


到 的 也是 三 义 解 。 

小 汞 方程 广义 解 的 理 徐 是 0. 如 窗 伯 到 才 在 他 的 工作 “在 黎 
曼 曲 而 上 波 的 入 射 的 一 般 理论 ”(B. A. 斯 捷克 洛 夫 数学 研究 所 上 
报 针 DGmraa Te0PEE TE 员 由 DagmINE pon Ea PEMAROBHX IOBeDEHOCTHS2” 
《TPyRH MareMaTHqecRKOrO HHCTRTYTA HM. B. A. Crera0Ba) 市 刺骨 
的 。 我 全 枝 提 到 在 这 工作 中 所 证 明 的 坪 个 半 果 。 为 了 wd) 是 在 
也 内 部 的 广义 解 起 网， 必要 而 充分 的 是 存在 方程 《224) 的 这 样 一 
列 解 人 ad) 在 了 内 有 到 二 上 阶 为 止 的 连 绫 导数 ,使 

lim 者 uM) 一 GD lar=0。 

胰 外 ;在 所 提 汉 的 工作 中 ,建站 了 关于 广义 解 的 柯 西 向 恶 和 天 让 
阴 了 写 的 解 的 唯一 性 。 其 次 厂 义 解 业 应 用 于 解决 在 歼 虹 曲面 上 小 
约 粮 射 间 题 。 从 [ 归 ] 的 讨 粕 推出 , 当 保 持 了 运动 学 的 相 容 条 件 
时 ,波动 方程 广 闵 解 的 强 性 间 靳 只 能 在 特征 曲 而 上 装 生 。 

烙 出 波动 方程 


ase 第 三 准 储 微 秃 方程 的 -一般 理 鞠 


1 
Ds= tr yy 了 wit 一 自 


的 广义 解 的 例子 。 家 o (为 有 限 区 沽 了 (ass 也 上 的 速 炉 画 
数 , 而 不 具有 导数 。 波 DD 是 四 条 空间 (w, 2 2 攻 这 样 的 有 限 只 


域 , 在 它 的 一 切 点 处 "一 MV 巧 PT >0 且 量 (t 一 全 ) 届 于 区 尖 
J。 存 在 面 数列 wn (5) , 对 一 切 吉 有 任何 阶 的 导数 , 在 区 镁 ,中 均 
与 趋向 于 w 区 ) [157] 。 画 数 


o(t 工 ) 


一 一 一 


人 
有 在 卫 中 巡 种 的 种 阶 导 数 且 油 足 方程 (224) [TI 人 0 。 技 有 最 格林 
公式 ,我 全 有 |: 


用 全 por-o 


Dn 


凌 申 oo 基 合 土 流 条 件 。 当 noo 时 ,过 渡 到 极限 ,得 : 


Fora-o 
a( -全 ) 


人 


其 至 没有 一 阶 导 数 , 而 莫 区 域 必 中 方程 (224) 的 厂 义 解 。 完全 一 
样 , 能 鱼 证 明 , ww 一 a 是 在 平面 好 六- 二 的 某 区 城内 万 程 wo 一 


一 - 占 w=0 的 广义 解 。 利用 格林 公式 作为 导 引 的 方法 ,对 于 非 齐 
次 波动 方 稻 或 者 甚至 对 于 以 下 形状 的 方程 [147]: 

(329) 了 网 = 六 aaa 十 站 ja 二 ou 一 和 

也 可 以 定义 广义 解 。 同 上 邓 -- 样 ,利用 格林 又 式 , 我 个 厅 引 出 这 方 


也 就 是 , 画 数 


j= 


一 全 


15 呈 ， 权 加 型 方 粒 a47 
程 的 广义 解 的 定义 ; 方 积 @@29) 的 广义 解 是 指 尾 休 满 是 条 件 : 
(280) | |eM Oar -| … | fear 


| 


的 这 加 苗 数 , 其 中 o 为 在 D 内 有 到 二 阶 为 下 连 粮 导数 的 尾 何 画 
数 ,而 在 到 D 的 境界 距离 不 超过 某 一 正 数 的 所 有 点 处 等 于 圭 。 我 
们 用 天 (0) 来 礼 各 工 (w) 共 晃 的 算 子 Fl47]。 考 苹 满足 (230) 县 
在 石 央 有 到 二 阶 为 正 的 达 炉 和 全 数 , 那 末 我 们 可 以 应 用 公式 人 10)， 
并 县 利用 人 党 近 力 的 境界 o 成 为 肝 的 事实 ,就 有 : 

| ... | [oL OD uM (eo) ldr=0o 


DD 


考虑 到 (280) , 印 得 : 
| | 区 GD -flar=0, 


由 于 oc 在 DD 内 的 任意 性 , 因 之 可 以 断定 [62], 在 了 D 内 工 (w=f。 
计 样 一 来, 当 画 数 % 在 DD 闪 部 具有 到 一 阶 为 止 的 达 炉 导数 时 ， 由 
(280) 推出 , 画 数 纪 在 DD 内 部 确实 满 是 方程 (229) 。 定 义 @230) 本 身 
蕊 至 并 不 要 求 本 数 必 有 一 阶 导数 。 

函数 &% 的 违 杰 性 的 要 求 ,实质 上 也 一 - 样 是 多 余 的 ,而 可 以 改 为 
它 的 可 各 性 条 件 。 广义 解 的 一 般 研 究 需要 实 变 画 数 答 , 而 我 们 把 
宅 揪 时 到 第 五 元 去 。 

关于 广义 解 四 话 守 的 知 吉 , 可 在 0. ZL 索 伯 列 夫 的 “数学 物理 
方程 " (1950) 害 中 淖 到 。 

159… 栅 图 型 方程 ”在 柯 西 问题 的 研究 中 , 将 到 现在 , 我 们 者 
王 的 是 双 曲 型 方程 。 现在 要 讲 最 简单 的 椭 图 型 方程 , 就 是 鲜 个 自 
惟 最 的 控 普 拉 斯 方程 : 
(281) Was y= Oo 

我 们 知道 , 这 方程 的 任何 解 是 某 解 析 夯 数 : 了 (2) ==2(w, 仍 圭 
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+u to 幼 的 实 部 [III; 吕 ]|。 考 符 方 程 (231) 在 某 一 点 的 洗 城 内 
的 解 , 而 这 一 点 我 们 可 取 作 坐标 原点 。 恨 表 妇 在 这 点 和 它 的 近 旁 
有 到 一 阶 为 止 的 连续 导数 ,对 于 了 (z) 将 有 备 航 数 展 开 式 : 


fl2) 一 袜 总 23， 
在 某 -- 回 jz| < 内 收 化 , 开 且 om 十 84 是 一 些 复数 。 在 航 数 
f= Datbd) e+ 的 


的 各 项 中 分 出 实 部 , 对 于 wy 切 我 们 得 到 关于 (wm, 9) 的 齐 次 多 
项 式 报 数 形 的 表示 式 : 


(282) wm, 4) 一 Sos 性 一 2 人 -1) pt i “|+ 
+b,| 一 ne lgy De |] ， 


培 卫 这 个 般 数 在 条 件 : V+ 六 < 正之 下 稻 对 收 艇 。 把 最 后 的 
机 数 号 为 基于 2 和 ?4 正 怠 次 尝 的 二 重 骤 数 的 形状 : 


(288) 了 dra 
并 放 明 ,只 到 实 值 x% 和 ?9 充 妇 接近 于 零 , 中 同样 是 骆 艇 的 。 实际 
上 , 报 数 (289) 各 项 的 契 对 值 不 超出 失 极 数 

lel(del+lyl)" 
所 得 到 的 一 重 般 数 的 项 。 担 是 狼 数 

D3 elr® (Cr>0) 

当 rf 志 尼 时 下 艇 ,从 此 推出 , 税 数 (288) 在 条 忻 ; 181 二 1241 一 之 
下 存 对 收 艇 。 在 这 圾 数 中 我 们 可 以 分 别 聚 集 各 项 ,因此 得 到 役 数 


(232) ,也 就 是 ， 释 数 (288) 的 和 等 于 wz 仍 。 所 以 方程 (28 了 1) 的 
等 个 解 在 任 一 点 的 兰 域 内 表示 为 个 极 数 ， 只 要 所 党 雇 的 局 在 这 一 


ar mr 
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析 面 数 。 从 此 立即 推 知 , 蟹 和 克 数 有 各 阶 导数 , 且 若 隔 个 瑞 和 而 数 
在 平面 t, 臣 榴 某 二 杂 部 分 上 一 北 , 姥 末 省 个 到 处 符合。 

要 和 辑 出 ,对 于 双 曲 型 方 称 : 
(284) Wyy — sy =— 0, 
我 们 有 完全 另 氏 一 种 情 兹 , 下 中 4 是 已 知 实数 。 这 方程 有 明显 的 
和 解 [IT;1641: 
(285) tplwtay), 
鞭 中 中 为 有 独 一 陆 为 止 速 铬 了 导 娄 的 画 数 。 在 实 变 娄 西数 枪 中 证 明 
了 ,可 以 作出 具有 如 稿 的 一 阶 和 一 阶 导 数 而 对 尾 何 土 值 汽 有 三 阶 
导数 的 画 数 。 对 芝 样 的 夯 数 gp 二 , 不论 是 起 样 的 (wm, 幼 ， 解 (384) 
没有 三 阶 导 数 , 因此 , 自然 不 可 能 是 (e, 仍 的 解析 画 数 。 在 方程 
(234) 及 公式 (286) 中， 蔽 5 一 t 此 时 吧 = 一 而 方程 (234) 过滤 
为 方程 (231) , 仅 趟 (285) 车 岂 它 的 以 下 形 固 和 的 拥 ; uw 一 p(w 十 5) 。 
这 个 了 数 王 有 关于 自已 的 变数 的 速 稿 导数 ,在 当前 情形 ,变量 是 揽 
梁 的 。 可 有 是 有 溃 夸 导数 的 复 变 一 夯 数 就 是 解析 丽 数 。 在 人 解 %% 一 
一 42 十 多) 中 俘 开 实数 部 分 ,同样 地 得 到 方程 4281) 的 解析 的 解 。 
这 个 玲 遍 带 有 雪 面 性 而 并 不 严 格 , 但 是 利用 已 非 常 简单 地 吉明 了， 
我 何以 前 所 疡 定 的 万 程 (3381 和 (285 的 解 在 性 早上 的 于 种 区 别 的 
原因 。 

对 方 释 4231) 可 以 建立 柯 西 间 题 。 例如 ， 可 以 求 出 方程 (23 雪 
的 解 ;, 如 果 在 8 一 0 时 如 和 它 的 己 导 数 % 是 和 烙 定 的 : 
(288) . Veco= fo Wel zn0 = ft , 
其 中 站 呈 与 户 ( 田 为 的 已 知 解析 夯 数 [了 个 。 这 个 问题 在 %=0 
的 儿 趟 中 将 有 一 个 确定 的 解 。 可 是 问题 的 这 种 提 法 ,从 物理 学 的 
观点 堵 末 是 不 自然 的 。 我 们 还 不 知道 有 这 样 的 物理 问题 是 归 业 到 
方程 人 28 贡 的 柯 西 问题 的 。 可 用 例子 来 征明 ,即使 从 数学 的 观点 素 
大 ,所 建立 问题 的 解 可 能 有 本 贷 上 约 氧 点 。 假 定 末 : 
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(237) 所 的 一 0 及 广 的 一 sin (ng)， 


其 中 % 为 着 定 的 正 数 。 不 难 验 奸 , 方程 (281) 的 满 是 这 些 彻 始 条 
忻 的 解 为 : 0 
(238) & 一 - 5 .sin (ne) 。 
光 nw>oo。 同时 由 于 [sin tw | 专 1, 初 她 条 件 (9) 关于 一 致 
地 趋向 于 才 , 而 如 果 4 和 0, my 不 是 mw 的 倍数 , 解 (288) 就 会 趋向 
于 人 乱 限 大 。 实 际 上 , 假如 ww>0, 有 60, 而 当 mco 时 , 比 式 
9 jm->o0， 因为 指数 画 数 er 的 增加 比 "2 快 。 入 样 一 来 ,当初 好 
茶 件 趋向 于 雾 时 , 解 本 身 然 限 十 天。 换 句 六 瑶 , 我 们 从 所 举 的 例题 
酒 出 , 对 于 方程 23), 柯 西 间 题 的 解 疙 有 对 初始 条 件 的 未 桔 相 关 
性 。 对 于 双 曲 凶 方 程 , 这 种 过 村 相 关 性 总 归 基 有 的 唱 55] 。 

对 两 个 自 变 量 的 情形 ,我 俏 直 过 拉 普 科斯 万 程 的 解 的 解析 性 。 
同样 的 事情 也 八 生 在 三 个 自 变 量 的 场合 : 

rr yy Wry = Oo 
来 扳 定 这 个 断言 的 证 明 。 能 有 这 方程 的 解 , 在 原点 和 省 的 痢 域 内 
有 到 二 跻 为 止 的 速 午 导数 。 因 此 本 数 苹 是 中 心 在 原点 和 和 侍 睁 为 于 
的 某 个 于 球 内 的 萎 和 丁 数 。 我 科 能 钥 法 有 照 下 面 的 公式 1EI; 197] ， 
用 这 融 数 在 球面 5 上 各 点 过 , 9; 已 的 值 来 表示 函数 在 球 内 部 任何 
点 人， Y 区 的 慎 : 
{289} UA 
一 (十 护 十 坟 ) 

| Om 
当 所 有 cy oo 2 充分 接近 于 替 时 , 利用 牛 回 二 项 公式 , 我 们 可 以 展 
开 重 数 : ， 

[2 一 台 2 十 (yD + = 

加 Bi 十 护 填 2) 一 (92+ 20y te) 3 


1 
dx 
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为 (@, 9 驴 的 正 整 次 宕 的 宫 航 数 。 同时 积分 (289) 的 整个 被 积 男 
数 珍 示 为 邓 数 与 过, 9,《) 相 关 的 这 样 的 航 数 。 沿 怕 对 这 个 报 数 逐 
项 求 积分 ,得 到 对 于 (op, y, 人 的 军 般 数 。 

按照 类 倍 的 方法 ,可 以 证 明 , 方 程 
(240) + + hw 0 
的 解 也 是 变数 (e, 攻 的 解析 本 数 ,我 们 将 在 下 一 章 肯 到 它 。 

对 于 广泛 的 一 类 椭圆 型 方 程 , 希 的 解析 性 的 证 明 是 在 C0. 瑟 , 所 
恩 斯 坦 的 工作 中 烙 出 的 。、 

160、 普 陋 检 方程 的 广义 解 ” 在 三 站 的 情形 拉 普 拉 斯 方程 的 
广义 解 应 当 按 照 关系 式 : 


(241) | uAodr=0 


定义 , 其 中 ao 为 在 D 内 有 到 二 阶 为 止 束 粮 导数 以 及 在 充分 接近 
于 也 的 境界 的 一 团 点 姓 等 于 需 的 任何 钞 数 。 来 证 明 一 个 定理 , 局 
向 我 们 指出, 近 普 控 斯 方程 的 每 个 速 米 的 广义 解 是 摘 普 拉 斯 万 程 
的 通常 解 。 

定理 ”车 在 D 内 部 的 速 太 西数 za) 满足 关系 从 红 )， 那 未 
这 就 是 呈 内 的 视 和 西数 。 

预先 证 明 简 单 的 引 理 。 

引 理 ” 洲 在 全 内 部 的 速 种 本 数 4(M) 具有 性 览 : 它 在 也 内 和 标 
何 点 A 之 值 签 于 它 在 以 对 为 中 心 和 充分 小 生生 的 任意 球 丽 上 
的 于 均值 , 那 末 wCM) 是 也 内 的 讽 和 曾 数 。 

证 有 表 waD 是 以 也 内 任何 点 6 为 中 心 的 球 内 的 钢 和 西数 就 
行 了 。 到 有 充分 小 定 径 的 这 种 球 0, 且 届 uof() 是 CG 内 的 钢 和 画 
数 ,在 所 的 卉 看 上 溉 和 (ED 相同 的 值 。 差 2) 一 tm 人 (在 C 内 
的 每 一 点 有 引 理 中 所 谣 的 平均 性 , 因 面 技 条 件 x(M) 有 这 个 性 殿 ， 
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而 疯 和 西数 so( 对 ) 也 一 样 是 有 的 。 从 这 个 平均 性 推出 ， 所 如 的 差 
在 避 的 境界 上 到 达 最 大 值 和 芯 小 值 。 但 蜡 它 在 这 境 轩 上 的 所 有 隔 
等 于 零 , 于 是 waz) 在 C 内 部 符合 于 秽 和 评 数 toti)， 这 就 证 每 
引 理 。 

起 到 定理 的 证 明 。 按 黑 删 地 证 明 的 引 理 ,我们 证 明 ， 从 (24 和 
推出 2 在 每 一 点 型 。 满足 下 理 中 所 抽 的 ,平均 性 就 稣 了 。 睦 
DD 是 中 心 型。 和 半径 8 而 落 在 总 内 部 的 球 。 作 羡 数 : 

tr3 一 上 3 可 ?< 部 时 网 于 了 ; 
o (4) -| 


0 洪 ?>s, 岂 信 在 DD 外 而 ， 
其 中 r= | 和 |。 


这 个 函数 满足 我 们 上 而 对 ef) 所 天 的 那些 要 求 。 我 们 有 
了 gt 一 08382938 re: 
二 4cCG0O)=~ 
当 了 >>8) 
拓 且 颂 式 (241) 锥 用 : 


所 uM Tr — 10e2r2 Bet dr =0, 


关于 8 微 共 这 个 等 式 。 我 们 必须 同时 不 仅 关 于 s 微 从 被 积 丽 数 ， 
大 且 要 添上 沼 球面 一。 的 一 重 积 苍 [II;191] 。 可 是 当 一 6, 被 
积 画 数 成 为 老 , 而 我 们 得 到 : 

| Case-2osr5ar=o。 


关于 5 再 微 男 一 次 ,得 : 
8 | uMas—s)|| u(MYdr—0, 


这 个 等 式 可 以 改 司 汶 : 
4zrsz| Ls | u(M)dS |— 3 ||| unae=0, 


180. 名 阿 多 方 程 的 广 尖 证 人 
洋 于 & 再 一 资 微分, 得: 
中 喜人 eol 


和 TE 
于 是 可 呢 ,在 为 括 绝 中 沿 球 贺 的 于 均值 与 球 的 年 径 艇 关 , 就 是 谣 ， 
| 0a-o, 
分 8 趋向 于 霉 , 我 侦 看 出 , 常数 CO 等 于 w(tMo) ,就 是 廊 , wu) 确 
实 有 下 理 中 所 谤 的 淮 均 性 ,而 定理 得 壮 。 
. 因此 ,不 可 能 存在 近 普 铬 斯 方程 的 异 于 通常 解 的 速 竹 广义 解 。 


但 是 , 例如, 车 图 数 了 UM) 沪 有 足 包 好 的 性 质 , 可 忆 存 在 普 河 松 方 
程 : 


(242) du HM) =f (NM) 
的 广 交 解 , 尼 在 以 前 关于 e 的 条 件 下 , 由 半 对 式 
(248) 串 wdoar=||| fodr 


所 定义 。 句 如 ,假定 设 , (和 在 甫 区域 DD 上 连续 但 是 没有 导数 。 
我 个 自 然 可 以 开拓 f (和) 到 整个 空间 而 保持 速 往 性 。 总 到, fw， 
%; 2) 是 对 于 让 MD) 的 征询 画 数 。 它们 在 并 区 城 五 上 一 致 趋向 于 
1) 。 

我 们 证 明 牛 椭 劳 量 


Ci 


(rove (ym + 作 一 


适合 甘 系 (248), 即 鸭 音 阿 松 方 程 的 广义 解 。 同 时 它 可 堆 注 有 二 
阶 导 数 [1 200]1。 作 出 势 量 : 


5) wo 一 共用 全 Da ded, 


494 鱼 三 间 [i 保 的 一 版 奏 跑 


- 一 一 -- -一 一 一 


它们 在 五 的 办 部 满足 方程 4 9 信 一 下 02 3 动 。 丁 出 略 术 
人 


I nAdo— odu dr=0, 
D 


状 旦 我 们 注意 猎 o 在 充分 接近 于 DD 的 境 异 各 点 等 于 卉 的 训 实 。 


于 是 推出 : 
于 tdordr = J Ij mood. 


过 渡 莘 极限 , 不 难 敢 放 , 我 们 就 得 到 关 和 芭 式 (249) , 其 中 由 公式 
《249 消 定 。 搞 物 型 方程 一 般 性 需 的 研究 ,又 在 关于 边 值 轩 题 的 -- 
童 中 进行 。 仅 仅 指 出 , 像 对 于 拉 普 拉 斯 方程 一 样 ,可 以 证明 , 齐 次 
的 热 蛋 导 方 程 的 每 一 广义 解 有 连 烤 导数 并 有 目 其 在 通常 设法 移 义 下 
的 解 [C.J 索 避 列 夫 “ 数 学 物理 方程 ”1950, 814 页 j。 


$ 3. 方程 组 


1861 . 方程 组 的 特征 ”我 们 现在 转 到 偏 币 分 方 牺 类 的 铬 史 。 
在 解 术 的 情形 关于 柯 西 疝 题 解 的 存在 性 与 唯一 性 问题 , 我们 以 前 
已 轻 说 过 了 [1286j。 在 非 解 析 的 情形 , 这 个 于 题 就 比 一 个 方程 时 
困难 得 和 多。 在 这 庆 而 很 一 般 的 车 果 已 经 由 蔚 . 工 .彼得 罗 夫 斯 基 在 
他 的 以 下 的 工作 中 得 到 :“ 对 于 偏 微分 方程 粗 的 柯 西周 题 ”( 数 学 荣 
刊 , [I 管 B 期 , 1937) 及 “关于 非 解析 节 数 域 中 的 简 性 偏 微分 方程 
租 的 柯 西 问题 *"( 英 斯 科大 学 通报 , 1938) [QO TBpo6mrexe Ronrs TI 
PHCTOM ThaABHEBHE © aeTHHNH NpONSROIHHMA" {MaremarHueergit 
c60DHHE，T- lI, Bai, 6, 1987 rT,) H “OO rpodieywe 了 om NT CHC- 
TOME IEREHHEX YPRBHEHHE GC MMTHIINH MPOHSBONNEMAH B OOTaceT HO- 


AHAIHTHIEGEBX WYHELNEN” (Birerenbs MUeROBEEOrg YHNBOpGHTSTA, 


16T， 亨 程 粗 的 特征 405 


1983 I,)]。 昔 些 有 关于 此 的 苇 果 铺 述 在 了 H. 工 . 彼得 罗 尖 斯 基 的 
“ 贪 柚 分 方程 锥 六 ”中 。 在 那 蛙 世 指 出 了 轩 题 的 交 献 和 车 果 的 概 
括 。 

对 子 方 种 组 我 全 限于 不 和 多 的 几 个 万 而 ,而 从 特征 芒 以 及 与 这 
一 理 座 相 联 系 的 关于 间断 解 间 题 的 爸 壕 开始 。 

考虑 方程 组 : 


(1) Sa + (ow) =0 


G1 2 Pt)o 
由 于 这 租 是 一 阶 方程 粗 , 柯 西 第 件 成 为 在 空间 (wg …; 名,) 的 蔬 知 
曲面 上 车 定 责 数 包 {2 的 初始 值 。 假 定 说 ,， 带 有 这 些 荣 件 
的 曲面 是 平面 改天 0， 就 是 路 ,我 们 有 特殊 的 本 四 条 伸 : 
(2) Wi| se0 = PIP ton) (j= =1, + 0) 。 
这 些 韧 始 条 件 营 出 在 下 向 上 计算 除 导 数 -和 以 外 的 所 有 一 阶 导 
数 的 可 能 性 。 攻 方程 组 {1) 在 四 =0 以 及 其 他 的 钉 始 和 件 代 大 之 
后 , 关于 -3 可 以 解 出 , 凤 在 必 一 0 上 我 们 有 了 一 切 的 一 阶 导 数 。 
不 然 风 话 ,就 称 平面 一 0 为 特征 和 的。 一 般 的 , 苯 曲 和 面 
{837 1 (1, ~" WD) =0 
这 同 确定 在 它 上 加 的 初始 条 件 称 为 迁 征 的 ,如 果 这 些 初始 条 件 和 
方程 粗 (1) 一 起 , 莽 不 答 轴 在 它 上 面 所 有 一 阶 导 数 单 值 确定 的 可 
能 性 。 当 系数 se 多 只 包含 名 的 情形 , 知道 曲面 (3 ) 上 酚 购 ww 的 荐 
粘 值 对 我 们 持 不 重要 。 为 了 得 到 特征 曲面 ( 3 ) 所 必须 满足 第 件 ， 
可 以 像 在 [1938] 中 一 样 ,替代 wm 按照 公式 : 
(4) Whe (By 《二 
日 | 进 新 自 变 量 人 式 中 Gn 一 隔 个 本 数 ws …， ax 这 样 浴 选取, 使 
得. 所 二 公式 关于 内 能 够 解 出 。 用 基于 新 变量 的 导数 来 表示 关于 
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百 洒 变量 的 导数 ,我 们 得 到 ; 
Oe 一 Ot Oo, 
Br A Om lr, 


把 这 些 表 达 式 民 入 方程 组 (1), 基 且 只 写 出 包含 导数 . 鲍 和 的 那些 
(1) » 包 a 和 + 0 他 一 工 rm), 
和 
耐性 =0 的 。 假 如 后 面 的 方程 租 不 能 确定 导数 -名 乒 ,就 是 受 , 和 如果 
由 -84 的 系数 实 应 的 行列 式 等 于 零 ,这 平面 就 是 特征 的 。 为 了 租 
中 起见, 引用 记 导 : 

(5) ou 交 a 2 


我 倒 得 到 万 程 栓 (1 的 每 个 特征 曲面 所 必须 满足 的 及 下 的 一 阶 方 
午 : 


ily Wiss "3 Cin 


ty i ry Od 
(6) Ios) = 0 


Pi 


| al Ca a Cs 


这 一 阶 方程 关于 导数 52+ 是 苑 支 。 世 完全 类 但 于 [198] 中 的 方程 
(58)。 

方程 (6 ) 应 当 由 于 (3 ) 而 满足 。 如 果 我 们 要 求 旋 是 恒 满 足 ， 
就 是 跑 , 若 我 们 巷 想 它 是 夯 数 ou (gl …， oo) 的 通常 的 一 阶 方程 ， 
那 末 我 们 就 有 方程 租 (1 ) 的 特征 曲面 族 oa(or， …， ow) 一 0。 可 
以 征明 (参看 人 104]), 每 一 特征 曲面 能 包含 在 这 样 的 族 中 。 

妇 果 画 数 oa teay …， zw) 使 方程 (6) 的 左边 在 曲面 w1=0 上 
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异 于 需 , 那 未 作 安 数 沁 棉 (4), 我 们 可 以 关于 -3 解 变 后 方程 担 
{11) 。 

若 在 方程 《6 ) 的 左 演 改 -5e 为 mx, 那 来 就 得 到 对 于 问 量 
(ua …， ou) 的 分 量 的 mn 次 方程 , 这 向 量 在 每 一 点 硝 定 特征 法 简 
方向 。 在 特征 曲面 的 每 一 点 ,法 绕 有 特征 万 税 。 

完全 类 他 地 ,我 们 也 可 以 考察 一 阶 方程 组 : 


(7 ) 0， 


疡 1 1 DEY 
市 旦 我 全 照例 可 以 慨 琶 ao 一 上 由。 如 果 我 们 有 在 超 平 面 ~0 上 
的 特殊 柯 西 条 件 : 


Bur 
m0 Pla "st Tn) } Be | a 
Lr 


= ny Wa) j=l) 
那 末 我 们 可 以 知道 在 这 超 本 曾 上 的 所 有 一 阶 导数 和 除 -所 和 -以 外 


的 所 有 二 阶 导 数 。 把 初始 条 件 代 到 方程 组 的 系数 中 去 ， 着 且 拒 由 


多 各 的 系数 所 作 欧 行列 式 等 于 带 ， 我 们 得 到 超 平 面 x 一 0 是 特征 


曲面 的 条 件 。 在 一 般 情形 ， 页 数 本 身 和 它 的 一 阶 导数 在 曲面 (3) 
上 针 定 , 而 我 们 应 当 求 出 方程 放 (7 ) 巡 间 初 妃 条 件 不 能 全 一 阶 导 
数 单 值 确定 的 条 件 。 仍旧 核 到 式 (4) 引入 新 变量 性 以 替代 mo 
原 沪 普 垃 的 导 数 用 新 变量 的 导数 表示 的 式 子 为 ; 


bey 


Bo, ml Or 
OW Pu Bo Bo 1... 
rt Bo OT Bh 5 


信人 (了) 并 全 所 导出 包 合 各 .的 项 ,我们 得 到 在 新 自 变 量 下 的 
方程 组 :; 
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旭 ri 1 Or Ei, 


j=1 Ae 0 Bw Er 
在 新 变量 下 初始 条 件 是 关于 在 面 s; 一 0 的 , 面 我 们 必须 二 出 最 后 
方程 粗 不 能 单 值 确定 导数 去 舍 的 条 件 。 和 .上 面相 类 似 , 来 引用 二 
三 二 | 


(8) w= oa 


我 们 可 以 号 这 条 件 为 形状 : 


r | f 
| 11 Cay Ts Ln 
f rf 了 
Daly any *** Cy 
fr 时 里 提 i 
(9) oo | = =0。 


由 


『 只 上 
| wm Cmay “""y oa] 


这 一 阶 方程 的 左边 是 关于 导数 -Be 的 齐 2m 次 多 项 式 。 

四 到 一 阶 方程 租 。 车 在 方程 (6 ) 的 左边 改 于 为 mv 那 末 
我 何 得 到 方程: 
(10) (0 0) =0, 
其 中 呈 是 系数 与 (1，…', w} 相关 的 关于 变量 ay py 0 的 次 
卉 次 多 项 式 。 若 在 空间 (61，…, ou) 的 革 区 域 卫 内 ， 方程 (10) 的 左 
演 只 在 om 一 …=as 一 0 时 成 为 墙 , 就 说 方程 组 (1) 在 区域 也 中 是 
椭 罗 型 欧 。 类 似 的 也 对 方程 组 (7 ) 定 义 椭 图 型 。 双 曲 型 的 术 证 在 
几 种 不 同 的 意义 下 应 用 于 方程 组 。 我 们 还 慨 回 来 汶 对 两 个 自 变量 
祖 形 的 这 个 问题 。 若 在 某 一 点 (1, …, wr) 或 在 某 一 区 域 D 内 ,能 
用 变量 m 的 适当 的 六 性 变换 把 乔 坎 多 项 式 钊 (4, …, as) 作为 较 
少 的 变量 , 炳 末 就 胶 方 程 租 ( 工 ) 在 记 提 到 的 点 或 区 域 为 挑 物 昏 退 
化 的 。 

若 方 程 组 (1 ) 的 夭 数 a 名 含有 机 数 忆 (所 米 性 方程 租 ) , 那 未 ， 
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把 在 曲面 @1 一 0 上 和 任意 葵 定 的 西数 凶 代 到 这 些 系 数 中 去 ,我 们 可 
以 作 方 程 《6 )， 而 解决 曲面 1 一 0 是 否 为 特征 的 问题 。 炎 但 的 附 
庄 对 为 独 钥 (7 ) 世 有 , 只 要 它 的 又 数 中 包含 画 数 名 利 攻 从 的 一 阶 
仿 导 数 { 才 者 138]。 要 指出 ,方程 组 47 ) 可 以 化 为 一 阶 方 程 宜 ,如 
困 引 入 nm 个 藉 范 数 * 


Dw; 二 1， “yh 


的 证 。 将 变 措 (101) 施行 于 方程 (7) ，, 我 们 得 到 关于 (mm 苞 个 
画 数 包 与 wi 的 mw 个 一 阶 帮 程 。 对 这 些 方程 再 添上 mn 个 方程 
(1021 。 

162. 汉 动 学 的 相 容 条 件 ”为 了 进一步 言论 ,我 们 必须 证 明 一 
个 关于 狠 曲 面 画 数 的 微分 法 的 命题 。 为 县 备 更 多 的 几何 坦 观 性 起 
见 ,我 们 将 对 二 个 自 变量 的 情形 来 赵 明 这 个 引 理 。 

识 画 数 了 (wi zs， 2a) 从 某 曲面 3 : 

VB, ta, Ba) =O 

的 一 便宜 到 汪 为 如 本 , 并 恬 定 它 的 一 阶 局 导数 在 S 所 提 到 的 一 倒 
也 是 连 配 的 ,而 在 尽 上 有 确定 的 极限 值 fs,。 若 从 曲面 的 同一 侧 葵 
定 某 曲 线 下 的 一 个 二 性 王 1 2 3， 其 中 的 关于 4 有 这 米 导 
数 , 滥 末 治 上 区 数 了 是 了 的 夯 数 ,并 且 我 休 有 : 


GD SD fam) 


引 理 车! 在 S 上 ; 素 式 (LD 成 立 。 

我 们 能 假 改 曲 访 ! 充分 小 。 长 入 入 Ws 为 其 绒 上 后 ; 请 帮 是 
7 上 的 动 点 。 通过 六 引 在 恋 平 行 于 曲面 在 点 心 : 的 法 厂 记 ， 和 而 法 
稳 指 向 图 数 了 有 定义 的 政 一 例 , 又 在 每 一 这 样 的 站 和 上 , 取 同 样 室 
度 8 的 一 段 NN'。 我 们 假设 这 艇 段 的 端点 六 构 威 某 曲 线 了， 它 
不 自 厚 变 面 落 在 画 数 的 定义 区 域内 。 这 曲线 上 的 点 有 坐标 : 


《t0, Ph 人 wt ™) 
1 
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各 mx 的 十 Soostn 呈 。 沿 了 我 困 应 用 下 式 (3 
条 | fs, ba, ED, 
关于 # 在 内 对 应 于 ;的 值 刀 到 安 动 的 的 范围 上 积分 南边 
FO 1-f Dl) BD fol 6 EO, 


洪 中 左边 了 的 了 Uy 和 的 为 了 在 二 上 对 应 于 所 指 人 入 # 的 点 处 之 
值 。 杆 条件/ 了 与 六 .直到 连 午 , 因 此 右边 的 改 积 面 数 是 做 数 3 的 
均匀 如 各 面 数 。 在 最 后 的 公式 当 5-30 取 标 限 ,得 到 


fF Of) =| DB foto, ss), ml) 1 


其 中 左边 是 了 在 1 上 的 值 。 关 于 + 微分 南边 , 朗 得 公式 {I1)。 所 
证 的 引 理 我 科 不 仅 在 这 一 段 要 用 ,在 下 一 章 也 是 需 颖 的 。 

虫 到 任意 个 数 变 量 的 情形 ,并 生 现 在 假定 某 图 数 f(wi… ,wn) 
当 通 过 曲面 : 
{12) my ry tn) =0 
时 为 连 乱 , 认 它 的 一 阶 懒 导数 从 曲面 的 每 一 侧 有 确定 的 稳 限 ,但 是 
在 申 面 的 不 后 全 这 些 称 限 不 同 ,简单 地 议 , 就 是 男 数 了 的 一 阶 导数 
在 划 面 (12) 上 有 第 一 类 的 期 断 。 我 让 称 曲 面 的 雨 侧 为 正 侧 和 人 象 
倒 。 为 了 标 出 在 正 便 记得 到 的 极限 , 我们 宇 对 应 量 上 附 以 记号 
《十 )， 而 对 负 倒 用 记号 (一 )。 例如 , 在 通过 号 时 了 为 连续 的 条 件 
可 写成 形状 产 = 广 。 在 考察 中 引进 一 阶 导数 的 距 度 : 

[far] = fs fa,o 

沿 沙 在 曲面 (12). 上 的 每 一 册 线 , 按 条 件 f7? 与 广 一 致 。 因 此 , 应 
用 引 理 ,得 : 


d3) 六 d= 站 /5 (在 5. 上 )。 
在 曲面 S 上 变量 wi 不 能 看 为 独 焉 的。 例如 , 兰 曲 面 的 方程 是 显 式 
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et 


确定 的 , 印 举 标 之 一 是 其 余 坐 标的 画 数 ,后 面 这 些 坐 标 已 经 能 看 做 
自 变量 。 


我 全 可 以 改 吨 前面 的 公式 为 形状 : 
袜 [flams=0。 
此 从 我 全 有 : 
2 wa 一 0。 
用 待定 的 葬 数 来 乘 最 后 的 等 式 , 并 从 前 一 式 来 三 : 
SD {fed — hb) dor—0, 


更 在 确定 ,使 畴 变量 徽 分 的 系数 安 为 之 。 简 下 的 自 空 量 徽 妇 的 
系数 旺 然 必须 等 于 著 fI;167], 因 叱 ,得 到 下 面 的 % 个 等 式 : 
(14) [fl = frp, 
数 成 比例 。 所 写 的 条 件 通常 称 为 运动 学 的 相 容 条 件 。 

现在 考察 当 通过 曲面 (12) 时 , 醒 数 了 本 身 和 它 的 一 阶 导数 保 
持 连 各 , 而 一 阶 导 数 受 到 违 粮 性 六 断 的 那 种 情形 。 我 们 把 上 面 的 
计 散 底 用 到 每 个 画 数 J,。 每 个 这 样 的 夯 数 在 运动 学 的 相 浴 条 件 
中 稀有 自己 的 比例 骤 数 各， 和 而 且 画 数 f, 关于 每 个 变量 wm 导数 的 
限度 必须 和 由, 成 比例 ， 就 是 极 ， 对 于 一 阶 导 数 的 过 度 ， 我 们 将 有 
以 下 的 等 式 : 

RS 

注意 到 ,不 阶 在 此 而 的 正 例 和 人 全 各 的 竺 果 和 梳 分 基 育 是 估 关 


的 ,我 们 能 号 出 hh = hbs,, 名 = 站 换 旬 话 证 ， EH hr: ty, 


不 应 当 和 标 数 有关。 说 有 :一 我 们 称 十 改 杰 最 后 的 公式 
为 形状 : 
(15) [firs = frp, ag 
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这 些 焉 式 若 出 二 阶 阅 断 航运 动 学 的 相 容 条 件 ， 即 一 阶 导数 | 
情形 的 运动 学 的 相 容 条 人 忻 。 

168、 动 力学 的 相 容 条 件 ” 回 至 一 阶 方程 租 (1), 并 假定 有 间 
面 48) 是 所 写 的 方程 组 的 特征 曲面 ,而 且 革 个 解 w 在 这 曲面 上 有 
别 性 南 断 ,就 是 说 , % 自身 连 粮 ,也 许 是 一 阶 导 数 就 有 间断 。 裔 wt 
为 从 曲面 正 侧 的 连 糖 解 ， 丽人 为 从 曲面 货 侧 的 回炉 解 , 它们 相合 
于 ?we 我 们 能 对 w+ 和 2 写 出 方程 组 01) 。 了 到 这 些 方程 在 曲面 
(3) 本 身上 的 着。 这 时 , 当 通 过 曲面 时 诺 项 , 建 黎 而 在 相 基 时 
消去 。 我 们 因此 得 到 一 阶 导 数 的 趴 度 所 必须 满足 的 以 下 的 各个 
方程 : 


4 0 1。 


在 推导 这 些 条 件 时 ,我 们 主要 是 利用 方程 组 (1 ) 本 身 , 它 通 常 描述 
某 种 物理 过 程 ; 对 中 度 所 得 约 条 件 称 为 动力 学 约 相 容 条 件 。 在 运 
动 学 和 的 相 容 条 件 (1 少 中 , 画 数 乌 的 每 一 个 有 自己 鸭 比 例 采 数 为: 


au 二 Om ) -一 本本 时 
{17) [| 二 有 Br (j=1, 宇 ， 9 2 总 


把 这 些 事 达 式 代入 条 件 (16) , 并 注意 到 记号 (5)，, 我 们 得 到 关于 
系 北 而 的 mr 个 齐 一 次 方程 的 方程 粗 : 


(18) p2 ouhi—=0 (t=1, 3, +, 0)o 


从 圣 征 曲面 鸭 方 程 (6) 立即 推出 ,这 方 程 组 的 行列 式 等 于 替 , 因 此 ， 
我 们 能 得 到 方程 组 异 于 才 和 的 解 。 在 一 般 情形 , 当 方 程 租 (18) 的 系 
数 和 矩阵 的 秩 等 于 (mm 一 六 时 ,这 方程 组 的 通 解 陈 任意 常 因 子 和 而 外 完 
人 确定 ,这 因子 在 确定 更 断 特性 时 不 越 重要 作用 。 

现在 求 考虑 一 阶 方程 粗 〈7 ) 。 在 这 情况 下 ， 具有 鸡 性 阁 革 的 
解 就 是 醒 数 本 身 和 的 一 - 阶 导 数 为 速 熏 的 解 。 完 全 同上 面 -一样 ， 
我 们 得 到 对 二 阶 导数 的 吹 度 榴 动 办 学 的 相 容 条 件 : 
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上 a BN | 
(19) 了 的 B=1 人 | 3 Dm j=0. 


每 -- 画 数 多 在 运动 学 和 和 :将 有 自已 的 比 司 系数 而: 
(20) 


[| a D1 


让 pe = Bm Bp: 
把 这 些 表 这 式 代 及 条 件 代 纪 旦 利用 记号 (48)， 仍然 得 到 关于 潍 数 
和 的 齐 次 方程 组 : 


(291) hy=0, 
宪 的 行列 式 由 于 (9) 而 等 于 才 。 


164， 流 体 动 力学 方程 ”我们 记 用 特征 论 到 洲 体 动力 誉 方程 的 情形 由。 
用 (Gary tp) 记 涉 度 向 量 的 分 其 ;加 甩 压 为 ;Pp 记 韦 度 ; 并 以 六 ro; 六 让 在 
罩 位 质量 上 记 计 算 的 和 外力 的 分 量 。 时 并 + 和 空间 的 坐标 ra za za 为 自 张 
量 。 我 们 就 有 三 个 劾 拉 方 程 : 


3 1 dp _ 
-有 十 它 ar Hk 宁 三 a 一 方 好 一 3 动 ) 


和 过 篇 性 方程 [II; 于 4, 芋 5] : 


八 设 流体 是 可 压 莹 的 ， 且 肯定 物 术 方程 由 压力 和 密度 的 相关 性 p=p tp) 确 
定 , 其 中 品 ( 六 党 尼 示 图 数 。 转 于 有 基于 自 亚 攻 2 Xoy aa +# 的 图 数 册 提 1 
的 四 个 一 阶 方程 : 


dts a dnt 1 dp Bp_ 2 a 
Rt mp do dr 


机 本 如 Ip 
p 六 ++ 办 0 
公式 (5 ) 确 定 的 量 在 目前 情形 下 特有 形 舌 : 


a Wn = 二 一 Wy 二 3 


a 从 Bot F 
EE el 


二 


1 dp Du ， _ ， 
Wj4 一 pa Be tas “到 和 ) 


和 从 前 一 样 其 中 以 是 特征 曲 曾 方程 
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(22) i Ctry Pas tay =0 
的 在 边 。 正 如 从 前 ,用 8 来 认 和 式 : 


ff Br ) 
了 一 1 
9 名 dr ° 


寺 征 曲 男 (22 所 必须 满 是 的 一 阶 方程 (6 ), 在 当前 博 况 下 妊 有 形 舌 ; 


5 ~ 0, ", 5 才 副 
9 有， 7 过 种 =0 
% 
p32 2 下 | Ea 
( 乏 - 黎 + 和 w+ 如 w+ 人 可 中 
展开 这 行列 式 , 得到; 
, {23) 党 儿 富 ) -器 |-0 


曲 融 (29) 在 明 而 法 稻 方 向 的 熙 动 速度 P; 如 所 知道 的 , 由 T1441] 中 公式 (75) 
确定 。 在 每 一 检定 的 时 齐 ， 师 面 (22) 去 释 过 流体 某 些 小 部 分 。 设 为 在 所 
, 襄 胸 而 上 流体 小 部 分 的 加 讼 在 对 应 点 的 曲面 法 条 上 的 分 量 。 注 意 到 , 仑 L 9 
基 所 提 到 的 法 名 (在 >0 的 一 全 的 方向 余 骇 ,我们 有 : 
1 和 2 3 
za 人 HE De? 

曲面 移动 妇 度 和 对 于 流体 小 者 分 的 移动 速度 表 出 的 益 式 卫 一 ta, 般 常 称 为 疲 
的 重播 速度 。 对 于 这 个 速度 ,我 们 有 以 下 的 表述 式 : 


1 3n 1 宇 dy 
一 产 一 二 1 me 1 
rm Wy yg HE gi ok dr 7 


束 

一 工 dy 
‘2 下 = gy? 
特征 上 胎 着 的 祯 分 方程 人) 等 价 于 两 个 万 程 : 

一 人， _ op 
{25) T=0:; Ti?= jp 


泣 前 一 个 方程 对 盛 于 稳定 的 间断 情形 ; 以 后 我 们 只 些 叫 第 二 个 万 程 。 且 址 


IT04 .说 全 济 力学 方程 Dor 


(25) 所 确定 的 兆 唐 是 声速 : 


(26) 7 下 开 。 


更 在 利用 运动 学 的 和 动力 学 的 相 穷 条 件 来 确定 击 断 的 特性 。 用 Bs 来 中 
出 更 在 健 式 人 7) 中 图 数 细 的 癌 断 系数 ， 尺 以 了 裔 国 数 的 相当 短 数 。 在 这 
情形 下 ,方程 418) 可 等 泡 形 状 : 


ts 1 更 下 ff 
A 二 人 (二 1]， 2 3 
me xt 7 和 » 2 3) 9 


或者 ,注意 到 424) 和 (2b : 


_ 工 六 au ;=- 
记 
(C27) hy COS Cry 


式 中 eog wx 是 前 新 曲面 的 法 和 而 的 方向 余弦 。 殷 Ca， ja ha) 于 成 是 其 向 量 电 
{速度 导数 的 间断 向 量 } 的 分 量 。 上 贡 的 会 式 可 以 入 成 下 面 的 向 量 形 式 : 
ry 


h= nn, 


其 中 + 基 闹 新 直面 的 坚 位 法 相向 量 。 因 此 ,我 们 看 到 ， 速度 导数 的 隔断 商量 
指向 赔 断 由 看 的 法 米 从 波 ) 。 
加 速度 向 量 的 分 量 必 由 公式 : 


~ di EA a 
= Da ky 人 一 2, 3) 


心 东 ;并 有 E 当 通过 曲 徊 时 有 间断 。 假定 在 师 面 的 一 便 , 我 们 有 陆 配 。 由 于 水 
度 本 身 的 速 千 性 ， 从 示人 删 到 曲面 上 的 极限 值守 于 等 ， 而 速 庶 的 导 煞 在 此 面 上 
有 等 于 路 计 之 昼 , 国 为 在 到 此 面 之 前 我 们 有 静 术 ,这 些 导 烙 等 于 描 。 关 于 加 
囊 度 向量 的 分 量 能 够 同样 地 来 芯 到 。 这 些 分 量 的 足 度 由 于 12 站 和 人 4 而 的 
下 而 的 等 式 确 定 : 

[oh he he 0s a 


或 者 在 商量 形式 下 ? 


ro 
[Leo 三 ~ To 


在 上 述 条 件 下 ;这 会 式 将 烙 出 在 摘 断 曲面 上 的 加 速度 向 其。 
”起 在 千夫 也 斋 稳定 的 情况 ， 屿 是 当 图 数 ww 及 p 与 1 扰 关 的 靳 种 情况 。 
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很 论 邮 也 与 二 旦 关 ， 髓 有 卫 =0 利 六 = 一 mo 人 在 基 区 域内 流体 流动 
党 度 小 于 声速 (26) 。 此 时 午 不 待 哆 | | < ,而 等 式 了 = 一 ww 水 可 能 。 


国 此 ,我 人 看 到 ; 当 不 到 声 水 时 ,我们 示 可 能 有 并 和 定 幸 玉手 的 间断 伪 描 。 
165， 趴 性 举 方程 ”作为 应 节 特 征 瞻 到 二 阶 方程 租 的 例子 ,考虑 在 均 与 
的 各 向 同性 介质 的 暴 简 日 情形 的 暗 性 学 考 程 ，。 以 ty Hay to9) 了 位 称 向 量 的 
分 量 , 兰 贞 2 积 上 所 弹 性 牺 体 的 普 得 和 常数。 中 性 学 的 基本 方程 是 下 面 的 对 于 
自 谈 量 {ad， za za 扩 的 国 数 (yy Ua) 的 三 个 二 阶 太 各 的 方 种 租 : 
Gd+ 有 -到 pe Lu e+ ptr —p 0 1 3)o 
在 这 情形 下 ,我 们 姜 有 : 


(28) wt = GD- 和 


| 蚂 人 az) - 
人 j=1, 2, 3) 


-党 Rt ) ] (=9 0, :i 


J 
在 展开 所 对 应 的 行列 式 攻 应 , 方 和 经 19) 此 剂 将 有 形状 ; 


(29) [+r2n09-a( 各 ee-e( 各 =0。 
由 于 [14 们 中 公式 (75)， 这 方程 使 我 们 有 则 新 曲面 的 以 下 国 种 可 能 的 移动 河 


诬 : 
p= EE Pt. 


在 这 情形 下 ， 形变 眉 设 为 很 小 ; 着 且 哩 独 地 婉 恒 播 迷 度 也 就 是 关于 介 视 小 部 
分 的 移动 速度 是 没有 意义 的 。 
现在 坊 赛 间 新 的 特性 。5 引 | 进 图 地 4% 的 二 阶 导 数 的 图 断 凶 数 记 ; 


a Nu 
(30) [a -|= ®; -er 人 
由 于 28), 方程 ( 民 ) 在 目前 博 况 下 有 形 恩 ; 
[一 从 他 t+ G+ 站- 六 0 GD 2 9。 


?1 


往 意 到 ， ee) bl 2 3), 


其 中 # 为 曲面 (3 ) 的 法 数 方 向 ;我们 可 以 改写 上 而 的 方程 为 形 扰 : 
Em p(n) | Rt tn eosty, Fs 3 009 tM TH ho 


166， 和 省 调 晃 性 弹性 怀 E07 


9 | 进 分 量 为 (oy hoy jz) 的 向 量 5。 上 画 的 方程 可 以 村 成 形状 : 
ea) | Gg ostn, sDhn=0, 
其 中 是 向 量 玉 在 曲面 (3 ) 的 法 简 %w 上 投影 的 大 小 ,或 者 在 向 量 形式 下 : 


{31) | 90 Be) | ht n=0, 


甚 中叶 是 曲轴 ( 3 ) 的 党 位 法 绥 向 量 。 如 果 我 们 取 移 动 速 度 Po， 划 末 严 的 系 
数 等 于 零 ; 因而 必 有 有 ,=0, 就 是 讼 ,向量 必须 落 在 曲面 (3 ) 的 切 让 而 上 
{ 横 波 )。 如 果 我 们 却 是 取 了 速度 Poy 虽 从 (时) 但 郎 推出 上 和 # 只 有 数 因 于 
入 盖 , 就 是 品 ; 产 虚 当 指向 曲 阁 (3 ) 的 法 掀 ( 柳 波 )。 还 要 指出 ， 方 穆 (29) 中 
始 出 横 波 速度 的 因子 是 一 平方 。 这 个 情 吏 在 下 一 节 得 到 解 委 , 在 球星 我 们 将 
考虑 关于 各 癌 蜡 性 介 寺 的 弹性 学 太 程 。 

要 衣 破 向 量 上 的 力学 意 闵 ,。 彤 定 广 , 沿 弱 性 间断 曲面 5 ;0 (wiyzay rat) = 
一 0 的 一 明 有 静 术 , 朗 岂 (j=l1，2, 3) 铸 于 迁 。 在 曲 面 上 各 点 志和 它们 的 
一 阶 导 数 同样 等 于 项 。 包 罕 S 上 的 从 有 移动 的 一 侧 的 二 阶 导数 之 秆 蛙 由 父 
式 (30) 确 站 ,因为 从 由 加 的 男 一 全 ,这 些 导数 恒 等 了 雪 , 训 是 下 


Fu | a 一 
2 


折 我 们 设 加 一 te 在 曲面 驴 上 取 某 -~ 点 5 兰 且 把 它 当 作 空间 (wos Taye) 
的 坐标 诊 点 。 在 于 点 的 部 厌 内 展开 由 为 过 克 劳 林 扒 狼 ,把 展开 式 作 到 二 沈 
项 。 福 意 到 上面 有 的 处 式 以及 中 同安 的 一 阶 信 导数 在 对 点 成 为 老 的 事实 ,我 


们 得 到 近 忆 等 式 : 
加 Bm 1『& 
4 人 ~ 各 六 (2 (过 Wid 


币 和 标 数 老 可 了 明 咏 才 之 入 必须 取 厅 ， 隆 点 。 | 
和 注意 到 辆 数 w 在 隆 点 成 为 才 ; 得 着 以 下 的 取 到 一 次 项 为 止 的 宏 克 劳 林 
展开 式 : sf oo, 
~ (名) 
闸 前 面 的 公式 可 改写 为 形 只 ; 
Hy wi (Ko ls Coy Ty) o 


汶 个 关于 位 移 向 量 # 的 近 亿 等 式 将 在 有 穆 盐 的 一 倒 接 近 了 并 断 曲 面 成 合 。 
166， 各 向 异性 弹性 体 ”在 卦 广 中 引进 形 恋 张 量 的 分 且 ， 上 消音 变动 [34] 
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be 


中 记 屿 
Bu, ， hi Bu Bu Bu Ca DW 
Bi NB Be’ PB Be YT Be Br, 
(t=1;, 2, 3)o 


- 在 有 宇 个 相互 正 交 对 称 平 面 的 各 和 访 夫 性 的 物体 情形 ,单位 体积 所 受 形变 力 的 
葛 由 形 杰 张 基 的 分 遇 表 法 为 项 下 的 和 二 次 多 项 式 的 形状 : 
十 二 到 (69 二 Bes 十 ces 十 二 25354 十 2b'es81 十 2676169 十 入 十 
十 史 +e), 


其 中 @ Po 是 (za zy 人 的 国 数 ， 或 者 在 均匀 介 和 站 的 情形 为 常数 。 
在 内 瑰 久 性 力 时 ;L934] 中 i 


EE 革 )+ 训 (+ Br 2)- p +0 

庆 (++ 砚 ( 医 )- ee 

. 总 ( 绍 )+ 训 (如 ) 训 (从 )-* 吕 +- 
把 4 的 表达 起 代 入 , 即 得 下 面 的 方程 : 


a 1 prow 
™° Or + Dod + 


Ou es po 
. pr 4 站 Fe 1 
十 《二 5 Cb!'+b ) BB? Ft" = 人 0 


no Oa 1 Ens 
Bn 2 D3 


+ (e'Fe") B+ (a oa") 5 -pS +=0 


"DA al Bo 
It | ir 可 Cr 
b : 十 并 十 c=- 一 十 


Ora Or 
CA oa, Bt 
十 全 5 二 下 站 Bt (+ 十 全 全 BB Ey ~ t=0, 
为 了 党 芋 而 引用 通 呈 : 
及 ， 
(32) po pb) 


我 们 可 上 灸 生地 为 形状 ; 
= p+ e+ bp pp; y= Co! er) pps ws= 全 (二 四 ppss 
wr (oo pp 0 二 二 人 a Puaj 
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w= Ch + bPep; wa (Ao ) Papys 
was=b"y a CD PDD 

企 难 看 出 ， 确 定 特征 曲面 的 -一 阶 方程 (8 } 和 美 于 > 一 2 的 基本 方程 相 
箱 会 , 它 旺 用 来 化 梯 鸳 面 : 
(33) (Caz 二 cp 二) 二 ep 十 十 0) 总 十 

于 《了 7 二 十 CE) 名 十 240' 二 0) Pap 二 
+ 2 +b") Pept 2 十 人 prpatrta =1 

到 对 称 坦 的 [LEl; 屯 ,33J。 要 指出 ， 所 写 的 方 各 能 从 故 达 式 24 辑 到 , 内 要 
在 其 中 ， 颖 : fk 一 pxty; Yi 一 Dats+peta; 79= ttt Pt 78—=D1t4+ Pai Bl 
它 是 关于 所 的 正定 二 次 形式 (因为 《> 站 由 此 排 知 ) 方 程 (33) 确实 对 应 于 
棋 贺 曾 。 对 * 解 出 上 述 方 程 ,我 全 在 物体 的 每 一 点 得 到 83 的 三 个 正 祖 ;而且 
闻 是 各， Pz 23 的 齐 二 次 于 数 。 若 是 方程 83 的 十 边 凡 下来 除 , 闭 末 Ps 措 
为 eos qgs 其 中 eos ak 是 波 面 的 法 纺 方 向 余弦 , 并 且 记 得 的 根 霹 的 为 Pa。 
:因此 ;在 每 一 点 对 任意 转 定 的 方向 ;我们 兰 有 波 的 三 种 可 能 的 移动 泪 度 。 

明 断 向 量 的 分 旦 (hi ko hk) 岩 从 确定 酉 四面 人 3 的 对 称 帆 玫 商 的 齐 次 
方程 机 得 到 。 因 此 当 答 了 确定 方向 时 ,在 每 一 点 我 们 有 相应 于 三 种 物 动 速度 
的 三 个 相互 正 交 的 间断 向 景 ， 为 了 有 攀 波 和 模 恋 超 苑 ， 必 刘 而 天 分 的 党 梢 男 
面 策 之 一 指向 相应 的 波 的 法 绳 。 如 果 这 个 已 释 注 足 , 那 末 我 们 往 靖 一 个 组 
被 和 十 个 机 被 ， 而 我 仙 恨 届 在 辐 定 了 方向 时 ， 所 褒 的 三 次 方程 有 有 不同 的 根 。 
如 我 们 见 寺 的 , 在 均匀 的 各 而 同 迁 的 介质 情形 ， 一 个 程 髓 是 二 重 肌 。 波 的 法 
强 胸 方向 余 苇 和 和) pa; Ps 成 比例 ,及 班 址 推 纳 上述 条 性 等 价 于 :对 其 个 根 
二 PB， 在任 春 选取 px; 也 就 是 在 他 忘 授 取 方 向 时 , 量 (Payjisypo) 必须 和 (0 
pa 239 成 片 博 。 在 对 于 入 的 开 次 方程 相 中 ， 扩 这些 量 以 成 出 例 的 景 Pxy 我 
个 得 到 : 

Ca 
C34) [er pipat Co "pI + bra" pe — Ppp) pat (ot' +ta") ppd =0 
(bi by) ps Caps (bp to pstern— pr w= 

如 果 我 倘 注 交 到 ,在 年 意 选 取 志 ;Pay 2 时 ;我 他 应 当众 3 忽 的 三 个 方程 
楷 到 同样 的 p23 之 慎 , 球 末 我 信 得 到 对 于 只 性 位 能 和 4 的 承 数 的 地 下 多 条 件 ; 
(35) a=b=e=4 Av =hb'2b =e 20, 
并 且 所 写 的 三 个 方程 输出 : pp8 二 ag3， 哉 是 襄 + 我 们 得 到 对 于 狗 急 的 速度 : 

到 


pV 
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ee 
余下 的 对 认 于 沪 滤 的 十 个 根 ,一 般 襄 来 是 不 同 的 ,并且 和 被 的 方向 的 选 
取 ; 也 就 是 和 ps 的 选取 有 关 。 等 式 (35) 使 我 们 对 于 在 蛇 性 位 能 二 的 条 术 式 
中 出 报 的 九 个 孙 数 有 五 个 条 忻 。 
167 ,电磁波 米 学 庶 对 于 各 向 同性 的 介质 的 前 闸 青 个 马克 斯 咸 各 方 
入 : 
《361 oIot H=,E-+FiE;} orot EE=—aH, 
其 中 互 和 互 为 电 声 和 兢 场 的 缠 康 ;6 为 光速 ， * 为 介 摧 的 博导 孙 数 ,与 世 
为 介 电 常数 与 导 隧 率 。 阿 量 五 和 再 基 自 变量 (za za 7 所 的 丽 数 ， 太 人 
cay 68 利 人， hag 有 ho) 记 这 些 向 量 的 分 量 ,可 以 改 号 三 程 (3 国 为 形 屿 : 


一 人 


(37) oH 了 已 Ta 一 
， 站 -0 

[中 ot Dg Ory 

4 hy a ea 

oe ot + Bo Br 一 


询 示 时 出 胸 各 便 不 包 合 贡 数 a 和 各 的 导数 。 下 这 情形 下 ， 我 们 有 带 有 六 
研 数 的 六 个 一 阶 方程 的 方程 相 。 操 这 些 西数 控 以 下 顺序 标 上 号 玛 : 
We ta Ua=68) Why ts—=hy; We=hgo 


作 改 法 式 (5 ) 并 号 出 方程 ( 6)， 我 们 得 到 以 下 的 对 特征 昌 谢 的 一 阶 方 程 : 


py 0, 心 0, Das wi 
0, 二 po 0, "Das 0, PD 
0, 0, Po; Dar 一 加 1 0 
《387> 一 小 
09, — Dy Das po 0, 0 
类 估 站， ~ Di» 0, bo 0 


— PDs; Hi? 0, 心 0, i 
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用 上 po 知 这 行列 式 的 前 三 烈 元素。 随后 ,对 第 一 列 元 素 ; 加 上 第 五 列 元 吉 桶 
(一 ps) 和 第 六 列 元 党 坷 82; 对 第 二 到 的 元 囊 ， 加 上 第 四 列 元 素 每 ps 和 第 大 
列 怀 (一 P70) ;对 第 兰 到 元 未 加 上 第 四 烈 元 素 滁 (一 pg) 和 第 五 到 蒋 pi。 再 关于 
第 六 ;第 五 和 第 四 行 的 元 过 展开 ,得 到 方程 : 


d+ Pp Pips 
(39) Pap 8 十 2 Pp |=0; 
Psp 2spo -9 十 2 
其 中 
(40) gg 
谎 开 行列 走 , 浙 价 得 到 方程 : 
(41) gt9D)=0 (9=p+pt ps), 


它 分 解 为 二 。 如 果 把 括 练 中 的 和 式 等 于 圭 ， 则 得 po 二 酒 要 有 墅 波 [入]。 
往 后 讲 到 当 9=t 的 第 二 种 情形 ,就 是 说 ， 


(42) pi =0, 

它 业 出 已 知 的 关于 波 的 侈 动 速度 之 秆 的 表示 式 ; 
必 

483) 下 一 pt 


更 在 来 考 宫 间断 的 特性 。 a Gay Ca 六 中 对 向 基 E 的 分 县 的 导数 的 
并 断 系 数 ， 到 以 (6 By， B88) 本 对 于 向 量 鼠 的 分 其 询 类 位 的 量 。 在 守护 中 照 
例 引 用 间断 和 间 量 a to asy as) 和 BB1; pa Bs) 。 我 们 能 写 出 : 

EK, 一 
‘44) | 1 ‘EE=0, 1, 2 3} wom) eo 
在 且 前 博 形 下 ;方程 (3) 中 的 前 三 个 壬 为 彩 汰 : 
= por baa— Pa=0 

(45) -pols + PBs— p31=0 


于 Porst Papi 一 Dita =— Ys 


或 者 , 以 半 流 面 =0 的 指向 or> 0 一 全 的 党 位 法 线 向 其 ,我 们 可 以 号 最 
未 的 庄 方 程 为 形状 
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463 A=:n, 


而 在 右边 是 向 量 8 和 ?的 向 量 积 。 完 全 一 样 , (18) 后 画 的 三 个 方程 可 以 与 为 
形状 ; 
(47) -有 xe 


具 所 写 的 方程 看 接 推 遇 ,向 量 & 和 8 在 被 购 切 于 面 二 并 且 相 霹 正 交 。 

恤 定 详 , 在 波 面 的 前 面 ,就 是 在 各 =>0 的 一面 ;我 们 有 衣 坊 ; 即 EE 和 开 等 
于 等 。 公 式 (44) 使 我 们 得 到 向 是 己 和 五 的 导数 在 疲 面 本 身上 的 植 : 
(48) 到 ,一 一 pyxji Has= ~ Pepe 
在 卷 近 滤 前 之 处 肛 开 吾 租 五 为 罕 乐 堆 数 ,到 展开 式 到 包含 一 阶 导数 的 项 。 
注 马 到 五 翻 芋 在 渡 面 上 成 为 都 ; 利用 公式 (43)， 我 们 可 点 全 出 下 面 的 近似 
公式: 

E~—u > py Grp — a) ; H~—$B D3 Prtrx— 2 


其 中 (六 2 2 昌 29 和) 是 被 面 土 的 某 一 点 。 对 图 数 wi 应 用 办 乐 从 式 ， 并 
考 语 到 人 下 机 从 = 册 十 志和 伍 : 
oy CL Ta 江 抽 入 CE 9 

鲁 前 十 此 公式 能 如 改 写 为 形 亲 [大 看 04]: 
(49) 加 —w troy mis Wa To; Hm~ mi {mo Ty Has Ts) Po 
这 些 和 近似 公式 从 波 的 有 电磁 过 程 的 一 但 接近 波 时 成 立 。 

在 均匀 的 各 向 异性 的 介 轩 情形 ) 我 们 庶 认 为 量 # 已 友 不 居 数 , 面 是 刀 个 
元 素 的 对 称 的 得 隧 。 这 个 量 出 现在 联系 电 的 位 移 向 是 和 向 量 瑟 的 贫 趟 中 
CLIT; TS 。 量 #“ 仿 旧 可 观 作 数 。 取 举 标 胃 使 矩 外 < 化 为 对 月 相形 式 ， 是 设 
人 冯 们 53 时间 是 它 的 特征 值 [III; 吕 ,给 ]。 这 时 ) 方程 (037 中 的 前 三 个 有 
形 闫 : 


el 二 Bk 5 
必 Dt ars DT, 
Sa. Ges | hs 1. 
0 ot Br rs 
Bs Oe ch 友 


A 一 -全 
oS 


并 且 蔡 代 (39) 我 们 岩 有 方程 : 


寺 …: 一 从 


+ 
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mp Ppay ， Pps 


(5D) TDas gs pa Papa =0, 
psy Paps 各 十 请 

其 中 = (=1, 2 3)。 

引入 庆生 : P= 

我 们 可 以 全 出 ， 

(51) a= 代 -Po 


攻 镀 除 广 程 伍 0 站 的 责 迪 ,可 以 改 便 它 沪 形 捧 ; 
(Hh) ToT COE A ag COS3 eat Fifa COW ia 二 gogs= 由。 


我 们 有 这 个 十 程 的 明生 的 解 和 一 03 ens or 二 了 0。 福 意 到 51) 我 们 看 出 ， 
Fi 是 波 在 吾 行 于 平面 所 =0 的 任何 方向 的 可 能 的 傅 播 汗 康 。 细 合 类 个 的 ， 
PF 和 Ts 晨 在 平行 十 下 面 73 一 0 和 一 0 的 方志 省 的 可 能 停 播 过 座 。 在 一 般 
情况 下 用 六 强人 丁 鸭 丽 边 ,并 号 ; qq293 二 和 9 有 (e082 er 十 OOS3%g 十 6057 ti) y 
我 们 可 雍 号 方程 性 2) 为 形状 [141]1: 


; 2 Om 
《三 中 下 32919398 p> Pi 一 上 


弃 去 福永 于 愤 证 的 解 了 一 小 我 们 在 输 害 了 出 量 cos mx 记 志 出 的 方向 时 , 得 
到 为 了 确定 六 的 关于 户 的 一 次 方程 : 


(54) 六 ?人 0, 


完全 和 在 LII313?] 中 一 样 ,可 以 能 明光 方程 对 有 重 个 不 僻 的 正 根 。 
地 果 我 们 关于 po 解 方 程 (6 站 起 中 多 ， 就 得 到 下 面 形状 有 的 方程 : 
‘55) Pont FP Pay Pa) =0, 
式 中 五 为 天 一 次 炳 数 。 由 隆 方 程 (55) 不 包 售 7%， 这 斑竹 的 柯 郊 方 程 相 对 ps 
化 汰 常数 情 ; 且 双 特 征 为 查 先 。 它 倘 的 方 委 写 尖 形 状 : 


dx, 
a = Fre {EF=1, 2, 3}o 


引 顶 虑 在 原点 的 特征 角 锥 。 它 是 点 源 在 坐标 原点 在 不 同时 肇 的 证 面 。 
它 的 方程 为 : z= 了 pt 误 者 当 # 一 1: 
(56) r= Fy (KE=1, 2; 3)o 
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A" 

因为 Fy, 县 齐 规 次 国 数 ,方程 (5 四 的 丰 边 合十 个 套数， 那 就 是 量 ,yp， 
Pa 中 的 南 个 和 第 三 个 的 比 。 设 58 为 用 面 人 66) ， Ptoyy oo 9) 汶 瑟 上 其 一 起 ， 
且 为 诛 点 到 8 在 了 点 切 平 而 的 艳 离 。 滋 cos of 其 8 在 卫 点 的 流入 方 币 你 
豆 , 那 末 应 用 对 于 齐 次 轿 数 的 驯 拉 信 式 ,我 们 有 : 


加 时 1 器 
bE As 区 = | 二 十 一 F, = 
2 Tr Tt pa 五 民心 避 全 | 十 了 2 Dr pe 
二 二 二 一 十 他 二 二 了。 
9 9 


为 了 确定 起 息 取 (十 ?号 ， 放 在 以 后 砷 非 主 要 的 , 我 们 可 以 号 5S 的 急 宇 午 方 程 
为 形状 : 


E 
{57) 2 Gos Mt— FD, 
安 t t 


在 这 方程 中 出 现 四 个 礁 数 eos ai(i=1， 2 3) 和 下， 它 棚 电 雨 个 关系 式 联 

Ea 
eon m=1; 0 
因此 方程 (57) 包 含 雨 个 独立 参数 ;这 正 蚌 应 当 如 此 和 的 。 贡 和 面 S 本 身 是 和 有 雨 个 
居 数 有 关 的 平面 族 (57) 的 包 阁 。 若 荐 作出 一 切 计 算 ; 对 它 我 们 不 去 裤 了 , 那 
末 我 傅 得 到 以 下 的 而 面 方程 
pA 

假如 下 ,=Fs， 那 末 这 个 四 阶 申 闸 浸 化 为 球面 和 | 梯 圆 面 的 总 合 。 

168. 弹性 学 中 的 强 性 癌 断 我们 以 前 考虑 过 关于 一 个 方程 的 解 的 课 性 
关 断 间 是 导 4] 。 现 在 从 各 性 并 断 理 葵 的 观点 来 进行 弹性 学 方 径 的 碍 完 。 

间 时 我 俩 限于 考 疗 生硬 的 情形 。 设 4 切 是 (2 几乎 商 上 的 位 移 向 量 的 
分 重 , 肥 总; 六 为 体 积 力 的 分 重 。 照例 用 coy cyy zey 记 衣 力 强 量 的 分 县 , 我 
们 将 有 以下 的 闲 个 绰 性 学 的 基本 方程 ; 


(88) 


”对 这 些 方 程 还 多 加 上 继 办 张 量 和 形变 红 量 人 备 的 联 夭 ( 虎 克 定律 )! 
(B38) or 一 (to 二 ty) TD) Gy 一 入 (se 于 1 六 二 250 一 下 (ty 十 oa 
把 最 后 的 塘 过 式 代入 方程 4589) ， 得 到 通过 位 移 向 量 凤 而 裘 示 的 弹性 学 方程 : 
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p= (N+agrad div wndw+i+F., 
往 后 病 意 人 从 指 的 是 人 ty 四 的 十 个 在意 图 数 ; 而 具有 到 二 阶 海 末 人 榴 沁 镀 
导数 。 同时 方程 入 3) 使 我 们 有 对 应 于 所 取 图 烙 ty 起 的 其 卫 和 工 。 还 引进 
页 个 印 性 算 子 ,含有 夯 数 6 全 的 一 阶 导 烙 ; 
{™ (Wy WW = 0 C08 (ny ET) Fry os (hy ) — pi og (ny +)» 


{59) . : 
Pylty 1 Tey Ost rm) + ros (ny WD — pt og {Hy Hf) oe 


浪 钻 坪 对 贺 狂 (wy 区 和 (站) 2 且 设 way my To 六 9 为 相应 于 商 数 对 
(ee 0 的 量 (580) 和 ;了 的 慎 。 因 此 我 们 有 : 

29 一 和 (tp 十 2) 十 2 23 一 和 Me 于 3) + Ov Toy= Hy ti) o 
利用 这 些 表 述 式 提 应 用 通常 的 典 斯 特 洛 格 拉 得 斯 起 公式 ;我 们 得 到 抄 林 公式 
访 尺 下 的 类 侯 : 


《60) -用 e+ VY!—W vdr= 
-|| +ePyty HD) Pr DD) ~ oP, (dy tad, 


其 中 卫 像 以 前 一 样 是 实 肛 (x; gp 汶 的 基 区 域 ,5 是 包 图 它 的 曲面 且 是 由 
面 3 的 外 法 灵 方 向 。 上 远 健 式 音 先 由 瀑 尔 特 拉 输 出 。 庶 当 指出 ,对 芝 , 了 我 
许 简 党 地 了 解 为 信 式 (59) 磊 边 的 表达 式 , 井 且 对 于 闷 ， ¥' 也 相 类 位 。 在 扒 
导 有 公式 (6 人 0 时 ;自然 假定 而 狐 (wy s) 和 (wy 0 在 区 域 必 中 有 到 二 阶 为 证 的 如 
续 了 导数。 

现在 转 而 考 闪 当 图 数 (wy 由 的 一 阶 导数 有 关 斯 的 亚 种 情形 。 发 区 域 也 
被 曲面 5 分 为 十 部 分 Di 和 和 Ds， 并 假定 图 数 fa 人 切 的 一 阶 导 狐 在 曲面 上 
有 间断 ,条 请 足 Fld8] 中 所 嗲 的 甜 动 学 的 相 肉 条 件 。 除 此 面 外 , 蚀 定 嗲 , 当 通 
过 曲面 "时 , 张 达 式 (59) 保持 吉米 。 以 居 我 们 要 解释 这 些 动 力学 的 相符 条 件 
的 力学 意义 。 完 全 和 在 [42] 中 一 样 , 我 网 可 以 新 定 公式 (60) 招 在 处 个 区 域 
DD 成 阐 ; 只 票 (w; 起 谨 足 上 述 的 间断 性 条 性 ; 而 (wo 为 有 到 二 阶 为 下 于 炉 
导数 的 任何 融 数 。 

现 要 窑 明 上 述 条 件 的 一 些 推 验 。 正 像 在 [142] 中 一 样 ,我 们 可 以 肖 定 向 
量 grad wxn 和 graa nxXn 当 通 过 时 应 当 和 保持 速 粮 。 若 是 我 俏 号 出 这 
些 向 划 的 分 量 ， 就 得 到 六 个 表达 式 , 当 牟 过 " 时 应 保持 违 粮 。 再 谨 上 慌 达 式 
如 9)， 在 蔷 中 拒 葬 为 吏 黄 的 分 串 斩 以 让 的 扩 公 式 48 的 老 达 式 来 改变 69)， 
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我 们 就 有 在 通过 曲面 " 时 应 当 保 持 连 辕 的 下 列 的 愉 个 式 子 : 
Vy COB (Ry HY) — Wy POS CR LT) = My 
Wy OOF Cy 机 — Ws GOR Cry y) 一 有 
Wi CO My 下] yp CO5 CR Ht) = WH, 
to CO ty ) — ty CNSR w) = Hy 
Uy COs try HP ~— Pe CoB Hy #) = Ny 
Pr CO WT) — To COs th £) = Hs 
th + de ty CoB ny 2) + av GOs tty 二 一 Al CAS ty #) + 
十 Fr OSI 1 At eos tty LT 二 有 
Mm EOS CN HD 十 FA PO (Hy XY) TF EV GOB (RS 党) 二 
+ + on vy cots 过) 一 CE G05 CR f) = MHpo 
殷 所 写 的 万 程 看 成 是 关于 男装 和 “+ 的 到 个 一 失 导 数 移 玉 个 方程 。 假 若 沈 
些 方程 的 系数 得 阵 季 内 含有 一 个 异 于 需 的 六 惫 行 到 式 , 那 末 我 全 就 能 用 连续 
柄 数 对: 染 解 出 和 + 的 所 有 一 和 阶 导数 ,而 入 些 导 数 在 oo 上 梁 有 人 则 断 。 因此 ， 
我 全 可 以 断定 上 证 算 随 的 所 青 六 阶 行 到 式 必 须 等 于 需 。 划 去 所 和 初 到 前 韦 重 
的 最 后 开行 并 竺 余下 钠 行 列 式 等 子规， 我 们 得 到 悄 等 式 。 考虑 其 余 的 情形 . 
我 们 得 着 惟一 的 方程 : 
(61) {peo en, D) — F200 [Loos (ny x) + eos2tn, 的 于 区 
x {peostens 站 — nLeoss (ny x) Feom (ny WY =0, 
实 藤 示 上 和 进 的 复 障 有 小 于 天 的 秩 数 的 那个 事实 。 搂 设 ” 的 方程 家 形状 yy(x， 
yy 二 0。 有 以 上 所 写 的 方程 分 解 为 甫 个 方程 ; 
Pp 一 信 二 248) (并 十)= 二 0 及 pl 一 人 寺 二 0， 
因此 ,我 们 看 测 , 曲 面 。 必须 是 强 性 举 方程 的 特征 曲面 [164]。 

同 -~ 个 波动 方程 时 丰 比 ,在 目前 情形 我 们 要 有 重要 的 区 唱 。 归 村 为 Mr， 
Ma …，aze 的 建 米 性 的 运动 学 的 相 容 条 件 和 归 糖 到 方程 (61) 的 7 是 特征 二 
面 的 事实 在 一 起 , 还 浸 有 向 我 们 保 站 H 和 Ns 的 可 午 性 , 就 是 院 , 温 有 保 肯 
动力 沧 的 相 窜 条件 。 要 讲 明 使 我 们 得 到 My 和 Ne 的 建 楼 性 的 那些 附加 的 条 
作 。 

在 = 上 取 某 一 点 N, 县 设 1 建 o 在 入 点 的 切 下 面积 通过 对 点 的 + 一 常数 
生硬 相交 的 总 线 。 归 这 直线 1 为 y 灿 。t 精 有 在 入 点 丐 次 于 穴 琅 1 方向 的 
国定 方向 。 因而 也 确定 六 * 釉 。 首先 考 局 当 方 程 (61) 在 边 的 第 一 个 关于 等 
于 办 的 捕 形 : 
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(62) oontns H) = (+20 eos (ny 出) 十 6093 ny #) =0, 
它 对 诺 于 次 波 的 速 诞 。 和 由 于 商 作 9 二 的 选取 ;在 和 N 点 我 们 有 : eosto 四 0s 
路 此 市 外 , 当 通 过 c 时 在 交点 馈 和 好 保持 囊 各 。 作 末 迷 式 : 
《63) (a CotRy WY — pH GOS (Ny DN =*, 
利用 62， 可 县 导出 : 
ron 区) = — pp ons (tn, 1 DM, 
出 于 芭 动 学 的 相 窒 条 件 和 方程 (62) ， 从 而 推 知 表 村 式 (63) 在 六 点 可 杭 。 才 
时 六 7 在 让 点 一 样 是 连 粮 的 ,而 对 十 Ma 的 连 粮 性 成 为 必要 和 充分 的 基 式 子 : 


(O04) Hu OBCRY HY — py G09 Ry = 
的 连 粮 性 。 此 外 ,我 全 有 入 和 返 式 : 
《上 Vy CoB 4) — vi OSCRy 2 一 一 对 1 


的 连 灿 人 性。 方程 相 提 和 和 005) 的 行列 式 等 于 Pensatny 科 一 pg e087 (ny zx) ;由 予 
(62} 和 coatny 切 二 0 而 蜡 十 导 , 且 由 此 扒 知 , 式 子 64} 的 巡 炳 社 相 当 于 慷 导 
数 ”oa 与 世 的 回炉 性 。 此 外 ,我 人 已 码 有 竹 帮 点 含 导 数 wy 的 巡 粮 性 。 蛆 面 = 
得 :二 常数 平 莉 的 截 口 是 x; 奶 绊 面 上 在 答 定 时 刊 的 向 断 贞 大 ,而 监 宁 于 是 
这 曲 训 在 半点 的 切 灯 。 其” 是 位 移 滑 共和 疗 断 曲 站 的 切 续 1 方向 的 投 及 。 
我 们 上 页 说 十 ”的 一 切 一 阶 寻 数 应 当 在 立 点 连续 , 就 是 谨 ， 只 有 位 黎 宙 量 在 
正 交 于 则 断 曲 辜 的 方向 的 分 量 芋 可 以 感受 到 强 性 天 断 ( 炊 关 断 )。 国 此 , 若 诺 
是 运动 学 的 相 容 条 件 舟 方程 (62)， 则 为 了 动力 学 的 相 闪 条件 适合 起 见 ， 必 要 
翻 充分 的 是 仅仅 位 称 疝 量 的 正 奖 于 移动 在 {z) 切 平面 二 的 间断 节 站 的 分 量 
有 绢 性 尚 断 。 完 全 一 样 , 可 以 考 碟 方程 : 
peo 向 — neositny 2) +eosstny YD ]=0, 
此 时 只 有 亿 移 向 量 在 毅 断 曲 态 的 切 粮 上 的 分 是 能 屯 受 到 介 性 间断 。 
慑 定 琢 ,位 称 既 是 势 量 的 ; 
(Wy 0) 一 区 TadL 0 
子 是 推 知 : Uy = Pr 
取 原 来 的 坐标 情 , 在 总 点 我 们 器 有 巡 粮 导数 wy ty 及 Ye。 那 未 从 Ys 的 连 粮 
性 岩 推 得 +2; 询 巡 粮 性 , 因此, 在 势 世 声 的 情形) 位 移 麻 量 只 有 在 遇 断 曲 赣 法 
狐 上 的 分 量 肯 感 受到 间断 。 
现在 假定 位 移 声 是 管 且 的 ;就 是 襄 ， 
We vy = 0 


这 时 我 们 要 有 巡 策 导数 wyy vy 和 二; 由 于 Ms 的 连 粮 性 ,从 而 扒 知 导数 刀 想 


St8 委 兰 章 ” 仿 痊 妈 方程 的 一 般 理 葵 


一 一 玫 一 一 一 一 一 一 


基 训 此 就 是 谤 ,在 管 量 场 寺 只 是 委 移 向 盘 在 寺 新 曲直 切 坟 上 的 分 是 订 能 是 
间断 的 。 

现在 六 明寺 壕 理 这 的 力学 意义 ， 就 是 我 们 要 指出 , 在 一 些 最 简 梨 的 特殊 
傅 形 下 ,公式 (6 的 的 存在 表明 了 证 重 定 样 对 于 含有 闻 断 曲面 在 内 的 范 军 也 是 
正确 将 。 在 公式 中 置 凡 =i1 和 和 ==0。 同 时 按照 备 式 人 631) ， 对 于 (Ww 攻 的 强 
力 强 量 的 分 好 要 等 于 需 , 而 公式 (6 站 化 为 形状 : 


《66) || Xer 一 ~ Pp, (uy WaS 
DD 


学 全 一 " 样 , 若 中 如 一 0 人 一 1 则 得 到 公式 ; 


(67) | jj Yar=— | | Pp, (uy tas 
及 号 


阳 母 效 手 行 于 tf 辆 的 柱 体 为 马 ; 有 是 设 这 性 体 的 克 Si 与 Sy 在 平 硬 1= 和 
i 二 ts 上。 假定 罕 演 性 体内 部 有 搁 靳 山 面 r。 衬 下 底 积 上 席 31 与 Ss 上 ,我们 
有 epos (Wy 了 一 ost 庚 = 二 0。 在 下 性 oo0s (4; 科 二 一 4 而 在 上 府 eos (ny 由 二 
一 后 夺 。 在 侧面 上 sos (9 如 二 0。 以 避让 柱 体 和 垩 韦 于 其 于 舰 的 平面 变动 的 
裤 画 ,并 以 表达 平面 和 托 体 的 二 面 的 相 袁 昌 椒 , 我 们 可 志 屁 号 很 式 (6 全 新 


形状 ; 
RL) Jf once - 
1 A 局 op En mil 
{, 
-| [ | ods | ， 


其 中 T= ON TC) TF Tey EOS Y)y 


到 省 
Paes Fo] je 
| -中 pus dr dy 


态 边 的 第 一 项 粒 出 守 时 间 [ti; #9] 内 加 在 (wx; 坊 平面 的 区 域 5S; 体积 力 的 古 
是 。 第 二 项 葵 出 这 区 域 的 墟 界 上 所 受罚 力 的 串 只 ,而 在 右边 的 伍 蚌 计算 在 辐 
一 区 域 上 动量 的 增 量 ， 而 不 论 基 力 的 证 量 , 或 者 是 动量 的 雨量 缘 基 投影 在 z 
山上 的 。 完 从 一 样 ,公式 (67) 使 我 们 对 为 的 冲 量 划 动 量 的 填 量 害 y 朝 上 的 投 
影 有 关羽 交 关 系 式 。 于 是 我 们 实质 十 得 到 对 十 含 闻 断 曲面 的 窒 积 D 的 部 监 


三 
fety 
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和 


i469， 特征 和 高 庆 率 ”在 尺 前 叙 壕 方 程 相 的 特征 痊 时 月 得 到 的 那些 公式 
与 试图 月 特 萄 凋 型 的 图 数 近 忆 地 满 苦 微分 万 程 组 所 得 到 的 公式 六 闻 夯 在 玖 
联系 。 设 有 二 阶 方程 相 : 


mt a= 1 ma 
(68) 加 六 虽 让 六 0 (i=1, 2, .3 m)o 
就 伟 形 类 为 
(69) w= Kietwe j=l 2 了) 


的 两 数 ww 来 潇 尽 这 个 方程 宜 , 其 中 人 和 甸 为 自 焉 若 的 某 些 未 知 图 数 ; 而 % 
是 数 。 把 (69) 式 代 到 方 砍 (68) 去 ， 并 且 只 保留 包 食 呈 的 结 方 的 各 项 * 我 们 得 
到 下 而 的 方程 柱 ， 


(70) >2 六 a Kb Bn=0 (f=1, 2 im) 。 


把 这 方程 可 掉 成 是 关于 ;的 齐 次 方程 入 。 为 了 得 到 异 于 办 的 解 ; 我 们 应 当 
化 这 方程 粗 的 行列 式 等 于 看 。 因 此 , 我 们 得 到 对 于 米 知 图 数 至 的 一 阶 方程 ; 


1=0 的 = 入 二 cue， 


它 和 特征 虞 而 的 方 释 相合 。 歌 这 个 方程 的 某 一 解 ， 一 般 说 来 ， 我 们 可 坊 从 方 
程 址 (70) 除 一 任意 因子 而 外 确定 瑟 f。 这 方程 桥 与 为 了 确定 间断 和 承 数 丘 我 全 
站 和 过 的 方程 租 {入}) 各 一 矢 。 这 最 后 的 方程 入 应 当 内 在 波 面 上 成 女 。 方 午 
《70) 必须 到 处 成 立 。 钥 蚌 此 时 我 们 上 只是 用 形 源 69) 的 出 数 宜 来 近似 过奖 足 
汶 程 粗 (03) 的 。 站 上 且 前 情形 , 全 = 常数 是 同 相 则 面 。 

更 皇家 地 研究 一 个 波动 方程 的 情形 : 
(71) Mis = ys yy TF He) 
而 楼 求 出 它 的 关于 时 间 # 的 颖 率 为 w 的 调和 | 振 束 形 据 的 解 : 

deiot) 


. 其 中 4 与 生 只 是 坐标 如 ， 扩 分 的 未 知 图 孝 。 辕 同 在 于 拒 尖 达 式 ! 


(72) = 过 8ia 轩 

代 天 到 方程 

(7 dy + kv=0 (#2= 往 ) 
旦 。 我 们 站 ; 


一 【 同 十 各 怀古 
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Deg 三 人 和 
对 关于 9 和 # 的 导数 也 得 到 类 慨 的 全 式 。 民 天 专程 73D 并 使 上 的 耿 数 
等 于 堆 , 郎 得 利 对 于 入 的 方程 : 


(74) 


再 把 wm 的 荫 族 等 于 璧 ,我 佛 得 到 方程 ,在 其 中 笨 出 开 肇 (920 的 拨 幅 4 (ey 
Vy 2) > 
A + 2CAd + 4S, + AAD) =0, 
或 是 


(75 grad Ig A*grad 和 — 二 48。 


容易 过 二 方程 (外 和 特征 山 面 方程 的 联系 。 对 于 方程 071 我 们 有 以 下 的 
符 征 曲面 方程 : 


已 “全 站 3 站 Dn 
of 名) 区 党 ) 全) | (党 )， 
持 用 由 = 奸笑 来 代 , 我 们 也 得 到 方程 (74) 。 帮 1 记 在 共 一 点 并 的 通过 这 一 
虚 的 同和 相 申 面 卫 = 常数 的 单位 社 束 向 最, 我 们 可 以 写 : 
Ered = pr, yy Hn 


其 中 Py 9 有 是 在 点 (7 #9) 中 的 疝 量 grad 9 的 其 论 。 同 时 方程 (75) 可 以 
写 为 形 然 : 


{70) - grad, lg A=— di (PA) 4 


其 中 gradn lg 是 grad lg 4 在 # 方 商 的 投影 。 方程 (74) 与 (76) 必须 在 整 
个 空间 成 立 。 可 蚌 我 们 来 满足 方程 71) 的 内 基 和 近似 的 。 

和 侍 一样, 如 时 我 们 站 局 这 斯 咸 尔 方程 仙人 0 中 民 过 
(77) E=eeus; FH =heing, 
其 中 和 二 为 向 量 ,; 当 为 数量 曾 数 ,此 和 (wi oa ra 从 有 关 ; 而 w 基数 , 那 未 
三 集 舍 因子 串 的 各 戎 ,我 们 得 到 : 


(78) Pee—grad Th 


辽 个 方程 实际 上 和 [167] 中 方程 (46} 杠 一 效 。 沈 驳 一 样 ,也 得 到 关 岂 手 方 程 
(47) 的 方程 。 上 方程 (79) 应 当 不 只 在 台 一 常数 曲面 上 成 相关 生 这 最 局 的 曲面 
不 是 六 断 申 面 ;而 为 在 解 (77) 中 的 同 相 渍 面 。 


| 170. 两 个 自 变 量 的 情形 531 
170、 现 个 自 变 罚 的 情形 疙 兢 有 两 个 自 变量 的 一 阶 方程 粗 ， 
并 假设 宇 对 关于 ws 的 导数 可 解 屿 。 因 考 我 们 有 形 瞧 为 ; 
(79) > a cis 入: + 0 Wa, Hi) 地 一 荆 ; 0 


的 方程 组 ,其 中 ar 可 成 和 迪 ， 迪 相关。 
引 久 分 量 为 ww 与 名 的 向 最 娃 与 多 以 及 有 元 率 ow 的 短 障 雪 4， 
可 到 改 写 廊 徐 租 1 为 一 个 向 量 等 式 的 形状 


(80) 这 = A 到 -十 面 (ou gay Uj) o 
按 候 式 
(81) = BV 


引进 新 和 闻 量 p 殿 替 代 中 ,其 中 B 是 有 元 案 Bi 的 革 短 障 , Br 与 m1， 
os 相关 , 在 (w1, wz) 平 通 的 基 区 域 马 内 有 连 粮 导数 ,并 且 B 有 导 于 
址 的 行列 式 。 我 们 有 


a _ po dB 
(82) BB Bo 十 Ba* 此 一 二 2， 


其 中 矩阵 的 微分 法 归 圭 为 所 E 的 元 素 的 伏 分 法 。 招 (81) 与 (82) 
代入 (80) ， 得 到 对 于 ?2 的 方程: 


BOC. 一 AB a 十 四， 
ws 


其 中 针 是 问 量 ,其 分 是 和 (0 加， 号 相关 。 上 以 互生 雨 边 ， 得 到 
TO 
(88) 


_p-1 
于 =B 人 有- 十 于 1 


现在 若 有 可 能 , 取 短 际 吾 使 短 陆 B-148 有 对 前 续 的 有 形式。 如同 大 
家 所 知 的 ,这 与 解 灶 于 答 障 4 的 畦 征 方 程 LLLL;% 让 

(84) D(A—N) 20 

神 联 系 , 其 中 左边 是 甜 障 (4 一 和 的 行 齐 式 ,， 或 者 , 在 展开 的 形状 ;: 
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R11 一 和 ie, 1 im 
| ol ee 
《85) | =0。 
| nls 六 nn ii 全 ro 一 由 


慨 涯 识 , 在 茶 一 点 (地 过 ) 的 痢 域 内 系数 sz 有 连 灰 导数 ， 双 方 
程 (35) 有 不 同 的 各 xx ko， za) Y 一 1，…,%) 。 最 后 的 假定 主要 是 
为 的 以 后 。 其 时 利用 [IIL ;8 人 中 所 谣 的 方法 ,在 所 担 测 的 轩 堪 内 
我 们 可 以 作出 答 阵 B, 使 具有 化 B14B 为 意 对 和 角 看 形式 的 特性 ， 
同时 ,在 标明 所 有 分 景 以 后 ,我 全 能 写 方 程 (88) 为 形状 : 


《36) 2 A {p+ vo) 3 十 由 (01, a Vy) =D 


{Ll 2 Wo 
如 果 所 有 的 Cm,wmo) 在 所 惟 玫 的 因 域 内 是 实 的 , 那 末 方程 笑称 为 
在 这 痢 域 内 是 驱 昌 型 的 。 
利用 [i161 了] 中 记号 ,对 方程 租 我 从 有 ? 
(87) ap=0 当 经 jaP=1; ofP= he 0), 


对 于 由 仅 式 (5 ) 确 定 的 量 oo 得 到 : 
our=0 当主 和 wu Bh er ts) Se， 
方程 (6) 取 形状 : 
-0 
着 且 它 分 散 为 mw 个 辜 形 方程 : 
(88) Bh nt) Be 0 G1, me 


泛 ww (on Ta) 是 这 些 方 程 的 一 个 解 , 莽 族 避 1 (wm: 9 va) = 是 对 于 方 称 
租 (860) 的 特征 曲 恋 族 或 特征 族 。 方 程 (88) 相当 于 常 微 分 方程 : 


(89) dm 十 四; fo a Wz) ds = 9 法 de 下 A {1 3 cz) 3 


471， 司 B22 


Tr rE re mpg re 


并 且 对 于 平面 上 我 从 有 县 有 连 入 一 阶 导 数 的 画 数 入 (wi wa) 的 那 
种 区 域内 的 各 点 ,有 m 条 特征 曲线 她 过 。 

考虑 充分 接近 于 四 mm=0 的 点 ， 且 珊 而 为 方程 (89) 通过 点 
(oo 的 积分 昌黎 的 一 部 分 ,来 在 这 一 点 和 这 积分 曲 如 与 轴 %=0 
相 变 的 某 一 点 (ol 0) 之 阅 。 洪 曲 绕 4, 我 们 可 以 认为 尾 何 图 数 
由 (wi ga) 只 是 全 的 醒 数 ,由 于 (89) 有 : 


d | 
一 2 — hi (Ei, wa) 多 向 有 


因而 方程 组 (36) 等 价 于 以 下 的 积分 方程 组 : 
(90) tt21 Vo) = Vs (VI, O) -| hw Wa vn ds 

人 一 了 3] 扣 
假 规 在 融 ze=0 上 我 从 已 栓 定 曾 数 wktzaiy wa) 的 数值 ,我 全 可 以 融 
为 wk 已 是 已 知 的 ,并 且 能 对 方程 碍 490) 应 用 逐 实 晕 近 法 。 这 
莹 出 柯 西 亲 题 的 解 的 存在 性 和 瞧 一 性 定理 以 及 对 初始 条 人 性 的 建 糖 
相关 性 。 这 个 辕 题 移 尽 釉 的 谤 上 明 岂 及 当 方 程 (85) 有 重 根 的 情形 的 
辣 禅 的 研究 ,可 以 在 前 述 的 了 .上 . 彼得 轴 寺 斯 基 的 书 中 找到 。 


1?1. 例 - i- 涛 嵌 确定 解析 国 数 实 邦 和 砍 部 的 旋 程 机 LIITs; 人 
5 _ Sa =0; A + 2 _ 
我 们 有 : oo 全- -3 
而 其 余 的 df 等 也 零 。 中 
从 而 扒 知 方程 粗 ( 包 》 有 椭 昭 型 。 考 央 到 以 阐 钢 叶 的 光 方程 扣 与 六 六 风 
联 对 ; 可 以 肯定 ) 介 的 每 一 个 具有 过 各 一 阶 导 数 的 解 是 zi 和 zw 的 解析 融 数 。 
23. 潜 感 方程 租 ( 彼 央 (Perron}， Math, Zeitsehr., Bd. 27, H. 4; 19377 3 


(91) 


BH OW pp, Oa Ou 
有 的 ) Er Fr, =0; Ee 4 党 下 (一 一 由， 


其 中 a 为 常数 。 
方程 (6) 的 左边 把 Ee 改 为 ay 时 有 形 捧 民 一 a08) 办 此, 当 a<0 时 诅 


Ha 第 三 阐 贫 冤 玉 方 程 的 一 般 乏 帘 


一 一 


虱 超 为 亲 画 型 ， 而 对 4#=0 时 沪 脱 物 型 。 者 号 方 程 所 沟 关 于 zf; 的 坟 导 数 解 出 
的 形式 ,方程 485) 有 形 乓 : 
—% 1 


| =0， 部 -a=0， 

ty 一 入 

其 日 当 a>0 时 它 有 相 蜡 实 根 ;就 是 哆 ; 沼 4a>0 方 程 家 量 飞 遇 型 的 。 
首先 假定 49。 必 在 [40] 所 识 的 来 做 ; 持 民 wry ww 引 大 靳 闻 数 : 


(93) UM mg Mg 
而 得到 条 个 蛙 独 对 于 与 9 的 方程 : 
{94) VF) 0 2 HV a 一 再 (re 一 0 
在 引进 新 自 变 县 
= ont Ve 
导语 ,方程 向 训 轩 为 形 固 ; 
(95) -Va 多 二 十 办 ==0; VB 2 一 古人 二 从 一 0 
求 出 方程 组 上 95) 的 席 足 初始 条 件 


Vs ta le = 0 语 是 yo 一 0; waly-t==0 
的 邯 种 解 。 利 用 095)， 复 到 : 
1 + _ 1 | 
下 Js Fet}at; WE gn Ftyat, 


用 原来 自 谈 量 : 
1 Fy 1 Tl 
TY | PD; n=) Fi), 
并 昌 近 照 然 式 (93) 可 以 确定 三 与 wy 它们 是 方程 得 (2) 的 解 且 潇 足 初始 条 
性 : 


(98) rl | 让 二 全 | 各 = 和 一 bu 
这 样 的 解 量 然 是 唯一 的 。 
当 a~0, 方程 粗 (92) 了 形状 
Hy Cn oh 四 
束 - 各 -0 各 +Feorg 
耐 我 们 得 到 请 是 生性 (96) 和 的 唯一 的 解 : 
寻 二 一 时 3 一 下 下 (Ya 


并 且 我 们 应 当局 谈 了 tc 有 二 阶 志 炉 导 数 。 


1 二 吕 当 所 


一 -一 sm 一 一 一 


最 后 ,考虑 当 a= -Ba<0 的 情形 。 置 


(97) brm=r; Toa—y} ob 二 让 | 下 (ta Va—= Ua 
属 轩 方程 组 但 2) 为 丸 因 : 

Bo Ors 0 ra PL 0 

dy de oy . 
三星 可 见 ?1 十 + 此 镍 是 ?二 十 i 的 正和 出 钱 糙 ， 且 作 于 侣 全 者 全 这 不 高 
数 当 x-30 时 策 鼻 问 于 洋 辆 数 : 
(98) 二 | "psyato 


我 们 可 以 断定 ， 所 议 的 正则 孙 数 必须 直通 过 醒 粮 z=0 的 解析 延 折 ， 于 是 拱 
知 , 也 必须 基 在 芒 唐 邱 本 身上 的 解 煌 效 教 TITIIL2; 吐 ]。 寺 是 刚 数 (98)， 日 因 
而 F{ 人 ;应 当 悬 实 奖 数 y 购 解 析 陋 数 。 按 照 你 一 0) 的 张 客 民 开国 数 (98) + 


-+ Fd Say 
其 中 为 任 休 实数, 当 > 接 过 于 io 对, 我们 得 到 : 
ios= ras iy) (=i 人 A), 
知道 了 吕 各 vo; 依照 (97) 能 来 强拆 各 。 
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1， 剖 微分 方程 的 边 值 觅 题 


17%， 二 阶 米 性 方程 的 格林 画 数 ” 这 一 章 租 从 事 于 常 微分 方 
程 与 忆 微 从 方程 的 边 值 网 题 的 矿 究 ,我 傈 已 不 止 一 次 地 遇 到 这 样 
的 问题 的 解法 。 本 章 目 的 是 知 出 问题 的 柔 箔 的 并 述 ， 

在 解数 学 物理 中 的 一 些 边 值 问 题 时 , 富 星 姥 方法 的 应 用 屡次 
地 导向 下 远 包 售 凑 数 的 常 微分 方程 的 边 估 因 题 : 求 参数 入 的 值 ,使 
得 齐 次 方程 


(1) [plo)y]+ [Mr (eo) ~g(8) y=0 


在 有 限 区 霖 [a, 61 上 存在 不 恒 等 于 零 的 解 , 它 在 这 一 区 青 的 端 上 所 
还 区 中 荣 些 齐 砍 的 边 值 条 御 : 

(2) oy (a) 十 al (0) =0; By (db) +Bey (0d) =0, 

这 里 oa 与 Bi 蚌 已 积 的 数 。 吐 外 ， 我 们 自然 还 要 慨 骂 ，es 与 os 之 
由 ，B1 与 Bs 之 中 都 至 少 有 一 个 不 笃 于 堆 。 我 侧 展 定 凡 他) ,9 (%) 
与 了 (2 都 是 在 于 区 钻 Tea, 8] 上 的 连 移 西 数 , 村 且 p(w) 在 这 区 南 
上 不 等 于 0 而 且 有 连 炎 的 导数 。 对 方程 (1 ) 左 问 中 , 不 包含 贿 数 
的 那些 项 的 和 ; 引 人 人 特殊 的 记号 : 


LOW = tp yg (0)y, 


侣 例 , 把 使 所 提 的 卉 次 辕 题 有 非 渤 解 的 和 称 为 特征 数 或 特征 什 , 而 
把 解 的 太 身 称 为 特征 图 数 。 特 征 画 数 显然 还 可 有 一 常数 因子 的 变 


(E20 
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me ee 


化 。 不 难看 骨 , 每 一 特征 人 箱 只 可 以 对 许 一 个 特征 醒 数 。 事 实 . 上 ,如 
对 我 们 作 了 相反 的 假 珊 :对 某 一 存在 两 个 线性 无 关 的 ,满足 近 值 
条 件 (27 的 方程 (1 ) 的 解 ,这 时 就 会 盛 立 ` 方 程 (1) 的 通 解 也 满足 
这 些 边 值 条 件 。 但 是 ,对 不 满足 (2 ) 式 中 第 一 个 边 值 条 件 的 那 种 
初 值 yta) 与 (4) 电能 链 定 出 方程 人 ) 的 一 个 解 ， 所 以 所 进 的 情 
疯 决 不 可 能 。 利 用 了 我 们 已 多 次 应 用 过 的 初等 变换 【TII,; 102， 
145. 1557， 就 可 以 证 明 : 对 应 于 不 同 特征 值 的 特征 函数 patka) 与 
92(2) 其 有 正 痰 性 ,这 就 是 : 


-- 二 am | -上 ma ee -省 me wii Te mm mm 


| 7 (2 pi ts) po lt) dy =— Oe 


对 于 算 子 (9) ,现在 要 引进 一 个 国 数 , 它 类 似 于 我 们 在 [了 
中 所 考察 过 的 在 全 中 力作 用 下 弦 的 静 力 杰 曲 。 在 那里 算 子 op 起 
洲 算 子 卫 (办 的 作用 ,; 为 了 用 较 自然 的 方法 来 解释 上 书画 数 的 性 
贤 起 昂 , 我 们 考察 非 齐 次 方程 : 


(3) LOO) EIp) I YY ~/ (0), 


并且 假 丽 ,在 整个 区 间 [&, 门 中 除了 一 .个 小 区 最 [E 一 ,8 十 8 之 
外 夯 数 了 为 0, 这 里 上 是 [4, 5 内 部 的 一 个 定点 写 还 满足 条 
件 : 


《4) | fdr=1, 


当 6 趋 近 于 堵 时 , 取 李 限 ,我们 就 得 到 类 似 于 在 点 4=# 的 集中 力 
的 画 数 。 在 关于 了 (sw) 的 和 样 的 假山 下 ,我 们 考察 方程 (1 ) 满 在 边 
值 条 人 忻 (2) 的 解 包 (%)， 但 谢 假 度 ， 这 样 的 解 是 存在 的 。 把 方程 
《3 的 两 边关 于 积 分 ,并 注意 到 (4) ,就 得 到 ; 


出 于 得 十 自 二 十 日 
pW ,| ao= 1, 


[en 第 他 和 ”这 旋 隔 戏 
大 且 , 在 se-*0 的 极限 情形 下 ,就 有 : 
| 1 
f nil 一 0 二 一 
y E+0) YE —0) FH’ 
这 就 是 , 上述 解 的 导数 y (四 在 点 x 二 应 当 有 第 一 类 的 于 疡 , 它 
的 幅度 等 于 一 re 自然 ,这 一 个 解 兹 依 业 于 区 江 [a, 站 中 的 点 
& 的 选择 ,这 就 是 产 , 它 是 两 个 变量 (z, 的 丽 数 。 在 以 局 我 们 用 
G(z, 人 来 所 它 ， 称 它 为 算 耶 工 (y) 在 边 值 条 件 (2 ) 下 的 格林 酌 
数 。 以 上 的 论述 导 吉 到 客 宁 画 数 的 如 下 的 严格 定义 : 算 子 也 (on) 在 
边 值 条 位 (2 ) 下 的 格林 男 数 是 指 满足 下 烈 条 件 的 羡 数 允 (o, 白 : 
(了 官 在 依 不 等 式 <<w，6<8 所 确定 的 正方 形 加 中 有 定义 目 为 
速冻 (2) 如果 把 宙 看 成 变量 4 的 而 数 ， 已 在 <Xo<e 与 565 
有 到 一 阶 的 速 态 导数 ， 卓 满足 者 坎 方 程 L(y) =0; (3) 如 果 把 它 
看 成 & 的 函数 , 它 玛 足 池 值 条 件 {2 )3(4) 在 所 瑶 的 正方 形 ho 的 
对 角 线 上 ， 即 在 2 一 时, 屁 关于 变量 的 导数 (我 们 范 它 为 Gf (w， 
总 ) 有 第- 类 的 出 断 ,还 应 满足 如 下 的 十 个 条 件 : 
open Hl 
E+0, -HE~0, f=— -6 
r _t i 1 
GE, E40) —0 (E, £0) Ey . 


最 后 的 条 件 可 归 精 到 如 下 的 一 个 要 求 :对 于 所 谣 的 对 角 线 2=&E 上 
的 一 点 ,如 从 上 面 , 即 从 区 域 >% 来 趋 近 它 以 及 从 下 面 , 抒 从 区 域 
E<w 染 趋 近 它 ,导数 部 (w,&) 应 当 有 定 值 , 面 这 十 个 标 限 值 之 攻 
应 当 等 于 sy 在 这 南 个 区 城 的 经 一 个 之 中 , 由 于 工 (G) <0 之 
故 , 它 关于 第 一 个 变量 的 二 阶 导 数 可 下 壕 如 下 : 
po) Ge) 和 一 一 人 (的 Ge £) + a0) Ge, €), 

因而 ; 当 一 点 从 对 角 线 的 某 -一 侧 来 趋 近 于 对 角 线 上 的 点 时 ,这 二 阶 
导数 就 会 有 确定 的 极限 值 。 


(6) 
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更 在 要 二 明 ,， 油 正 上 这 所 有 荣 件 的 格林 画 数 存在 且 唯 一 。 这 
时 我 们 假设 = 一 0 并 非特 征 值 ,这 就 是 鹏 ,方程 工人 一 0 没有 满足 
条 件 (2) 的 不 恒 等 于 0 的 解 。 以 后 我 们 会 看 到 当 在 和 *=0 是 特征 
值 时 , 略 林 画 数 的 定义 要 作 怎 料 的 改变 。 和 作 齐 次 方程 Ly) =0 的 
一 个 解 入 侈 )， 守 了 到 铀 足 条 件 4《2 7) 的 第 一 式 的 某 二 数 为 万 依 入 (a) 
与 芒 (@)， 这 个 解 六 (2) ， 和 一 般 所 有 的 解 cgi to) (cl 是 性 壮 常数 ) 
邦 会 满足 第 一 个 边 信条 件 。 不 难 见 到 , 它 信 也 已 取 尽 了 满 是 (2》 
中 第 一 个 条 件 的 所 有 和 解 。 素 实 上 ,如 果 基 一 个 艇 ytw) 也 满足 这 一 
条 件 , 那 末 就 有 关于 a 与 oo 的 十 个 齐 次 谋 程 : 

GCC) ao GD =0; og tm) 二 ae =0, 
因为 ,我 们 自然 要 假设 这 责 个 数 中 至 少 有 一 个 不 为 90, 所 这 方程 组 
的 行 间 起 应 当 等 于 老 , 这 就 是 , 解 9 (ww) 与 (9 的 衣 斯 苛 行 列 式 
在 2 一 5 时 等 于 老 , 央 而 30%) 与 刀 (2) 入 性 相关 , 外 颖 (2) 一 Ca) 
[II; 241, | 

同样 地 可 coys tw) 是 方程 上 (yy) 一 0 的 满足 条 件 ‘ 2 ) 中 第 二 式 
的 解 , 这 里 6s 是 和 枉 总 常数 。 根 据 存 在 及 唯一 性 定 更 ,十 个 解 久 (2) ， 
ys 地) 都 在 倪 这 向 [&, 0 定 头 ,而 且 是 线性 躲 关 。 事 实 上 ,如果 它 
倘 是 闪 性 相关 ， 那 末 入 (wz) 就 会 使 条件 (2) 的 十 个 边 值 人 条件 痢 得 
到 满足 , 而 入 =0 就 会 是 特征 值 , 法 与 忆 . 上 所 作 胸 假 设 相 也 盾 。 在 
4 时, (说 当 有 具有 cx (2) 的 形式 ,而 在 < 关上 时, 它 应 当 
及 有 形式 ceys 0)。 所 余下 来 的 就 是 了 妥 选 捍 常 数 所 与 co， 使 得 在 
点 4= 上 和 孙 国 数 是 涉 编 的 ,而 它 的 一 附 导 数 具 有 上 进 的 者 度 。 远 就 
对 引 到 决定 外 与 02 的 下 出 了 两 个 方程 : 

CE) — coya 过) = 0 


rz ll. 
OE) Te 6) ieye 
这 一 方程 诅 的 行列 式 [ys 的 琉 巡 ) 一 可 (从业 的] 不 等 于 0， 这 是 


(6) 
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因为 这 责 个 解 是 线性 独立 的 称 故 。 因而 , 我 们 就 得 到 常数 61 与 5 
的 确定 数值 。 不 难 见 玖 这 两 个 解 的 归 斯 基 行 列 式 应 当 由 公式 


di (5) Yo) — Ya CW) HA (ee) -py 


所 示 达 [11; 号 ], 这 里 “是 某 一 非 圭 常 数 。 添 加 常数 因子 (例如 
对 解 凡人 0))， 我 们 就 可 以 假定 这 两 个 解 满足 条 件 : 
DP) [Wi Cr) ya (2 — ya (0 (1) | =1, 
从 此 直接 可 推出 , 汶 程 粗 (6) 有 人 解 一 ys (6) 与 6, 一 6 :i 
格林 加 数 避 (3, 各 就 做 以 下 方式 所 确定 : 
Cw) YatE) (LE) 
(7) G(s, EH) = 
. Ya kB) YE) Ww 
不 难 直 慷 芍 证 , 它 斑 足 所 有 的 四 个 条 件 。 宪 的 联 一 性 埋 接 从 以 前 
的 论述 中 得 出 。 
痊 ， 溉 值 周 题 化 为 积 学 方程 ”考察 非 齐 次 方程 : 
(8) Ly = Sip (0) -gy= ~f(%), 


这 里 /2) 是 在 区 疝 [sa 四 上 答 定 的 连 各 画 数 ,要 求 方程 (8 ) 的 
满足 过 值 条 件 4《21) 的 解 。 这 样 的 解 只 能 有 一 个 ， 因 为 如 果 有 十 个 
的 请; 那么 , 它们 的 着 就 满足 午 交 方程 上 (Dp =0 以 及 边 值 条 件 
(2), 近 就 是 , 入 =0 就 会 是 特征 值 子 。 现 要 有 验证 ,方程 (8 ) 的 满足 
边 值 笨 件 (2) 的 哈 一 解 匙 由 公式 


(9) v0 =| 9, HF OE 


所 稳 出 ,在 [二 中 所 指出 的 那个 相 类 似 的 范 数 ,具有 人 入 哩 的 力学 章 
尽 : 如 果 知 道 集中 力 的 静 力 帝 昌 , 那 林 用 积分 法 就 可 以 得 出 连续 分 
布 力 的 静 力 弯曲 。 

更 在 来 仁 明 公式 (39) 所 定义 的 画 数 满足 方程 (8 ) 与 边 值 条 件 
(2)。 考虑 到 格林 画 数 有 .上 议 的 不 过 禹 性 , 我 们 把 积 务 区 时 划分 
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y=)| Go HF OAEt| 9 EF EE, 
对 多 求 导数 ,就 得 到 : 
y=| 9'@, dF OE -OF + 


+ Gl, OF EE G8, ot OF Co), 
由 于 格林 部 数 本 身 是 速 车 的 , 即 G (2, 2 十 0) 一 f(z, 2 一 0) ， 上 式 
即 : ， 
dy) = oe, HF OAEt| Pe HfOLE- 


-| Ge OF (OdE, 


从 翁 式 (9) 与 (I0) 以 及 G(x, 怠 满足 边 值 条 件 (2) 这 一 事实 ,次 
接 得 出 , 画 数 (9 ) 也 满 是 这 些 边 值 条 件 。 为 了 验证 方程 .8) ,把 弛 
再 对 微分 一 次 , 轻 过 阐 音 的 变形 后 ,我 们 得 到 : 


y"=| "Co, FOE (0, 0—0) ~ (os 2+0)IF (0), 
而 从 (5) 式 就 得 出 : 


CD) or 一 Ge 有 OE 


把 (8) 式 的 有 端的 g, 9 与 久 用 它们 的 表示 式 (9), (10) 与 (1 
洒 代 人 入, 惑 得到: 

| ZOE AE = -fo), 
因为 画 数 全 tw, 5) 是 齐 实 方 各 工 (全 一 0 的 解 ,所 以 方程 (8 ) 得 到 
满足 。 还 可 指出 , 从 上 迟 仅 式 交 接 推 知 :公式 (9) 所 定义 的 而 数 


在 整个 区 遇 有 漳 二 阶 的 建 积 导 数 。 因 而 ,我 们 导 得 如 下 的 断 首 ; 如 
录入 一 0 并 非 微 分 方程 (8 ) 的 特征 什 , 那 未 这 一 方程 对 性 章 粕 定 在 
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| [a, 51 的 带 入 面 数 了 (oz) 有 了 唯一 的 ,满足 边 值 条 件 (2 ) 的 解 , 关 且 ， 
这 个 和解 是 由 公式 (9 ) 所 确定 。 还 可 以 用 另外 的 方式 来 说 :对 于 任意 
的 已 闭 束 炽 画 数 了 (2) ， 画 数 (9) 有 到 二 阶 的 巡 绪 导数, 它 还 满足 
方 稳 ( 8 ) 与 边 值 条 件 (2 )。 
我 们 指出 , 如 果 y(2) 是 任意 的 在 区 间 [a, 5] .有 到 二 阶 的 束 
种 导 数 的 耐 数 , 并 满足 边 值 条 件 ( 2 ) , 闭 未 , 如 果 把 这 画 数 代 油 方 
程 (8 ) 的 左 端 ,就 可 以 作出 对 应 的 加 粮 画 数 f(o) ， 因 此, 依 上 耐 所 
是 , 画 数 y(z)》 可 毛 公 式 (9) 用 人 o) 素 必 出 。 


这 样 ,公式 (8) 与 (9 ) 建立 起 尔 类 而 数 之 问 一 对 -- 的 相互 对 
应 :在 区 有 更 Lg, 81 县 有 到 二 了 界 的 运 既 导数 , 且 诺 足 过 值 条 件 (2) 
的 汞 数 y(2) 属于 第 一 当 ， 而 在 区 明 [&, 2 速 入 的 画 数 六 9) 属于 
第 一 类 ,借助 公式 (8 ) 可 由 y(z) 得 到 ec) ， 而 按 到 式 (9 ) 可 由 

f (wm) 得 到 yw)。 
| 由 上 所 亡 ， 芽 搂 可 得 出 把 上 节 开 奖 所 义 迎 的 按 值 问题 佬 为 者 
筋 方程 的 可 能 狂 。 素 实 上 ,反方 程 (1 ) 改写 为 形式 : 

LD 一 一 Pr) 及 
之 后 , 从 上 面 所 确立 的 糙 果 , 就 得 接地 得 到 : 带 有 边 值 条 件 (2) 的 
这 个 方程 与 积分 方程 : 
(2) yn) = Go, Or YOE 
舌 价 。 党 伪 同 样 地 , 带 有 边 值 条 件 (2 ) 的 非 齐 坎 方程 : 
(9) p(y + te) ~g(0) y= Fe) 
与 积分 方程 : z 
(C123) vo) 一 玉 (0 th| Go, Er CE YE dE 
等 价 ,这 里 


本 全 一 一 | Gs, EF (OWE, 
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sr 


并 且 ,我 悄 鹿 当 从 这 而 个 积分 方程 来 求 连 各 解 VD) 。 

174. 格林 责 数 的 对 称 性 ”公式 (7) 不 羽 在 se<z<b 时 确定 
格林 醉 数 ,而 且 也 在 端点 X=& 与 %=5 (这 就 是 在 整个 限 正 廊 形 
4 志和 《s 好 确定 它 , 从 这 一 公式 应 接 可 推出 ,在 整个 正 矿 形 肉 , 格 
宁 画 数 具有 对 称 性: 

(18) Gr = EE, 2)o 

更 葵 出 烙 林 两 数 对 称 性 的 另 一 逮 伍 , 刀 所 根据 的 患 想 可 适用 

于 更 一 能 的 情况 。 不 难 台 证 如 下 的 恒等式 : 


(14) uL (0) —oL (0) = 4 [pl) uv! — ow) 1o 


在 这 恒等式 中 ; 4 与 人) 是 具有 到 二 阶 的 连 种 导数 的 任 合 画 
数 。 把 t= 人 C50 与 2=G 69) 代 人 公式 世 抽 ,这 轩 , 为 了 确 
冠 起 见 ， 假 届 所 一 各。 灌区 间 [&; 刀 ]， [64] 与 [6a; 人 积分 , 注 
意 到 楼 林 丁 数 满 是 齐 次 方程 二 (1) =0, 我 们 就 得 到 : 
[Po (他 人 ED (2 E20) 一 他 全 全， 名 ) 1 一 心 
[pip) (Ge, 二) 生 (一旦 人))]z29 = 
[pw (Gy, Ge €2) —G (x, Ea (%, pj 0 =0。 
拖 这 三 式 棚 加 ,大 注意 到 格林 男 数 本 身 的 违 续 狂 与 它 的 第 一 阶 导 
数 的 肖 芯 性 ;我 全 引导 到 如 下 的 关系 式 : 
(5) G(é1, £2) — Es &) = 
一 四 的 (G(x, EV) 8, £2) — Gp, £2) G0, £1)) 1 o 
不 难 验 证 ,所 号 出 的 公式 的 厂 如 多 盖 式 当 4 一 4 与 %=8 时 均 变 为 
圭 事实 上 ,格林 画 数 满足 边 值 人 茶 件 (23 1) 的 第 一 个 , 郎 ; 
oa, E40) 十 ca ce 61) =0 
md a, E60) Twa (a, 62) =0, 
拜 因为， 我 全 自然 履 溃 所 给 常数 oa 与 wa 不 能 同时 为 考 , 所 以 所 写 
移 弄 次 方程 旨 的 行列 式 应 蓄 等 于 徐 , 这 就 是 以 上 所 误 的 节 式 在 


[i ”第 四 杂 ” 劲 得 疝 算 


# 一 4 时 确实 变 为 雳 。 可 类 但 地 证 明 , 忆 在 %=5 时 也 变 为 雾 , 那 末 
公式 刁 吕 就 给 出 格林 责 数 的 对 称 性 。 
还 可 以 研究 比 系 件 (2 更 广泛 的 边 值 条 件 , 这 就 是 , 醒 数 gy'z) 

友基 导数 在 区 则 国界 的 数值 都 出 现在 雨 个 人 条件 之 中 : 

Og 0) 二 Ge C0) TF oy (0b) TF oy (0) =0 

Biyte) TF Bey (0 + Bey (b) TF Ba (6) =0。 
所 有 上 面 的 给 进 , 除了 络 袜 面 数 的 对 称 性 的 证 明 记 让, 都 保持 有 
效 , 和 但是, 要 使 凡 - 上 对 格林 夯 数 的 对 称 性 的 证 明 世 能 成 立 , 其 充 要 
人 条件 是 :条件 


tt ts a fd 


?00) |p, p, B, Bs 
能 满足 。 我 他 不 来 证 明 这 个 渝 断 。 不 难 坦 接 验 诸 , 如 果 p (0) 一 
一 p (5) ( 朗 夯 数 p(w) 有 周期 性 ) , 在 纯 周 期 性 的 边 值 条 件 y(4) = 
一 J (5) ,Yi (9) = 入 人 下 , 格林 画 数 仍 能 为 对 称 。 还 可 指出 :如 时 
其 余 的 系数 gq(m) 与 "(e) 也 县 有 周期 性 , 那 来 在 上 流 周 期 性 的 迪 
值 条 忻 下 的 边 值 问题 归 精 为 求 套数 的 数值, 使 得 方程 (1 ) 有 周 
期 解 。 
1758、 边 信 间 题 的 特征 储 与 特征 闸 数 ”因为 我 们 已 把 边 值 网 
是 化 到 积 下 方程 去 ;末末 就 可 以 利用 积分 方程 的 一 般 理 芥 中 的 东 
果 了 ;因而 就 得 测 一 系列 的 有 关 边 值 因 是 的 特征 值 与 特征 画 数 的 
论断 。 普 先 考 察 r (四 二 1 的 情形 ,这 时 方程 (1 ) 具 有 形式 : 


=p(6) 


(10) CLP)YI TF MgCe)) y=0, 


大 且 , 我 们 还 恨 惧 边 值 条 件 是 能 司 格 林 图 数 为 对 称 的 。 积 从 方程 
\12) 是 对 称 核 的 方程 。 它 稀有 实 的 特征 值 , 而 对 应 不 同 的 特征 值 
的 特征 画 数 将 是 正 变 的 。 在 当前 的 情况 , 如 以 前 所 见 [172 ,每 一 
特 证 值 只 对 应 一 个 特征 画 数 。 对 形式 42) 的 过 值 条 件 我 俩 已 地 证 


175.， 劲 亿 而 用 的 特征 借 与 特征 本 数 D835 


OO gp 


过 了 ,在 周期 性 的 边 值 条 件 的 情况 下 ,一 个 特征 值 可 能 对 应 两 个 特 
征 曾 数 , 但 不 能 再 多 ,这 是 因为 方程 (16) 只 有 前 个 线性 无 关 的 解 。 
我 们 还 要 区 明 ; 方程 (16) 的 核 Q(z, 8) 是 一 个 完备 核 , 就 是 及 ,不 
恒 等 于 涝 而 与 核 正 交 的 速 模 丽 数 /Ce) 是 不 存在 的 。 如 果 作 相 友 
的 假 席 , 序 存在 这 样 的 面 数 ,使 : 


| ec, HFE AE =0, 


那 未 , 从 一 方面 来 看 , 丽 数 (9 ) 就 应 变 恒 等 于 需 。 但 另 一 面 , 由 于 
以 前 所 证 , 它 叉 应 满足 非 齐 次 方程 (8), 这 是 不 可 能 的 。 如 所 知 
[35]、 从 核 的 完备 性 可 得 出 : 存在 着 特征 值 的 钴 限 梨 。 届 (n= 

2,…') 是 方程 (16) 的 特征 值 , 序 我 他 的 问题 的 特征 值 , 又 
pnt2) 是 对 应 的 特征 函数 , 它们 组 成 正 变 标准 化 的 系统 。 根 发 夯 
六 f(x) 满足 边 值 条 件 并 有 到 二 阶 的 速 粮 导数。 如 是 工 ( 方 一 
一 一 it 雪 ， 我 们 就 得 到 这 个 函数 依 转 的 窜 达 式 : 


7 人 =| Glo, hE) aE, 
因此 ,每 一 玛 是 这 值 条 件 , 在 区 盟 [e, 81] 有 到 二 阶 的 连 粮 导数 的 图 


数 了 (6) , 在 这 一 区 册 里 可 以 毛 特 征 画 数 p,(w) 展开 为 正 划 收 化 的 
富里 埃 级 数 [38]。 还 容易 证 得 如 下 的 定 昔 。 


定理” 如果 速 楼 画 数 /fc) 的 富里 埃 级 数 
(17) Sogo); ee=| fpr (wan 


在 区 而 [4, 8] 一 致 软 敛 , 那 示 宅 的 和 和 络 于 了 (x)。 

我 们 用 皮 证 法 。 发 (2) 是 级 数 民 四 的 和 , 并 肯 (9) 在 区 
闻 [6, 1 中 并 不 恒 等 于 Fo ， 这 时 不 悟 等 于 镭 的 凑 式 f1(%) 一 
一 Fo 同 所 有 的 图 数 p,(%) 相 正 变 ， 因 而 也 与 核 相 正 变 ,这 就 与 
所 证 过 的 核 的 完备 性 相 了 矛盾 。 在 以 后 我 全 将 利用 这 里 所 证 的 定 
理 。 


#96 妾 四 弄 说 伴 风 是 


可 以 证 明 ,不 仅 核 @(o, 台 是 完备 的 ;而 且 特 征 圆 数 go(o) 也 
入 成 封 队 族 ,上 面 所 证 的 定理 也 可 以 直接 地 从 这 里 淮山 。 

以 后 , 在 考察 多 闪 的 畏 形 时 , 我 们 给 出 下 迹 事实 的 证 明 ; 对 于 
任何 速 粮 柄 数 ,封闭 性 万 程 成 立 。 这 一 证 明 对 一 闪 的 情形 也 有 效 。 

现在 考察 >(e) 不 为 1 的 精 形 ,还 假设 这 一 琐 数 是 正 的 。 利 用 
[82] 中 的 精 果 ,我 们 可 以 看 到 , 在 这 情形 下 , 性 程 (1 ) 的 边 值 问题 
也 可 以 化 为 对 称 核 的 积分 方程 。 哇 别 是 ,每 一 满足 边 值 傈 件 ,在 区 
册 [ae, 所 有 到 二 阶 连 神 导数 的 画 数 , 都 可 以 按 间 题 的 特征 画 数 展 
开 为 正剧 收复 的 富里 埃 报 数 : 


(18) f (0) = Deonpn lg), 
它 的 系数 是 自居 式 : 
(19) oa | rp 人 da 


所 确定 。 为 了 证 明 这 一 断 革 ,我 们 注意 到 : 据 [173] 中 所 站 明 的 事 
实 , 就 有 : | 


fw) = —)| Go © LFCE) AE, 


` 但 是 显 热 , 我 们 可 壕 坊 LIF OT 一 At hE), 这 里 ,出 于 
之 0, 所 以 六 (6) 在 区 时 [&, 85] 违 模 。 因 了 此， 我 全 可 以 用 对 称 
核 网 积 俘 广 各 的 核 来 表示 枚 数 V7 (9) 了 (四 


0) MTF =| Go, VT TE h(E) de, 


而 [38] 中 的 窒 述 立 部 就 答 坦 上 而 所 说 的 展开 的 定理 。 也 同 以 上 
一 样 ,可 以 证 明 核 的 封 亲 性 , 因而 就 在 在 特征 秆 的 乱 限 柴 。 症 消 数 
fw) 有 速 标的 第 一 阶 导数 与 分 段 速 德 的 第 一 阶 导数 的 情况 , 重复 
应 用 [178] 中 的 获 哈 ， 并 守 起 [ 驶 ] 中 的 定理 条 对 于 借 分 段 过 续 
画 数 jz) 依 核 米 玫 达 的 画 数 也 有 效 ; 我 们 就 能 肯定 : 上 迅 的 展开 


176. 特征 值 的 符号 637 


的 定理 在 满 是 边 值 牺 件 的 画 数 (8%) 有 一 阶 束 禹 导数 与 二 阶 分 中 
回 灶 导数 的 情形 也 有 阁 。 在 以 后 ,我 们 还 指出 一 些 情 观 , 那 时 屡 开 
的 定理 中 还 可 以 容 尹 夯 数 的 第 一 阶 导 数 的 分 如 连 策 性 。 

176. 特征 传 的 符号 ”为 使 后 来 的 侦 式 简单 起 由 ,在 硼 完 特征 
值 的 符号 时 ,我 全 将 假设 , > (o) 三 1 。 所 有 的 栓 述 容易 推广 到 一 般 
,的 情 鞭 去 。 首先 ， 要 葵 出 用 对 应 的 特征 男 数 素 表 示 转 征 值 的 一 个 
到 式 。 如 前 , 设 ) 是 特征 值 , pn(%) 是 赎 征 丽 数 , 它 合 组 成 正 变 标 
准 化 条 入 。 我 们 有 : : 

L(gn) = —Mpa (0) o 

在 击 端 莱 以 p.(%) ， 积 分 , 注意 到 特征 而 数 的 标准 化 的 性 筑 ， 

就 得 到 ; 


b 
和 一 -| Lp) Pat) do 
= 一 | [Sw 9.0)) -0 9.(0) | pod 
CD | pp) + gdy— 
一 [有 ay) pa 0) pn ld) ]z2a 。 
我 们 假 蔽 , 这 到 式 中 积分 号 以 外 的 项 变 为 零 。 例 如 在 边 值 条 件 


pa = pa) = 一 0 时 会 发 生 这 情况 。 这 上 时， 下 式 (21) 可 改写 为 形 
式 


Ca | tp oO Tyo gt) 1dee 
设 2(o 之 0。 此 外 ,如 时 我 们 还 假设 在 区 并 Eo, 5] 中 9(0)0, 
那 末 从 所 写 的 公式 中 ,就 可 直接 推 知 记 有 的 特征 值 均 为 正 。 更 股 


ax) 是 任意 的 速 各 画 数 , 而 记 是 它 在 区 间 中 的 极 小 值 , 邹 在 [ec, 5] 
中 8 产品。 从 前 一 公式 认 贸 地 推出 : 


. 
jx | Pm) PD UT mm 
是 


凡 之 ,在 所 渝 情 形 下 ,只 龙 有 有 限 个 负 的 圣 征 值 。 现 杷 油 值 条 件 其 
有 形式 : 
(28) yD ya =0; FH) + bd) =0,. . 
这 里 h 与 hs 是正 的 常数 。 公 式 (14) 在 积分 号 以 外 的 项 这 时 都 为 
正 ， 我 们 就 与 以 前 一 祥 , 可 以 肯定 , 在 边 值 条 件 (23) 以 及 网 关 0 
的 情况 下 ,所 有 的 特征 值 都 是正 的 。 

如 困 所 有 的 特征 和 值 都 是 焉 的 ,或 者 只 有 有 限 个 特征 值 是 贸 的 ， 
那 未 者 色 定 理 就 会 成 站 ,我 们 可 以 抬 夸 的 属 开 式 写成 契 对 且 一 至 
收 仇 的 航 数 : 


人 Go, = 


这 个 等 式 使 我 们 能 够 直接 把 在 [275] 所 站 明 的 按 转 征 画 数 和 展开 的 
定理 推广 到 更 广泛 的 一 类 画 数 中 去 ,这 就 是 ,我 们 设 了 (sw) 为 连结 ， 
在 整个 区 间 队 点 %=c 外 有 连 粮 玖 导数 ,在 4=c 时 ,家 有 第 一 凿 的 
不 速 态 性 : 

fetO) 一 疡 如 一 且 =», . 
男 数 还 存在 分 段 连 纱 的 二 阶 导数 。 此 外 ,照例 还 假 藤 fw 潢 是 边 
值 条 件 。 作 流 式 : 


帮 
FD + a 0), 


它 在 台 个 区 天 经 例外 地 具有 乏 千 的 导数 。 对 这 一 闫 式 , 楼 特 征 画 
数 展开 的 定理 有 效 。 另 一 面 ,出 (34) 式 , 所 盖 的 项 全 (cy o) 可 以 按 
圣 征 画 数 展开 , 因此 , 原来 的 画 数 fo) 可 以 展开 为 息 对 与 一 玫 收 
仇 的 按 特 征 画 数 的 富里 埃 航 数 。 自然 所 进行 的 讨 验 也 可 以 适用 
于 导数 jw) 在 区 申 [a, 如 中 有 有 限 个 第 一 类 不 回炉 点 的 情况 。 
它 类 做 于 我 个 从 前 在 改善 富里 埃 般 数 的 收 租 性 时 所 用 的 方法 [IL3 


177， 例 #80 


rr 


158]1, 
7 屋 ，1， 洗 赛 方程 
i | 
与 康利 条 性 4 = 民 ) =0。 古 当前 的 情况 下 二 抽 = 而 署 林 痢 数 是 : - 
(1—i)x iT) 
4 人 0=| (En) 


特征 休 与 特征 醒 圭 可 茂 用 有 限 的 方式 确定 起 来; 
Man pa = Dgin ners (一 1 2 7 

我 们 也 有 对 诺 足 前 玄 所 二 条 件 的 所 有 的 枫 数 的 层 开 购 定 理 。 展 开 富 理 可 应 
用 的 荣 件 还 可 以 大 天 地 放宽 ,性 牧 们 不 来 亲 论 它 。 

8 保留 以 上 的 微分 方程 , 选取 新 的 边 秆 条 余 0) 二 =y't1) =0， 在 这 情 
形 下 : 

? (wk) 
Gin d= te), 


而 特征 慎 与 特征 如 数 所 取 徇 以 式 是 : 
六 0 = (38 十 了 735) Pn (TY) 一 A 3 sln(dn +1) -Te 
8， 于 问 一动 程 ; 誉 察 边 值 条 但 #00) 一 9; #10) 十 下 个人) 一 0 
现在 票 作 对 应 的 梢 林 畏 数 。 作 方程 y'=9 的 雨 个 解 ; 其 一 满足 第 一 个 边 
愤 条 忻 ， 另 -~ 个 满足 第 二 个 过 秆 条 性 ? yt 一 2 yatm) 二 代 二 有 一 x。 撤 在 
[72] 中 所 指出 的 方法 ,我们 就 能 导 引 到 如 下 的 械 林 柄 数 的 各 式 : 


工 十 真一 二 
TT 
3 下 十 真一 天 ， 
工 十 不 让 人 <) 


在 这 博彩 下 ; 序 有 的 特定 第 是 正 的 ,并且 ,如 注 %== 必 ， 我 们 不 难 鲜明 ,特征 什 
+ 其 由 而 程 馆 2 二 =9 所 决定 ;而 特征 较 数 舌尖 cn 8in pnr， 这 时 常数 局 砍 
当 由 沈 些 丽 数 的 标准 化 条 件 来 决定 。 

4， 在 研究 边 旅 固定 着 的 辐 形 膜 的 撤 黄 时 ,我们 前 引导 色 如 下 的 边 什 向 
是 。 求 容 数 的 盘 , 使 得 方程 
{25) ++ y=0 


有 在 xz 一 9 为 有 限 , 在 4 一 等 于 午 的 解 。 用 宇 母 4 本 此 要 整数 。 这 一 过 伞 交 


6 : 昔 回 举 趟 值 举 题 


题 与 我 们 忆 前 所 研究 的 比 坊 得 来 ， 是 特别 一 些 的 ， 这 就 是 , 它 的 系数 在 礁 点 
z=0 处 和 一 极点 , 同时 在 这 一 端点 , 内 提出 解 在 +=0 的 近 旁 是 友 界 的 这 一 
答 件 ， 吕 代替 确定 的 边 得 符 什 。 由 此 得 到 方程 人 25) 的 解 在 =0 有 确定 的 有 
诬 慎 。 

我 们 从 疝 也 已 屡次 地 过 到 过 这 一 类 的 边 值 问题 。 抠 总 且 式 的 责 边 张 以 
2 就 可 把 方程 改写 成 通常 的 形式 : 

(20) 多 + -y=0， 
并 假说 是正 的 。 

格林 图 数 的 决定 方法 如 前 ,但 我 从 以 窗 林 贺 歼 在 4= 人 时 为 有 限 的 要 求 
来 忧 蔡 在 喘 点 x=0 的 这 值 条 忻 。 方 程 工 (tD =0 是 龙 拉 方 径 [Tl; 归 ]， 它 有 
总 和 性急 关 和 的 般 x” 上 瑟 2-"。 

如 果 注 意 到 在 映 点 #5=0 的 有 限 性 的 条 件 , 在 区 间 0<*< 中 ， 我 全 就 应 
取 磋 示 式 Errxr 为 榜 林 图 数 , 而 在 区 同志 x< 必 1 中 我 全 就 应 作 起 所 指出 王 个 
解 的 莫 当 的 厂 尾 粗 合 ; 使 得 它 在 5 二] 时 化 为 堆 , 这 就 是 , 在 这 区 陪 中 ,上 应 取 表 
还 式 oa le" 一 477) 为 格林 图 数 。 常 数 aa 与 照例 基 队 格林 辆 数 询 连 业 性 及 
怪 的 导数 在 34 一 时 的 限度 等 条 人 性 所 雇 定 的 。 这 就 答 出 如 下 的 公式 : 


FE) -| ed 


(EY -| 0 
完 邓 与 从 前 一 祥 , 非 齐 次 方程 L(Y) = -了 (2z) 有 唯一 沟 注 足 上 述 边 慎 杀 件 的 
解 ; 并 革 这 个 解 由 公式 


tr, 引 二 


y {mn) =| Gc, FLEE 


所 确定 。[L17? 匀 中 的 论述 指出 , 所 有 有 的 特征 链 才 为 正 。 车 一 凡 , 决定 特征 复 
的 超越 万 程 就 是 4 = 前 特征 融 数 就 是 pt = 二 own tw。 在 %= 人 9 时 ， 
方程 王 人 ) =0 有 米 性 络 潜 的 解 扩 位 ) =1 与 yy) 王 霹 zh 而 雇 定 禧 林 画 数 的 
公式 是 : 

—lgé (zr) 
全 Cb, -Lies (se 。 
迁 可 福 部 到 ,让 当前 砍 捕 形 下 ,公式 (9) 革 出: 


ym) 一 f Gt, 有 (一 -lgz|- 了 {一 [ fleet 
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而 且 可 以 直接 浴 证 , 这 一 画 数 请 足 方程 (9) = 一 了 (x) 与 演 慎 条 御 。 从 方程 
(26) 就 可 交接 得 到 : 在 所 险情 况 下 , r (z) =x。 在 把 我 们 的 边 钙 问题 化 到 积 
分 方程 时 ,就 得 到 核 女 (z; 日 扩 过， 它 在 怠 个 正方 形 上 除了 顶点 = 一 0 以 外 
都 是 巡 精 的。 

这 一 积分 方程 的 特征 国 数 谣 是 人) 二 en To lxmr)， 我 们 就 有 展 为 条 
对 是 一 致 收 仇 的 富里 挨 圾 数 : 


G(r 昌 YF 一 富 半 的 和 ，。 


除 以 Ex 之 后 ;就 得 到 : 
他 tr; b= nttint). 


计 


而 对 这 者 数 , 我 们 只 能 断定 它 在 区 闻 [sy， 41 为 一 致 收 笋 ,这 里 5 是 任意 已 办 
的 正教 。 由 于 标准 化 的 每 件 ) 常数 64 可 由 公式 


0 
来 决定 LITY,; 445651, 这 时 还 可 圣 间 加 ， 从 式 (2 所 决定 的 图 数 Gt 各 
它 在 点 (zy 8) 趋向 于 正方 形 的 顶点 〈0 0) 时 趋 于 插 限 大 。 在 这 时 ， 除 掉 以 
上 所 指出 的 特异 性 及 外 ;我 们 还 有 劝 一 特异 性 ; 序 是 7?(2) =z 在 一 疾 x==0 时 
世 变 为 等 。 

任 第 五 怖 我 们 刻 腾 山 研 究 在 区 了 间 痛 点 有 特异 点 的 方程 的 边 慎 间 题 与 在 
扰 沥 区间 的 方程 。 

178， 准 广 的 棕 林 画 数 ”现在 来 考察 方程 (1) 在 边 佳 条件 
(2) 下 有 特征 值 和 =0 的 情形 , 也 就 是 乔 坎 方程 工 (W) =0 有 一 满 
足 壹 值 条 件 的 解 y= po 8) 。 可 以 假 诺 这 个 解 已 轻 是 标准 化 的 ,我 
个 以 后 也 咀 这 样 做 。 现在 , 我 们 已 未 不 能 作出 漠 足 在 [2721 中 所 
虽 出 的 全 部 条 件 的 格 诛 画 数 ,而 要 把 格林 画 数 的 定义 本 身 作 某 些 
次 更 。 我 们 保持 着 灸 前 的 关于 西数 本 身 速 和 纺 性 , 关于 它 的 导数 在 
“< 二 的 帆 断 性 以 及 关于 满足 边 值 条 件 等 条 件 ， 同 时 我 们 要 求 使 夯 
数 G(c; 自在 区 间 fa, 纪 与 [& 下 所 应 满足 的 方程 已 木 是 齐 次 
方程 上 C9) =0, 而 起 具有 右 端的 方程 : | 
(28) 天 [全 人 1] = yolé) oo 的 
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J eer er ET -一 一 -一 一 一 一 一 -一 “= 一 一 


如 果 y{w) 是 这 方程 的 基 一 - 解 ,又 满足 沉 值 条 件 , 那 来 , 由 于 of 
满足 齐 交 方程 与 边 秆 繁 件 , 和 式 y(z) 十 cpo (lw) 对 性 何 的 6 也 都 会 
满足 方程 428) 与 边 值 条 御 ; 为 了 确定 常数 5 起 蝇 。 我 个 还 引入 新 
的 补充 条 件 ;, 这 就 是 而 数 下 如 多 与 机 数 golm) 的 过 严 条 件 : 


(29) | re © 1go(0) dr=—0, 


方程 (28) 的 右 端 有 其 简单 的 物理 意义 。 如 果 入 =0 是 问题 的 特征 
全 , 那 末 在 等 于 才 的 频率 时 就 有 共 据 ,因而 存在 集中 力 时 就 不 能 得 
到 有 限 的 静 力 位 黎 。 为 了 得 出 这 种 位 移 , 除 了 和 集中 为 及 外 ,我 们 述 
必须 添上 巡 入 分 布 的 力 , 农 是 由 方程 (28) 的 有 如 所 琢 生 网 力 。 

类 侦 于 在 [133] 中 所 作 的 过 程 , 就 可 作出 推广 的 格林 画 数 。 
葵 wtw) 是 非 齐 区 万 程 
(30) 了 人 = polé) pol®) 
的 某 个 解 , 而 gp1tw) 是 对 应 的 齐 交 方程 的 解 , 它 与 oo lw) 线性 无 
关 , 冰 使 : 
(81) Do) Lol) P18) 一 GD) Pow) ] =1, 

回忆 起 , 非 齐 葡 方 释 的 一 般 解 是 它 的 一 个 特 解 wtw) 与 齐 项 
方程 的 通 解 的 和 ,我 们 就 应 蔷 : 
分 (人 和) Es) tempolt) +eapils) (we 
GE om Hep) 十 caga (的 (weé), 
这 一 画 数 应 当 满 足 边 值 条 件 (2) ,如果 注 意 到 po lw) 庸 是 这 些 策 
件 ,就 得 到 征 个 等 式 : 
Cao (0) 十 as te) 十 cof op ta) + oagi lt)] =0 
Bw tb) + Bow tb) Feddeg td) 4 Bp1(0)1=0, 
从 其 中 可 确定 6 与。 因为 gi1(%) 与 polw) 线性 然 关 ,， 它 就 不 能 
满足 条 件 《2 ) 中 的 性 全 一 个 [192] ,所 应 0 与 (4 的 系数 不 为 0。 
在 ww 一 8 的 速 纺 性 条 件 与 在 这 -… 点 的 导数 的 间断 性 条 件 导 致 下 而 


(382) 


(33) 
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一 上 -aa -一 一 mm wm mr 


的 两 个 每 式 : 
(01— 65) po lt) 十 (os 一 9 人 一 0 
《一 交加 + (ea— en) Pitt 王 下 :人 9 过) 
由 于 (31), 害 俏 可 以 写成: 
(341 和 一 名 一 一 名 人 C2—04 Yas)o 
余下 还 要 满 应 条 件 {29)。 常 数 押 与 扣 已 由 肥 式 139) 所 稍 定 。 
(8 有 中 的 第 一 等 式 答 出 0 二 09 一 pi(6)。 钱 久 公式 全 2 的 第 一 式 ， 
就 可 以 从 荣 件 (29) 来 并 定 aa 而 e 可 按 蜀 才 所 宕 的 公式 次 定 。 所 
有 的 常数 都 已 稳 决 定 , 但 我 们 还 没有 洪 典 到 (3 儿 中 的 第 二 式 。 出 
下 来 我 俩 还 要 县 证 如 下 的 事实 : 镇 公式 二 9 所 决定 的 63 与 避 往 是 
笑 式 1834) 申 的 第 一 式 。 
为 此 , 拱 呈 式 (44) 写 为 : 
ps (四 工 (@) 一 加工 (90) = [pe) (gow' ~ mpd) le 
沿 基本 区 竟 fa, 5 积分 这 式 子 的 珊 端 。 福 意 到 工 (pom =0， 
方程 介 b 及 图 数 po tw) 是 标准 化 的 , 束 得 到 : 
(85) go (外 一 [po (pow'— woe) lee o 
我 们 所 必须 网 计 ‘3 名 中 的 第 二 式 , 由 于 (83) ,本 以 把 它 写 契 : 
对 于 po) ， 我们 已 有 边 值 茶 件 : 
(87) opola) Fagola) =0; Bigo ld) + Bapold) 一 0。 
在 ww 一 4 与 %= 时 写 进 (831) 式 , 就 能 从 所 得 的 等 式 及 等 式 (37) 来 
决定 pota)，p0(cj got 二) 及 potD)。 拒 所 得 到 的 表达 式 代 和 人 已 
证 得 的 等 式 (86) 之 中 , 就 引导 到 等 式 (86)。 现 在 是 在 边 值 条 件 
yta) 一 4 人 6) =0 的 情形 下 , 即 在 w= B46=0 时 进行 计算 。 这 有 时 肥 式 
(8 的 可 以 改写 成 形式 
Pat) 一 及 全 名 (of — pe) md pod)o 
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在 oa 上 与 z=5 时 公式 (81) 葵 出 ; 
Da) pi(a) pola) =p00) v1(0) gob) = —1, 
这 就 是 : 
pl pl = — ray; P(E) PhD) —— 
又 把 它们 代 到 前 面 的 公式 中 去 ,就 得 到 ; 
人 二 = ote) 
这 就 是 4 二 Bs 二 0 时 的 终 式 (386)。 

为 了 证 盟 蕉 广 的 格林 玄 数 的 对 称 性 ,我 位 时 出 琐 个 方程 
LG E01 = oD Pott); LG, 62)1= po(és) Pott)o 
把 第 一 式 乘 上 G 避 6) ， 第 二 式 乘 以 Q(tw, 后 )， 速 项 相 藏 着 沿 
基本 区 外 积分 。 条 用 格林 公式 ,， 演 值 条 件 与 条 件 (29) , 误导 到 等 

了 政 : 

[人 (Gl, ED (5, ED) — G(s, ENG (2, 的) 

+E lsato 一 0， 

辑 前 ,从 此 就 可 在 接 地 得 到 fC61, 52) 一 他人 0 。 应 指出 ,在 党 
基本 区 疝 积 分 时 ,我 全 应 访 像 在 和 和 中 一 样 , 拒 这 一 区 半分 为 三 
个 部 区 。 

更 转向 于 考察 非 齐 次 方程 : 
(38) L(Y = ~f (2), 
这 里 了 (w) 是 已 葵 的 连 粳 面 数 , 而 与 go tw) 相 正 变 。 方 程 (889) 只 可 
龙 有 一 个 满 是 边 什 条件 而 与 po to) 相 正 变 的 解 。 事 实 -上 , 如 果 有 
南 个 这 样 的 钥 , 屠 末 攻 倍 的 差 应 访 满 足 齐 忒 万 程 与 边 值 条 位 , 此 印 
它 应 具有 cpolw) 的 形式 , 因此 就 不 可 能 与 po tm) 相 正 交 。 现在 要 
证 明 , 方 程 (88) 的 这 一 上 与 pol%) 相 正 变 的 唯一 的 解 是 由 公式 


(39) g 人 一 | Ga, EF EaE 


li. 
估 1 (8) " 
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所 凑 定 。 事 实 上 ,如 果 招 积 从 的 区 间 划 牙 为 [&, #1 与 fo, 9] 二 部 
分 ,与 从 前 一 样 [178], 我 们 兹 证 明 ; 
Ly) =| FIG(o Se 一 Ha。 
利用 方程 (28) ,从 此 我 们 就 能 得 到 ; 
的 =o 人 四 | polé)f EO Ef), 

而 由 这 个 下 式 可 直接 推 则 (39) 式 , 这 是 因为 , 按 条 件 , f(zm) 与 
oofz) 相 正 变 的 并 前 。 因此 ,如果 Prz) 与 golw) 相 正 变 , 方程 
(88) 有 险 一 的 满足 边 值 条 件 ( 2) 且 与 po(e) 正 交 的 解 , 这 个 解 四 
公式 (39) 世人 确 宠 。 

如 果 F(z#) 是 满足 过 值 条 件 而 有 到 二 阶 的 建 夸 导数 用 与 polo) 
谋 交 的 任意 画 数 , 那 玉 , 如 置 te) 一 一 工 (本 ， 就 能 用 公式 (39) 来 
表达 (x)。 为 证 明 这 一 肠 阁 起见 , 我 们 只 须 肯 定 : 所 作 移 甸 数 
fx) 与 Gols) 相 正 效 。 六 性， 对 一 po 人 v=F (wy) 每 出 格林 鼻 
式 (14)。 注 意 到 工 (go) =0， 及 对 go(2) 与 五 人 (@) 的 边 值 条 件 ; 把 
上 让 格林 公式 沿 基本 区 间 积 从 ,就 能 著 现 夯 数 go lm) 与 fae) 的 正 
次 性 ,还 要 指出 :对 任意 选 定 的 连 粮 国 数 了 (m) , 到 式 (89) 就 输出 与 
goto) 相 正 痰 的 画 数 , 这 是 因为 核 全 (vw, 6) 具有 这 一 性 页 的 弥 放 。 

转 到 方程 
(40) Ly) -tIp (yl gy ~ Ny 
的 边 值 辣 题 , 其 动 信条 件 为 《2 )。 这 一 问题 的 每 一 与 golw) 不 同 
的 特征 夯 数 ， 印 对 应 于 非 塘 的 特征 值 的 特征 画 数 应 当 与 pofo) 正 
变 。 厦 出 , 由 于 注意 到 上 述 的 所 有 的 和 车 果 , 我 们 就 兄 到, 所 提出 的 
边 值 问题 ( 除 掉 画 数 po(z) 以 外 ) ,与 积分 方程 
(a) y(7) =2| Ge ylE) dE 
几 等 价 。 现 在 团 到 所 生 方程 被 特征 画 数 展开 的 定理 。 我 们 必须 关 
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明 夯 数 俯 核 来 表达 的 可 能 栓 问 题 。 以 上 我 们 已 看 到 ， 每 一 有 到 一 
” 阶 建 奢 导 数 的 西数 ,如 双 满 足 动 箱 条 件 虽 与 po wm) 正 交 , 那 末 , 它 
就 可 以 依 核 来 者 法 。 因 此 ,对 于 性 一 这 痒 的 画 数 ,我 们 就 会 有 恢 方 
程 (41) 的 特征 画 数 展开 的 耘 对 上 则 一 致 收 竹 的 富里 埃 极 数 。 还 须 指 
出 :因为 天 程 (44) 的 所 有 的 特征 夯 数 与 pofo) 正 变 ,所 以 帘 展开 的 
泵 数 的 与 po(a) 的 正 交 性 这 一 十 充 条 件 是 必要 的 。 从 则 才 的 事实 
可 坊 在 接 推 知 : 左 程 (4 的 核 不 是 完备 的 。 服 例 , 在 上 扩展 开 式 的 
定理 中 ,可 以 用 二 阶 导数 的 分 段 速 粹 性 来 代替 它 的 过 炉 性 。 
另外 还 双 指 出 一 个 较 初 等 的 方法 ,来 考察 和 =0 是 特征 值 的 情 
形 。 上 方程 (和) 会 有 条 对 值 最 小 的 特征 值 , 座 mr 为 它 的 息 对 值 , 在 
区 阅 [ 一 mz, 十 mm] 的 内 部 就 只 有 所 座 的 边 值 间 题 的 唯一 的 特征 御 
% 二 0。 在 所 窒 区 间 取 任 一 不 等 于 涯 的 数 ,在 方程 (40) 中 , 用 ~- 
个 新 的 套数 六 来 代替 和 ， 但 和 = 妨 十 HK。 在 新 选 的 参数 下 , 方程 
(6 将 具有 形式 : 


Sp (0) 9 TFN) 1]y= KYy, 


这 时 ,由 于 上 述 事 实 , k=0 就 不 是 特征 储 , 因 此 ,根据 用 普通 的 格 
林 面 数 所 作 的 一 切 球 堵 都 成 立 。 特别 是 ， 问题 的 特征 画 数 将 成 为 
封 关系 ,此 外 还 可 自 此 窒 接 推出 ,如 果 把 wo(o) 加 到 方程 (所 ) 的 特 
征 南 数 上 去, 纱 末 我 们 就 得 到 封闭 系 。 如 下 面 的 例子 可 以 昂 到 , 引 
和 太 新 的 参数 ,可 能 会 使 于 个 用 来 决定 通常 格林 西数 的 方程 的 积分 
过 程 复杂 化 。 在 下 一 段 中 , 我 们 应 用 推广 的 格林 醉 数 来 考察 导 相 
到 勒 上 特 多 项 式 的 边 值 问题 。 在 这 情形 下 , 醒 数 p(%) 在 区 间 的 二 
端 都 变 为 雳 ,而 解 在 端点 具有 限 性 的 要 求 起 着 边 值 条 件 的 作用 。 
在 这 时 ,前 述 所 有 的 事实 保持 有 效 。 

对 方程 (1 ) 与 边 什 条 件 (2), 如 我 们 所 网 , 特征 值 =0 只 可 
能 对 应 一 个 特征 击 数 。 对 周期 性 型 的 边 信条 件 ， 例 如 y(oy 一 y(5) 
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与 人 (0) 一 YY (09)， 特征 画 数 有 可 能 是 两 个 。 对 于 我 们 在 后 面 将 要 
襄 到 的 高 于 二 叭 的 万 程 ,它们 也 可 能 多 于 1 个。 在 这 些 情形 下 ,也 
可 及 加 前 地 作出 格林 丽 数 ,在 这 时 ,方程 (28) 的 右 妨 须 写 作 - 一 个 和 
式 , 它 过 及 转 征 值 和 =0 所 对 应 的 特征 茵 数 的 全 体 ,并 且 , 这 些 画 数 
应 候 珊 为 相互 正 变 而 标准 化 的 。 

179， 勒 上 特区 项 式 “ 求 出 参数 ,的 值 ,使 得 万 各 
(42) TO)y] tay=0 


其 有 在 区 手 [ 一 1，+1] 的 雨 端 寿 是 有 界 的 解 。 我 们 已 坎 知 道 ,于 一 虎 题 的 特 
征 信 是 xn 一 % (9 十 芒 [ILTs 208], 而 正 交 标准 化 的 特征 蜗 数 是 : 


(43) pnt) = tl 


可 ~ 人 0 了 

这 里 ; Pnt2) 荐 动 上 特 多 戎 式 。 不 难 见 到 ， 已 不 能 再 次 其 人 的 特征 情 与 特征 
图 数 。 如 果 还 奔 在 其 他 的 特征 图 数 , 我 们 就 会 有 与 (43) 中 所 有 有 的 函数 相 正 交 
的 特征 图 数 , 为 了 至 秆 明 这 料 的 珊 数 是 不 存在 的 ,我 们 就 只 天 证 明 ， 匡 数 (43) 
类 成 反 用 系 。 现在 来 证 明 它 。 设 7(e) 是 在 [一 4 上 切 上 人 在 总 栓 定 的 违 炉 丁 
煞 ， 依 秋 尔 斯 特 近 斯 定 逻 LEI; 1841 对 任 巧 车 定 的 正 数 z， 可 以 乒 关 下 样 的 
多 再 式 Q(z)， 局 得 在 整个 区 间 [ 一 4， 十 了 内 ;成 立 不 等 式 |f 了 (2) 一 (x) | 到 8 
从 此 直接 可 得 : | 


三 Co -par<2e%, 
山 岂 是 和 多项式 量 (2 的 次 数 。 朵 为 贺 数 yr (x) 司 好 是 4 芍 的 党 项 式 ,， 我 作 能 
把 日 (we) 表述 为 多项式 9 (770) 人) 的 恋 性 粗 侣 , 而 前 而 的 不 等 式 可 以 
改写 作 
+1 3 3 
, 上 | re 一 局 arp 人 | dr Qe 

的 形状 。 如 里 取 图 数 了 (x) 关于 图 数 系 (43) 的 击 里 搁 系 数 来 代替 这 旺 的 cr 
疆 末 所 和 写 的 不 等 式 更 席 成 香 。 

年 总 到 数值 s 基 在 意 中 的 ,就 可 断定 : 如 果 把 图 数 zy 用 它 的 关于 图 数 
双生 ) 的 高 里 埃 堆 数 的 一 般 来 迫近 时 ， 忆 的 均 方 中 盆 认 盖 趋向 于 等 ， 邹 画 
煞 ( 委 ) 确 活 棚 成 一 个 封闭 系 。 

绩 到 方程 (42)。 存 这 时 我 们 有 : 
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一 一 到 下 二 一 下 人 


LD = Ls] 


而 直接 地 钨 多, 画 数 (43) 中 的 第 一 个 ， 即 常数 go (2) = -< 广 ， 满足 齐 次 方程 


六 = 与 边 值 荣 件 ( 闻 基 在 区 间 的 两 端 有 界 ) 。 换 各 话 府 ，* 二 0 是 特征 慎 ， 
到 岂可 成 44 二 p8(# 十 了 在 4%4=0 时 得 出 。 为 了 作出 格 杯 国 煞 : 我 们 写 出 非 齐 
次 方程 (328) ,在 现在 的 捕 况 下 , 它 有 形状 : 


Ls) 


这 广 各 汐 铂 解 雪 y= — 于 褒 对 一 鸭 ， 而 对 应 齐 次 方程 的 通 解 具有 形状 oa 二 
二 calg + 0 在 二 Wy 多 保持 有 绿 的 解 分 出 有 具有 如下 的 形式 : 


YtTY = ~ 子 申 (3) 了 于 本 - lea= ~ 尖 才 {lt} 中 ms 


a) 一 一 王族 一 2 坟 一 于 18 了 二 B= 一 告 略 代 二 二 


芒 里 w 与 8 是 某 些 常数 。 选择 芝 些 常数 + 使 得 所 必 的 解 在 2 一 £ 时 为 连 炳 ;并 


使 它 与 go(z) 一 -7 正 交 。 第 -一 个 条 件 给 出 : 


一 了 开导 -十 w= 一 癌 培 寺 直 昌 十 B， 
于 是 可 色 
光一 一 去 Ig (+Y B= 到 El 十 YY 


于 此 ?是 常数 ， 它 应 由 格林 图 数 tx 科 与 各 (网 祖 正 次 洲 一 条 件 记 决 定 。 
我 们 有 : 


etna (gb) 
rT 

-到 ig [地 十 本 (LTY (E37) 。 
直 交 生 件 ; 全 Gr, £) pox) de=0, 
即 je rs 于 全 二 站 


其 出 ?的 数 慎 : 7 一 于 一世 2 而 玻 后 ,格林 图 数 就 由 如 下 的 等 式 所 确定: 。 


179， 前 上 特 密 项 式 HA9 


， 一 之 lg [I 一 2) 1+ 的] 一 二 2 十 闻 (py) 
-lg [+ -DI -lg 人 > 和。 


被 (44) 在 基本 正方 形 的 斑点 %=t 一 一 1 与 c=1 的 附近 成 为 无 界 。 容 易 喧 
证 内 要 少数 9(8) 是 台 续 的 ,每 一 依 校 记 去 达 的 型 数 
(45) | eeo ea 


就 已 经 基建 糖 的 , 如 同 在 [i 入 ] 中 所 作 一 样 ， 对 这 样 的 酌 数 ， 就 成 立 控 画 数 
paftzl 他 一 1 2 说 开 成 入 对 月 一 吉他 艇 的 帘 里 埃 裔 儿 疝 定 玫 。 每 一 症 侈 
阅 [ 一 4， + 逢 上 大 到 二 阶 巡 镇 导 狼 的 画 数 ， 如 虹 双 注 是 入 东 了 (72) 与 jp(7) 的 
让 变性 的 条 件 : 

(46) | frydr=0, 


闭 末 它 就 可 按 (45) 式 依 按 素 关东 ,并且 它 可 以 必 开 为 依 加 数 m(z) (n=1， 
2，…) 购并 对 且 一 莉 收 铬 的 党 里 埃 独 数 , 效 就 是 依 勒 上 特 锌 项 式 Pn(2) 
(n=1 2，…) 的 富里 掺 般 数 。 如 果 了 (x) 不 充足 条 件 (46)， 那 末 只 要 地 一 般 
的 度 开 的 定理 应 用 到 满足 所 过 条 件 的 图 孝 
六 从 一 /四 一 到 | fa 
上 去 蒜 可 以 了 。 对 队 来 的 遂 数 ,7 ， 我 们 得 到 依 全 体 勒 上 特 多 项 式 的 展开 
式 , 在 其 中 也 包括 Po (人 一 常数 。 
在 这 一 情形 下 ; 核 的 富里 埃 舟 数 具有 形 六 


- (C2844) Pe Ce) Put Os 
(47) Zn + 


因为 核 是 乱 界 的 , 它 不 能 在 整个 正方 形 如 中 一 致 政 短 ， 对 相当 大 的 Ws 
我 们 可 利用 勒 上 特 多 项 式 的 浙 近 委 示 式 [IT 163]: 


Pr (oos [| = Vis [G5 二 一 | 中 Sn ， 
这 里 5 关于 一 馈 地 趋向 于 哄 , 但 圭 要 属于 区 所 [sy x 一 8; 是 在 一 给 定 
的 正教 。 在 区 徊 [一 1; 十 内 弟 唆 定 某 一 数值 1。 对 DP 喇 ， 我 们 就 有 浙 近 
估计 1 的 | <7 二 ， 这 里 ms 是 当 4 增 各 时 保持 有 办 的 量 。 对 在 区 名 


一 1 <<w 才 1 中 的 在 一 75) 成 查 不 等 式 | Putz) | 所 1[III;1 够 ]。 从 此 可 屁 ; 对 于 
固定 的 二 锋 数 (47) 关于 zz 在 区 章 [ 一 1; 二 1 上 一 臻 且 稳 对 收 喜 。 丽 数 (44) 
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与 g(x) 相 正 灾 , 因而 条 数 (47) 是 它 的 按 封 且 现 数 对 (48) 的 寅 盟 埃 般 数 。 
从 居 的 一 致 收 圾 停 得 帅 : 它 的 各 答 于 校 (4 入 9 。 从 前 而 的 论述 也 可 以 直 揣 
地 扒 出 : 如 果 从 正方 形 如 中 除去 以 顶 点 【一 也 一 下 大 (十 t 十 了 D 为 心 . 在 总 
小 的 正 考 为 半径 的 琴 个 加 《这 里 也 就 除去 了 这 两 个 顶点 )， 那 末 袁 数 147)》 出 
就 在 其 中 一 致 生 类 对 收 敌 。 

现在 肌 另 一 种 万 法 来 考 闪 方程 (42) 的 边 值 半 题 , 这 方法 也 在 前 租 中 指出 
过 。 拨 公式 和 一 & 士 旺 区 十 匡 来 引 大 一 个 新 窒 数 内 代 和 营 和 这 里 了 是 其 一 国定 
的 乖 整 数 。 方 程 (各 ) 可 改写 成 为 : 

Sa tp pt DYy+y=0, 

秆 x=0 已 非 竺 征 慎 ,这 时 我 们 应 置 : 


Liy) = EL 一 2 土 区 人 计 十) 


如 果 引 入 新 放量 ft 一 二 2 代 窒 2 那 未 方程 L(y) =0 化 为 具 夫 数 <= 一 p， 
8 一 ?十 Ti 7 一 的 高 斯 方程 [ITIz; 100, 101j。 我 们 就 有 这 方程 的 广 个 施 ; 
gito) = ~p, p+1, 1; le); yale)=0F(~p, p+1, 1; 32), 


其 中 第 一 个 解 在 x= 一 时 为 正则 ， 而 第 二 个 解 在 z= 工 时 为 正则 。 可 以 选 摆 
常数 cy 使 得 成 得 关 采 式 : 


th {x) 92 


[一 
—23 9 
; 因而 ,普通 的 柑 条 琅 数 就 由 下 式 硝 定 ? 


可 以 三 盟 , 这 就 输出 “一 Tmss 

aF( 一 2， p+l, 1; a ~ )F( ~ ~ pt 1; 二 到] 
a 前 林 

在 Se 时, 须 把 z 变换 位 辕 。 田 于 珍 狼 的 变换 ,特征 箱 就 由 妥 式 i 二 (十 

+ 了 一 pp 十 1) 所 确定 而 特征 图 数 就 是 以 前 的 和 人 )。 在 这 种 情形 下 , 按 

[48) 的 富 时 埃 釉 狼 有 只 有 形状 : 


有 
Ge Dm nm pp 


也 凡 与 前 一 样 ;, 对 任何 固定 的 在 LL 一 l， 十 到 内 部 的 二 这 式 子 输 出 对 区 才 中 所 
有 的 2 的 格 灯 加 数 的 煞 钙 。 还 痢 出 ,在 让 种 倩 形 下 , 护 (4 纺 也 是 撼 办 装 。 
” 语 ， 才 尔 希 腻 函 灼 与 就 玖 尔 函 狼 ”对 引导 到 埃 尔 密 腕 男儿 与 勒 盖 尔 画 


(48) (Fi (wy 已 一 - (< 和 
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数 的 边 什 问题, 人世 可 以 作出 格林 亢 数 。 

拨 尔 箱 及 一 数 wz)fIIEs 156] 是 方程 

Yt xy 
在 基本 区 闻 【- s， 二 ee) 中 的 特 秆 醒 数 ;其 牺 作 是 当 2 一 2 与 nz-> 十 ww 里 
#0。 特征 恒 是 : %%=2% 二 10%=0; 二 …}。 掉 入 训 为 一 了 )， 就 可 以 改写 
方程 为 
LN) try=0 

的 形 帮 ,这 四 LIM) = ~ tl + ey, 
硅 旧 :特征 利夫 在 荐 由 僚 式 :和 一 24 于 2 人 9 一 0 1 +…:) 来 决定 。 方 程 
LA +ay=0 


有 解 y= 6 了 而 如 果 寝 色 式 9 一 we 全 引入 新 的 求知 羡 数 沁 夹 代 种 奶 我 们 
就 立即 抄 到 它 的 通 积 分 : 
y=0 e-Vav, 
这 里 0 与 Ca 是 储 意 党 数 , 在 7 专 f 时 , 我 们 应 当选 取 在 <= 一 00 时 化 为 起 的 
肯 : | 
ws Fw 
本 mes | evds, 
这 里 4 是 常数 。 在 +>t 时 ,同样 地 可 以 选取 : 
Lo 
如 如 | bi 
这 里 b 是 新 的 常数 。 这 些 常 狼 可 以 从 Bta 与 在 点 z=# 时 交 巡 和 络 性 与 导数 
G'tz, 引 在 这 点 的 一 度 来 决定 。 最 后 拇 到 : 


l 站 i F Ett [~e- Ht (这 吉 
Wy 这 -0 上 
Gm 站 一 1 pn 


Te 
动 益 尔 丽 数 we) ( 见 [ITIs; 1601, 在 s 一 0 的 情形 ) 基 方程 
zy + + (sy=0 
在 基本 区 加 (0， 十 吕 )》 的 特征 醒 数 ; 淋 件 是 ; 在 x=0 的 近 傍 解 有 界 , 当 
“一 十 o0 时 解 趋向 于 必 , 特 征 慎 是 : 一 诗 二 x。 如 果 用 % 一 去 来 代 营 % 就 


可 里 把 方程 由 写成 为 


B52 - ， 华 四 韶 ” 边 伸 湖 区 
Liy) y= 
的 形 铸 ,这 星 LO =ry + (#+ 对 jy 
特征 链 兰 沪 : hn 二 fr 十 人 一 0 二 …)。 方程 
LI) = ry Y= + 字 = = 作 
有 了解 y=es， 并 且 ; 进 行 了 术 知 图 数 的 代 换 y= we 之 后 , 我 们 就 能 求 出 这 一 
方 得 的 削 积 分 : 
t=08 a Co。 
在 z<s 时 ,我 作 庶 当 取 在 zx= 0 为 正则 的 解 : 
Pe 
而 在 zx 时 ,应 取 在 4 二 十 oo 时 为 著 的 解 
ya 二 bos| as, 
加 前 一 样 地 决定 a, 9。 最 局 就 得 判 : 
| ei Sa (et) 
Gr £) = 


将 ba 一 
¢ "| pr (wt)o 


131， 四 阶 的 方程 ”对 于 高 阶 方程 , 格 森 面 数 的 概念 及 化 到 积 
分 方程 的 方法 包 可 以 同样 进行 。 考察 枉 轴 的 撤 动 , 我 们 就 会 得 到 
如 下 的 边 什 问题 : 求 参 数 * 的 数值 ,使 得 方程 
G9) sm 一 Mo 一 0 
在 四 个 齐 次 的 边 值 条 件 下 有 异 寺 直 的 解 。. 例如 , 如 果 杠 四 在 端点 
c=0 固定 而 在 端点 1 为 自由 ,我 们 就 得 到 边 值 条 件 : 


(B50) Yiem0—Y so=0, 2 | 一 人 | 0。 
对 于 非 均 名 的 栓 轴 ,我 个 会 得 到 方程 : 
(Bl) Yr y= 


格林 画 数 Gt, 六 就 相当 二 杠 抽 在 集中 力作 用 下 的 静 力 窟 曲 。 污 
由 如 下 的 四 个 条 件 来 决定 : (1 ) 它 本 身 岂 及 其 第 一 二 两 阶 导数 为 
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TD 


过 和 统 ; (2 ) 在 0<w<E 及 上 <2< 时 , 它 有 到 四 阶 的 连 种 的 导数 
且 满 足 齐 次 方程 F096, 自 =0;(8) 对 区 间 [0, 昌 中 的 所 的 性 何 
入， 窟 满足 过 值 条 件 ;(4) 在 正方 形 的 对 角 线 上 , 它 的 第 三 阶 导数 
有 一 跨度 , 它 是 由 条 件 

(59) GO" E40, 自 一 Go 传 -0, 自 一 一 { 

所 决定 。 如 果 ytz) 是 有 到 中 阶 的 连续 导数 的 画 数 ,并 且 四 阶 的 导 
数 也 可 以 只 是 分 段 连 绩 , 那 末 , 从 关系 式 gum= 一 Po) 可 以 得 到 : 


(53) 5 的 =| Ge, HF OE, 


反之 ,由 这 一 等 式 所 定义 的 面 数 有 到 四 阶 的 连 描 的 导数 ,还 满足 边 
值 条件 与 方程 Y= 一 f(s) 。 因 此 , 方程 (49) 的 边 值 间 题 化 为 各 
务 方程 : 
yo) = —%| Ge 全 (GeE， 

而 对 方程 (51) ,也 化 到 积分 方程 : . 

四 = 一 诈 ,Gy br 人 see。 
在 这 一 情况 下 , 与 以 前 一 样 , 特征 两 数 糙 成 一 封闭 系 业 , 而 满足 边 
值 条 件 且 有 四 阶 的 巡 续 导数 的 每 一 画 数 , 痢 可 以 被 特 征 醒 数 展 为 
站 对 一 至 收 钱 的 富里 埃 报 数 。 完 全 与 在 [176] 中 一 样 地 可 以 证 
明 , 所 有 的 特征 估 为 下, 因而 , 据 麦 色 定理 , 我们 也 有 以 本 身 核 特征 
本数 的 展开 式 。 

珊 在 要 实际 地 作 员 十 器 帮 国 著 的 要 精 的 格林 疯 数 ,这 就 是 , 演 导 人 牺 修 为 
yD = =y) =y OD =0, 这 时 ,我们 候 负 ”4 = 与 1=1。 六 恬 
yD 一 0 的 章 积 分 力 是 共 任 意 邓 数 的 三 次 多 项 式 。 我 们 可 以 站 接地 写 出 公社 
左 幅 或 芭 在 右 映 澡 站 边 怪 茶 任 的 解 。 它 们 就 是 解 : 

Pr) = ar) tb + dsr) 
人 在意 浇 数 由 四 个 条 特 末 决定 ， 部 从 酌 数 及 其 首先 两 阶 导数 的 花 汪 二 时 的 地 
镇 恢 及 北三 阶 导 数 在 4= 时 的 站 涉 鲍 注 (52) 来 确定 。 作 一 些 各 等 计算 后 ,我 
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们 就 会 得 到 在 所 这 情 形 下 的 衬 林 男 数 的 玫 示 式 的 最 后 形式 : 
Gl (arta (cl) 

在 t<w 时 ， 扰 招 z 与 上 易 伺 。 

i183、B，A. 斯 德 克 洛 夫 的 精确 化 的 展开 定理 ”在 [136] 中 我 
们 已 得 我 信 方程 民 ) 的 特征 画 数 put2) 的 展开 式 定 理 。 我 们 取 边 
值 和 荣 件 为 : 
(54) gt) =) =0, 
在 很 一 般 的 条 件 下 , 依 画 数 9p, (x) 的 尾 开 式 定理 是 在 B. A, 斯 控 
克 洛 夫 的 著作 中 输出 ， 且 与 积分 万 程 的 理 朴 无 基 。 与 此 有 关 的 业 
果 了 驳 集 在 他 的 "数学 物理 的 茶 本 问题 ”[OeRcBEHI6 8anadH ATONMA~ 


THISGENEL hueut TT， {1922)] 一 上 居中 。 我 们 要 化 出 他 所 得 到 的 
若干 精 黑 。 

考察 方程 (16) ,除了 上 述 假 惟 外 , 还 假定 yz) >0。 封 旦 还 屋 
7 (2) 是 区 间 [ec; 杂 中 的 连 种 画 数 ,有 连 辜 的 一 阶 导数 而 又 满足 边 
值 条 件 (54) 。 我 们 并 不 假定 二 锥 导数 的 存在 性 。 先 要 证 明 一 个 预 
备 的 公式 


C65) | [pl pik) p10) go) p(w) gle) dz=0 (在 81 时 )。 
实际 上 , 述 行 分 部 积分 ,又 利 用 特征 画 数 所 六 是 的 方程 
(50) 的 各 的 一世 外 办 由 鸭 ] 一 Ng 人， 
就 会 得 到 . 
| tpl) ot (0) pi) +9 (8) p(s) pi(0) os= 


LACTAOINE AOLAOLS 


但 由 于 pike 一 和 (=0， 积 分 导 以 外 的 项 等 于 0, 而 后 面 的 积 从 
点 于 特征 页 数 的 正 谜 性 也 是 符 。 渴 在 考 壮 活 国 ， 


182，B. 4 斯 接 殉 党 夫 的 精确 作 的 隔 开 定型 655 


(57) J =| [po yg a, 
并 且 用 

(58) yr (0) =f (0) ~ orpr (2) 
代入 ,这 里 cx 是 醒 数 了 (%) 的 窗 里 直系 数 ; 

(59) cr=| f (0) pr lo) de 


展开 括 弧 并 注意 到 (29) 与 (55) ,我 们 得 到 : 
TE7 人 一 轩 wpgsG] = 上 | 四 的 的 于 9 人 PP 人 qz 


村 DD A —2 全 ce| Ep) Fm) ph) 十 Ci 人) pe) Tow 


把 最 后 的 积分 进 行 仙 部 积分 , 昌 注 意 到 条 件 f(a) = 了 (5)=0 上 及 
(56) ,我 们 就 得 到 


(60) TLf 0) — Doeps (0) 1= 


-=| [pO + OP Id hd 
如 果 不 仅 候 珊 po) >>0, 而 且 述 有 400) >0, 那 未 从 达 些 公式 中 就 
直接 得 到 具 塞 尔 不 等 式 的 沫 位 ; 
OD mi/ Tp +g ld 


而 在 左边 的 级 数 为 收 化 。 因为 在 9 (0) 20D 时 所 有 的 M0， 所 以 
这 般 数 的 所 有 项 为 正 。 

还 指出 , 如 果 我 们 假设 速 米 画 数 (2) 在 [4, 妇 中 除了 有 限 
个 点 中， G9，…， eu 以外 处 处 月 导数 , 并 且 这 导数 除开 在 所 提 到 那 
些 点 外 处 处 速 丢 , 而 且 在 那些 点 都 有 有 限 的 左右 概 限 ( 郎 第 一 类 的 
不 束 糖 性 ), 那 末 不 等 式 (61) 的 证 明 尘 全 可 以 保持 有 效 。 在 分 部 
积分 时 只 要 招 户 (人 沿 其 速 丢 的 区 肖 求 积分 ， 热 后 抬 这 些 税 共 相 
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加 就 可 以 了 了。 
更 普 变 证 明 ,; 在 以 上 的 关于 fo) 的 慨 屋 下 ， 贺 数 的 富里 瞩 航 


数 

(62) prle) 

在 区 疝 [e， 3] 中 正 划 收 敏 , 渤 就 是 般 数 

(63) Depr(e) | 

在 这 区 尚 中 一 致 收 敬 。 如 果 利 用 积分 方程 : 
064 or 一 和 | Go, pile AE, 
我 们 可 以 把 装 数 (63) 表示 为 

C65) elecbs (ew) | 

的 形 著 ,这 里 

C68) bi = | Ole, © pr (OE 


可 以 税 作 变量 5 的 夯 数 G(x, 如) 的 宣 黑 涛 条 数 。 利用 不 等 式 
(61) ,就 可 以 写 击 ; 


(7) Sao) <| [pO GF, +9 Ge, EE, 


这 里 ,Br 昌 是 台 作 有 关于 上 的 导数 ,在 积 牙 寻 下 的 所 有 的 
画 数 为 有 界 , 而 从 467) 就 推 得 : 


(68) >3 Mb (Tt) EM, 


这 里 型 是 菜 一 常数 。 把 jx 改 为 Vr Vx, 而 对 报 数 (65) 的 一 菇 
应 办 柯 西 不 等 式 : 


ft 于 办 i 二 而 于 
hhonbs @) | < YD oy Tmt) ， 


成 
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hs orbs (0) | < {ndVE, 

从 这 一 -不符 式 及 以 hei 为 项 所 成 的 炎 数 的 肌 铬 性 ,可 以 挫 出 , 简 数 
(8 自在 区 则 fc, 5] 上 一 致 收 艇 ， 郎 规 数 (69) 正则 收 敏 。 从 此 让 接 
推 知 ,其 和 等 于 lo) [3]。 

更 在 要 再 举 出 展开 定理 的 一 个 证 明 。 对 Fe) 的 假 流 如 前 ,但 
不 必 恨 定 g (2) >>0。 这 证 明 也 是 属于 B. A. 斯 捷克 洛 居 的 。 引 用 
记号 (58) ;首先 未 证明 , 存 在 一 个 与 各 多 关 的 常数 CO 全 得 | 
(89) ,一 | pe) rw) dz Oo 
我 们 有 : 


ci 四 [四 一 时 cpl 


= pO IFO — erp (0) Je (s) d= 


A 
把 最 后 的 积 秃 进行 分 部 积分 ,并 注意 到 (566) 及 7。(w) 与 国 数 ps(%) 
(一 1, 2，…ym 一 全 的 正 交 性 ,我 们 得 到 : 

os=| pF rs oat | go re (0) fF (8) dw— 


,A 


-| me， 


从 吃 , 以 go 认 19(w) | 在 区 闻 [4, 站 的 最 大 值 ,应 用 布 尼 强 柯 夫 斯 


基 不 等 式 ， 并 在 第 一 积分 中 敢 写 Dp(2) 一 NP(29 MP(2)，, 我们 就 会 
得 性 : 


on<y| pF (vw) ds MT. + | fr) dnx 


x | iar tg | Gan。 
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TE ee —— i 


好 于 注意 到 未 开 性 条 件 ; 
lim [ ram) dr=0, 
忽 们 就 得 到 具有 形式 
CnC on 0 


的 关于 ov 的 不 等 趟 ,这 里 名 与 6s 帮 是 正常 数 。 从 这 一 不 锋 式 可 
屁 , 当 % 增 加 时 , 0 保持 有 田 ;, 我 们 就 得 多 (69) 。 


其 次 ,从 和 党 人 人 = 个 (2) 一 入 的) 


推出 : TR) =72 (EE) +2|- ra rE, 
ry) STE) ro | rt a | reat 肥 


< 的 + Ou) Ga 
罕 2< 的 情形 下 , 我 们 应 当 交 换 积 分 限 与 %。 把 式 子 的 南端 接 
t 洲 区 疝 fa, 人 求 积分 ,就 得 到 : 


CT OE IR AGL EEL N/E 
如 果 以 po 米 写 正 的 面 数 p(w) 在 区 疝 [a, 5] 的 往 小 值 ,由 于 (69) ， 
就 可 以 写 出 ; 

| p13) dt GL Ot, 
而 前 一 不 等 式 烙 出 ; 


A < :Outroy SV 2 (No . 


右 过 与 矮 关 , 而 当 刀 无 限 卉 大 时 趋向 于 0, 从 好 可 得 , 在 区 解 
fa, 要 中 mo) 一 致 地 趋向 于 雳 ,这 就 是 , 狠 数 46 纪 在 这 区 贞 中 一 
臻 政敌 ， 其 和 为 (w) 。 不 假 作 go) 六 昌 也 可 以 证 明报 数 462) 正则 


i103， 热 化 导 方 各 前 窜 里 块 方 洼 的 有 效 性 Hi9 


EE EE 


收 航 。 
183. 执 德 导 方 程 的 富里 埃 方法 航 有 效 性 ”考察 售 铂 分 方程 
qo -Ape 


它 对 应 于 不 均匀 杠 坦 上 热 的 伟 播 ,其 中 井 考 虚 到 从 极 得 雪 面 的 霹 
射 。 蜗 sa<zs 兄 要 在 初 外 条件 


(1) wo= tw) (a) 
与 边 值 条 件 

(7 全 zl 一 0; os 一 0 

下 ; 求 方程 CD) 的 解 。 应 用 窜 里 声 方 法 ,得 到 形式 为 
(78) wy 鸭 二 pl op 

的 解 ,这 里 Xx 与 Pr CW) 是 方程 

C74) Cp) y+[A—g(0) Iy=0 
在 边 值 条 件 

(本 y (2) 一 4 人) =0 


的 特征 值 与 特征 范 数 ,而 cx 为 画 数 了 (x) 的 富里 埃 芭 数 (59) 。 将 
假 届 4 关 0, 并 且 了 (%) 在 [2,81 有 连 简 的 导数 , 多 满 足 边 值 第 
件 (72)。 应 指出 , 因为 9(2) 之 0, 所 以 所 有 的 ja 都 基 正 的 。 现 在 
要 证 明 , 画 数 (79) 满足 问题 的 所 有 的 条 件 , 即 满足 (7 ，072) ， 埋 
日 在 i>0 时 也 满足 为 程 (70) 。 

如 我 们 所 证 , 委 数 (62) 丰 区间 [e, 可 正则 收 艇 。 注 意 到 js>0 
就 可 以 断定 粮 数 (73) 在 i>0 与 a<s<b 肝 为 邦 对 县 一 数 收 敏 。 
因而 ,其 和 荐 关于 所 指 变量 的 连 稀 图 数 ,分 


Hm ws, ) =u(o, 0) ~ Sl cpr Cw) =f(w), 
这 样 就 衣 明 了 初 好 条件 O1) 是 误 是 的 。 由 于 所 有 的 gi) 实 足 过 
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re 全 人 TI LT LTT we rewind 


值 条 件 (7 及 ,所 以 边 逢 条 件 (72) 也 就 能 满足 ,余下 来 要 在 过 0 时 
县 航 方 程 (70) 。 极 数 (78) 的 每 一 项 , 按 其 作法 都 满足 方程 (70) ,我 
们 只 要 证 明 条 数 (78) 可 以 关于 4s 逐 项 微分 一 次 ,关于 t 可 以 潍 项 
微 妇 两 突 , 但 ,为 此 ,就 只 要 证 明 航 数 
0781) Dh mg (2); (C706) oe"gt C2) 
与 
(76s， 人 ce "ipr {ty) 
在 过 ca< es 时 一 至 收 租 , 这 里 & 是 任意 的 正 数 。 因 为 4 > 十 oo 
时 ， 好 十 oo 所 以 A 3， 而 在 tar 时 Me Mi he 这 就 
是 , 存在 与 + 括 关 的 下， 使得 io > 术 时 Ne-oa<T。 从 此 ， 
注意 到 极 数 (63) 的 一 致 笋 施 特 , 就 得 到 释 娄 (76) 在 tea,a<wsD 
的 一 致 站 娩 性 。 

完全 同样 的 方法 可 以 起 明 , 在 1>0 时 , 把 报 数 (78) 按 1 逐 项 
微分 任意 座 是 可 能 的 。 为 了 祥和 究 后 而 的 两 个 般 数 , 我 们 利用 (7 ) 
式 ,把 对 ps (四 的 者 达 式 (64) 写成 : 

OMAOIWAGL NOL EE AGLAGES 
从 此 ,就 有 
天 人 ho) pT | pe 

及 
C7) Ce Mt gr CE) 一 Yl (%) | Yale) crhne™™t Ps (£ ) ae 十 


十 yats) 「 Yi EI Ne "gr( te de, 


注意 到 i>0 时 条 数 (76) 在 区 间 [cy 8] 中 关于 4 的 一 发 收 化 性 ， 
我 们 就 可 芯 吝 , 般 数 


PG OR: EAC 


184， 扰动 方 称 的 富 基 纪 才 法 的 有 芍 作 8 


ee 


在 区 间 [6, 世 一 狼 收 效 。 从 此 , 由 于 (77) ,就 可 推出 毅 数 C6) 的 


一 致 收效 性 。 余下 来 要 研究 般 数 〈76s 。 为 此 ， 利用 特征 画 数 的 
方程 (566)。 从 它 可 推出 : 


(C78) Ce 让 人) = 


-5 人 (exe rpz(2) 十 
+ otm) one 全) — here gpl) 
从 此 , 由 于 般 数 7 有 ，W762) ，(763) 区 作 剖 过 0 在 区 间 [wy 0] 的 
一 致 收 敏 性 , 也 详 可 推 得 航 数 (763) 的 一 致 收 艇 性 。 因 而 我 们 就 县 
明了 ,公式 (78) 所 害 义 的 而 数 (w, 上 具有 和 相应 的 候 导 数 , 而 在 
fi>0 时 满足 方程 70) 。 因 而 我 们 得 到 如 下 的 定理 : 
定理 。 各 果 在 彻 艇 条 件 中 的 加 数 (2) 在 区 图 [e， 引 中 有 如 
问 的 导数 ， 艾 满 是 边 值 条 御 (72)， 如 过 公式 (78) 所 定义 的 落 数 


下 


方程 (70) 。 划 孝 数 性 8) 可 以 关于 上 任意 次 、 关 于 2 十 次 地 逐 项 微 
分 。 


184.， 入 动 方程 的 寅 里 埃 方法 的 有 效 性 ”代替 万 程 470) ,我 们 


来 考察 方程 

(79) 3 一 | 办 下 | -yu 

这 里 ,除了 边 什 条件 (7) 以 外 ,我 们 有 页 个 初始 条 件 ; 
(80) uleo=f (wo); | fe), 


而 应 用 富里 埃 方 法 ,就 输出 问题 的 解 为 如 下 形式 : 

(81) wlgy 0) (aseog VR tt De sin Vi 0 p(t), 
这 里 各 与 p(w) 的 意义 如 前 ,而 

Ga) w= | fo pr as; 6;= -Fe) fo) pr (eds 


AAA 
如 同 在 1885] 所 伐 的 一 样 ,我 们 只 要 证 明 , 狼 数 (80 及 其 基于 及 
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i 乏 项 微分 十 次 所 得 到 的 航 数 对 任 间 上 在 区 最 [e， 妆 一 致 收 仇 就 
可 以 了 。 
把 级 数 (8 如 分 为 两 个 级 数 , 而 首先 考 次 极 数 : 
《88) 忆 Up OO NV Nrt py CW) o 
注意 到 ,充分 大 时 入 >1, 可 以 断 首 :在 充分 大 时 ,VN < 之 ho 
知 果 我 们 在 对 2 (oj ,9g(2) 与 了) 添 衣 了 某 些 条 件 之 下 证 明 
了 好 数 
(8 3 xl ape | 


在 区 赔 [a, 8] -- 致 收 伍 ,， 而 从 此 ， 用 几乎 是 与 [183] 中 相同 的 完 
还 , 我 们 就 能 证 明 上 浊 的 关于 航 数 (81) 的 潍 项 可 微分 性 的 一 切 的 
路 断 。 : 


实际 上 ,因为 jx 一 十 co 对 于 报 数 (88) 本 身 ,这 一 点 是 量 然 的 ， 
又 因为 不 充分 大 时 NV < 这 一 点 对 于 按 主 微分 所 得 到 的 两 个 
蔽 数 也 是 因 然 的 。 在 关于 2 微分 一 -次 的 情形 下 ,只 要 证 明 释 数 


: legile) | 
的 一 至 收 钱 必 就 可 以 了 。 由 类 似 于 (77) 的 公式 
pl 天 全 | yaE) Marpr (EE 


A WAAL 
可 以 漆 到 , 从 级 数 (84) 的 一 致 收敛 性 就 可 推 朝 它 。 为 了 机 乒 明 名 
数 
2 legk(e) | 
的 一 致 收 伍 性 ,只 要 利用 类 羽 于 C78) 的 公式 (和 -上 而 一 样 地 除去 因 
子 er* 后 及 得 到 的 ) 就 可 以 了 。 因此 ,所 有 的 事情 都 妇 千 到 证 明 般 


18、 振 动 方 程 的 窗 时 埃 方 活 的 有 禾 性 8 


数 (8 分 的 一 致 收 化 性 。 
利用 方程 (56) ,就 得 到 : 


hah] f (0) pr (ede 


REO NCE A AONE 

如 果 叙 才 f(z) 有 到 一 阶 的 回炉 导数 , 又 满足 条 件 (72) ,再 分 部 积 
芬 ,就 得 到 : 

一 | jg {w) 六 多) 一 全 (GD F' (2 | Pk) do 
如 果 我 们 假山 ,在 积分 导 下 花 括 张 内 的 烛 示 式 爱 盾 的 导数 ,又 满 
足 边 值 条 件 (72) , 郑 末 就 可 推 得 ; 级 数 (8 人 在 [a; 5] 中 一 致 收 做 。 
上 述 的 台 求 归 业 如 下 ; f(z) 有 到 三 阶 的 连 粳 导数 , p(x) 有 到 一 阶 
的 束 覃 导数 ,&(% 有 如 续 的 导数 , 且 满 足 如 下 的 条 件 :在 一 a 与 
= 时 
(8B) Epo (0)1—q(o) flo) =0。 


由 于 2) 也 应 当 满足 条 件 (72) ,我 们 可 将 (86) 式 号 成 : 当 x=4 与 
如 二 8 时 


(86) EPOF (1=0, 
现在 若 罕 毅 数 : 
(87)- | > Bain Ai 人 ， 


这 里 六 由 和 警 式 (82) 的 第 二 式 所 决定 。 如 前 ,只 槛 责 明 灿 数 
和 15pe 人 | 。 

邵 航 数 

(88) 1 > Vs | op (2) | 


E64 律 四 章 ”小 慎 油 是 
的 一 致 收 敏 性 就 可 以 了 ,这 里 
以 =| 户 (四 yp 人 ar。 


如 困 假 设 了 1(w) 有 到 二 阶 的 连 秆 的 导数 ,又 满足 条 件 (72) ,与 上 面 
一 样 ,我 们 骸 会 得 到 : 


TO A A AL 


这 里 避 是 在 花 括 疙 中 的 束 畏 而 数 的 富里 块 用 襄 。 再 以 $s(2) = 
一 和 xyz ti 代入 ,就 得 : 

A bp b= Ns | Db (tw |, 
由 此 ;人 恢 柯 四 不 等 式 ,而 站 


Rl SN of Tit), 
由 于 注意 到 (68) ,这 就 是 : 
VR lp | EY VN, 

但 是 ,由 项 好 所 租 成 的 节 数 收 印 ,从 上 面 的 不 等 式 交 楼 可 推 知 报 
数 人 88) 为 一 激 收 笋 的 。 达 样 ,我 们 就 得 到 如 下 的 定理 : 

定理 ”如果 2p(%) 有 到 二 阶 的 速 纺 的 呈 数 ， gw) 0， 且 有 过 
续 的 名 数 ，f (2) 有 三 阶 的 这 各 导数 , 潇 足 条 件 (72) 与 条 件 (85) ,而 
f,(w) 有 到 二 阶 的 速 秆 导数 , 丸 注 是 条 件 个 2) , 那 末 ,公式 (8 了 ) 所 寄 
义 的 图 数 Kw; 引 满 是 初 始 条 件 (80) , 边 值 条 估 人 72) 以 及 方程 (79)。 
并 昌 ， 如 数 (8 了 ) 可 以 关于 与 2 逐 项 微分 峡 浆 ， 而 所 得 的 般 钱 对 
性 何在 区 境 Le, 8 一 致 站 效 。 

185， 崔 一 性 定理 ”在 适当 的 边 值 荣 件 下 ,我 俩 已 确立 万 程 
0) 与信 的 解 的 存在 性 。 现 证 这 种 解 的 哈 一 性。 

先 论 在 92) 0 时 的 方程 (70) ,并 识 解 在 1 汪 0 及 sy<sz 时 
是 连 纺 的 , 面 对 任 意 的 过 0, 这 和 解 有 关于 t 的 达 炳 导数 ,并 寺 在 区 


和 


185， 唯一 性 定 盘 55 


rh 
rr ii 


卫 te, 5] 中 它 还 有 关于 2 的 到 二 阶 的 如 往 导 数 。 我 们 在 [183] 中 
所 作 约 出 就 是 具有 这 样 性 质 的 解 。 
解 的 唯一 性 的 花 断 等 价 子 如 下 的 事实 ;方程 (70) 的 解 wo 办 
如 满足 齐 识 的 芽 妈 条件: 
(89) vol1-0=0D {anh) 
与 按 值 条件 (72) , 首 具 有 上 述 性 搓 , 那 未 当 绽 0 时 它 就 慎 等 于 等 。 
对 如 他 ;及 写 出 方程 人 0) ,把 它 的 雨 边 乘 上 ww, 起 并 关于 5 
积分 。 这 时 设 {>0。 因 而 ,我 们 得 到 公式 : 

Ed 2 er A 
由 于 上 壕 的 ww lw, 四 的 性 质 ， 所 有 的 运算 都 是 可 实现 的 。 对 右边 
的 第 一 个 积分 用 分 部 积分 法 , 并 注音 至 边 值 条 件 。 这 样 , 就 会 得 
到 : 

1 8 


杞 交 | Yad = 一 {p60) (GE) do— | q (Ww) wids 0, 
因而 , 的 非 负 画 数 
(90》 {was 


当 i1>0 为 连 竺 , 在 t=0 时 由 于 (89) 式 而 等 于 等 , 且 当 >0 时 有 不 
大 于 雾 的 导数 。 从 此 可 得 : 画 数 (90) 在 请 0 时 恒 等 于 洁 。 于 是 在 
i>0 时 由 有 tp 办 二 0, 这 就 是 我 们 所 卉 证 明 的 。 

现 转 到 在 9 (加 3 关 0 时 方程 (79) 的 瞧 一 性 定 更 的 放 明 。 我 公 假 
规 , 画 数 本 身 及 其 导数 mW Wy tas 在 区 关 4 志 s 志 5 反对 性 意 的 
上 过 术 。 我们 在 [18 和 4 中 所 作 的 逢 就 是 具有 这 些 性 换 。 解 的 唯一 
性 的 座 断 等 价 了 于 如 下 的 事实 :如 果 方 程 (79) 的 解 otw, 台 有 上 还 
性 质 ;, 满 足 齐 次 的 初始 条 体 ; 


(91) Yo | t=0 一 0. =0 


t=0 
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rm 


及 边 值 条 件 C72) , 那 末 它 就 得 等 于 零 。 
引 久 画 数 ; | 
(92) bw -| wm (wT) Te 
在 变量 的 所 窒 的 数值 范围 ,' 必 有 连 塘 的 导数 :V5 mi our Dns Pg 


对 wlw, 7T) 写 下 方 各 人 79) ,把 它 关 于 7 灌区 开 7=0 到 了 < 积分。 
注意 到 (9 了 1) 与 (92) "我 们 就 会 得 到 |: 


TS 


在 让 方程 中 , 抬 二 哆 为 *， 在 证 端 素 凡 wz， 丰 ， 而 按 *? 沿 区 并 
+ 二 0 到 7=i 积分。 注意 到 (91) 与 (92) ,就 得 到 : 


当代 ( 地 -| Ur (WT) -Lple) vele, T) |dr— 


一 二 和 人 四) 。 


把 坪 端 关于 4 在 区 而 [e, 5] 中 积分 , 并 把 第 二 积分 的 积分 次 序 加 
以 空 更: 
二 | oF, 9az= | | | Dr (eT) 9 人) nF, 7) se (一 


-3| a0%) v3, £) dro 


积分 守 外 的 项 给 于 堵 。 玖 有 : 
| vp, dr = — | } | Dr, Te 人 dol dr— 


五 
一 到 | gC) td 


再 变更 积分 的 次 序 关于 T 试行 积分 ;并 注意 到 Hz (w, 0) 二 阁 ， 就 得 
ES 
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#0 v2 (Cw, arc= 一 各 | Pm vs FE, TUT— 
-到 | go, Dae, 
从 此 推出 : | se are0, 


因而 2 四 0 在 46， 一 00 之 {万 十 oo 时 成 羡 。 注意 测 
(8 为 式 : 就 得 到 wm ta 如 二 0, 这 就 是 我 们 所 要 证明 的 。 
186 .特征 簿 与 特征 涡 数 的 极 慎 性 视 ” 回 到 方程 


(93) 人 [人 y+[IA— gw ly=0 
或 方程 LO = ~ 
的 边 值 再 题 , 这 里 


L(Y) ~ [py 0) yy 
在 一 般 鲁 形 下 的 方 各 (1 /也 可 以 化 为 形式 498) ,只 于 我 倍 用 新 的 
自 变 量 
(94) =| (w) de 
来 代替 2。 这 时 方程 (1 ) 就 改写 成 形式 : 
ro) Sr Co) ple) | Ore) —g Co))y=0, 


青 殷 两 边 除 以 了 (0) ， 我 们 就 得 到 形状 人 93 的 方程 。 在 这 个 变换 
中 ，rto 在 闭 区 贿 不 等 于 圭 是 个 重要 的 假 玲 。 坑 方程 (83) 中 的 
2 (2 在 区 岗 [a, 8] 有 2 >0, 旦 愤 过 午休 体 具 有 形状 : 

(95) Ya) = =0, 

这 时 , 如 我 们 所 已 是 的 [28], 特征 值 可 通过 对 应 的 特征 画 数 县 
式 : 


(96) MT OE OLAORS 


名 


568 区 旧 童 ”下 这 亲 是 


rr 


来 表达 。 着 是 ,只 可 能 存在 有 限 个 揽 的 特征 和 值 。 这 就 是 说 ,可 以 假 
性 特 徒 值 是 以 掀 境 的 顺序 耸 布 的 ,部 和 < 
所 得 的 边 值 问题 等 价 于 积分 方程 : 
p (一 和 | Go, Hp (Oa, 


这 里 全 (ww。5) 是 算 予 工 ( 轨 的 在 边 值 条 件 (95) 下 的 格林 图 数 。 我 
们 知道 [外] , 第 一 个 特征 值 为 是 积分 


G7) | ee ot0) w(t) dra 
在 详 足 条 件 
(98) | [Ge, oa | dm=1 


的 连 粮 函数 类 %(w) 中 的 权 小 值 。 可 是 对 于 任意 选择 的 连 疆 画 数 
只 ) ,积分 


(99) y(n) —| Go Ole dE 


所 和 给 出 的 函数 y(z) 有 浏 二 阶 的 器 秆 导数 ， 且 满 是 达 人 秆 条 件 (95) 。 
反 过 来 浣 , 具有 刚才 所 说 性 质 的 丽 数 y(z) ， 可 以 用 适当 选择 的 如 
污 画 数 w(o = 一 上 (9) 的 积分 (99) 来 表示 。 

因 之 ,根据 (97) , (98) 与 (99) ,就 可 断 壮 ,是 积分 


和 
(100) 一 | Lty) Yd 


的 在 长 数 类 yt) 中 的 最 小 值 ,而 ytw) 是 有 到 一 阶 吉 篇 导数 的 范 
效 , 满 是 边 值 条件 (95) 闻 谐 是 条件; 


01) | oae=dl。 


在 积分 (100) 中 进行 分 部 积分 ， 我 们 就 看 淹 面 数 y(w) 万 于 网 
才 所 家 的 负 数 类 中 时 ,在 竹 件 C10 了) 下 , hs 是 积分 


(10%) | pO y+ ide 
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Ce me 


的 最 小 值 。 并 且 ; 由 于 (96) 式 第 一 个 特征 画 数 9= 9242) 就 给 出 祝 
分 (102) 的 最 小 慎 加 。 现 畏 到 第 二 个 特征 值 hx。 我 们 已 知 , 如 采 
对 和 条件 (98) 还 漆 上 条 件 : 


(103) | 的 m 的 本 =0， 


ha 就 是 积分 (97) 的 最 小 值 。 如 打 用 人 到 式 (99) 来 确定 gtw) ， 那 来 
[22] 


EOLAOL TAGL 
因而 条 件 (108) 等 价 于 条 件 : 
(104) | yp ma=o。 


因此 ,在 有 到 二 阶 连 和 续 导 数 、 满 足 条 件 (95) 的 醒 数 类 yt 中 ,在 村 
充 条 件 (101) 与 10 入 下 ,积分 (102) 的 最 小 值 就 是 ho。 

一 般 地 误 , 特征 值 % 是 积分 02 的 极 小 箱 ， 但 9 是 在 有 
二 阶 过 先导 数 的 画 数 类 中 , 着 且 它 满足 按 值 条 件 (8 的 以 及 如 下 的 
锌 充 条 件 : 


Go5) | do=1; pasGu-a (k=1, 2, mg 一 们 。 


现在 要 证 明 , 方 程 (83) 是 者 示 积 分 (109) 在 箱 充 条 件 (101T) 下 
取 弥 值 的 必要 笨 忻 的 万 拉 方 程 ,。 事实 上 108] , 我 们 应 当 帮 内 画 数 : 
P=p) y+ — Mp 
而 对 省 号 出 克拉 方程 


d 
rr=0, 


心 次 际 上 就 重合 于 方程 (93) 。 现 在 考察 在 于 个 补充 条 人 忻 (101 与 
(0 人 9 斑 积 分 (103) 的 要 值 。 在 这 情形 下 ,我 们 谈 当 和 作 起 辅助 画 数 
FPF=p(0)y tg) — MP Wp (oY 

而 对 于 这 一 - 画 数 的 尤 拉 方 程 上 共有 形状 


tr 弟 中 率 ”这 人 入 间 是 


(08) Ep Hg)) y+ 1 0 


现 要 证 明 , 常 数 /应当 等 于 等 , 邹 我 们 又 得 到 方程 (98) 。 为 此 , 写 
出 对 于 第 一 个 特征 而 数 的 方程 (98) 


ELp le) P12) |] + (A 98) ) pi) 一 0。 


把 这 一 方程 要 上 y, 方程 (106) 乘 上 pi (wm) ,所 得 的 一 方程 还 项 相 
减 , 再 把 这 样 所 得 的 方程 治 基本 区 闻 积 分 。 洗 交 到 正 交 性 条 件 
(04) 与 第 ~ 一 个 特征 两 数 的 标准 性 ,我 们 就 如 得 如 下 的 关系 式 : 
-=| fy tn) p60 19:0) [po)y] an。 

进行 分 部 积分 并 利用 边 值 条 件 , 就 可 以 不 难 斯 定 所 作 的 积分 等 于 
辟 , 从 此 全 可 直接 推出 所 要 证 明 的 上 = 0。 一 般 地 襄 , 如 果 我 们 号 
出 兆 敬 万 程 , 它 胡 示 积 分 (109) 在 补 完 条 件 (105) 下 取 种 值 的 必要 
条 忻 , 我 们 就 会 如 前 同样 地 得 到 方程 (98) 。 

到 这 里 为 止 , 我 们 只 考察 了 人 o) ==1 的 情形 。 在 一 般 情形 下 ， 
。” 我们 盆 丽 r(o) >0， 可 以 有 完 合 相 类 但 的 千 果 。 在 这 . 一 般 铺 形 - F， 
必须 把 补充 条 件 (105) 写作 : 


(107) | 入 人 人 = 
| 四 Prt Ym dr=0 (p=1, 9, n—D, 


为 了 可 妹 实 它 , 只 要 对 一 般 的 方程 《1 ) 进行 自 变量 的 变换 (94) 就 
可 以 了 。 这 时 , 我 们 会 得 镜 形 式 为 (93) 的 方程 , 对 于 这 个 方程 , 这 
医术 是 已 证 好 的 。 如 果 变 回 到 原来 的 自 变 量 , 我 们 就 得 到 积分 
(102) 与 补充 条 件 (107)。 

还 可 指出 , 所 有 -上 述 的 事实 , 在 边 值 条 件 为 (2 ) 的 情况 , 也 保 
持 有 效 。 

在 求 积分 (10 多 的 逐次 楼 小 值 时 ,可 以 拒 癌 题 对 在 区 由 [4, 妇 


187. 刺 昌 定理 0 


rr er ee eer—— 


中 不 必 具 二 阶 而 只 有 一 阶 连 续 导 数 的 而 数 类 中 进行 。 可 以 证 明 ， 

在 这 问题 的 更 广泛 的 提 法 下 , 仍旧 是 由 区 数 gn tw) 来 实现 味 实 的 

楼 小 值 。 
考察 续 摄 渤 方 程 : - 

OW ss _ fTo 

BE Ba (六 


这 里 p 是 硬性 密度 ) To 为 张力 。 我 们 有 如 下 的 动能 与 势能 的 表达 谎 ， 


1 


z= 闻 | pdr; -UU= 计 | reusdz。 
、 在 正 沽 式 节 绕 上 =gin wity (ry) 下 ,我 从 得 到 Wez) 的 方程 为 : 
下 十 2 一作 = 多 )， 


加 果 驶 的 南端 是 回 定 着 的 ， 球 末 对 yy(5) 的 边 值 备件 就 是 y(0) =y) = 而 
动能 与 位 能 可 用 公式 


信和 = a sin eat | vA; 一式 sinzo | tdzr 
= | 和 


来 表示 。 这 问题 的 第 一 个 特征 慎 归 畦 为 于 积分 


? 
| #20 
四 


在 条 件 | ysl 
下 的 最 小 媳 的 关 题 。 

187. 柯 职 定理 ”从 前 一 段 的 奏 述 中 可 以 推出 :特征 西数 
pu (z) 实现 了 积分 (102) 在 条 件 (105) 下 的 本 小 值 , 它 的 数值 繁 于 
ho。 这样 地 来 确定 入 与 p(z2) 时 , 我 个 必须 知道 所 有 前 面 的 特征 
男 数 。 这 一 情况 使 所 述 的 杜 值 原理 在 应 用 时 发 生 困难 。 我 们 现在 
要 来 证 明 一 个 定 滩 , 它 能 够 用 来 确定 和 1 与 px(o) 而 不 必 利 用 到 前 
面 的 特征 画 笋 。 表 如 个 2 是 任意 的 在 区间 lz, 1] 如 
病 的 醒 数 。 我 们 提出 求 积 苍 


(108) | te oy +a) la 
在 补充 条 件 下 ; 


| 第 四 覃 ” 支 值 问 是 


(109) | pdw=1; | zf 的 998 一 0 

(F=1, 号 ， %—1) 

的 最 小 信 商 题 , 而 y(z) 取 满 足 壹 值 条 件 、 有 二 阶 连 纺 导 数 的 夯 数 
类 中 的 画 数 。 我 们 虽然 事先 井 不 知道 在 所 提 答 件 下 最 小 值 是 否 龙 
达到 ,但 总 可 以 谈 询 到 这 个 积分 的 下 宵 界 的 数值 。 自 然 , 这 个 下 确 
愉 与 图 数 zi (qq 的 选择 有 关 。 我 们 用 ?tC81… 2x-1) 来 记 它 。 现 
在 我 们 来 让 如 下 的 柯 朗 定 理 ; 对 于 任意 远 择 的 速 续 画 数 加 加 
数 mat2y :为 -世相 超过 特征 值 和 如 果 对 任意 选择 的 画 数 所 我 

们 总 能 名 作 出 满足 条 件 (109) 及 所 有 其 余 要 求 的 画 数 4 (2 ,使 得 
对 应 于 宦 的 积分 (108) 的 值 不 超过 入 ， 那 永定 理 电 就 证 明 好 了 。 我 
们 赃 求 形式 为 

(i110D) Y=0p1(%) TF np CF) 

的 画 数 Yt2) , 这 里 px (tw) 是 边 值 间 题 的 特征 贺 数 , 6 就 是 我 们 更 
在 要 去 决定 的 常数 。 由 于 夯 数 px (%) 是 标准 化 的 ， 条 件 (1093) 中 的 
第 一 式 化 为 等 式 : 

{ 信 2 

其 余 (wn 一 了 个 条 御 答 出 4 个 求知 数 0 0 的 齐 妇 方程 组 ,已 
包括 有 mn 一 1 个 方程 。 和 如 所 知 LIII; 10], 这 样 的 方程 组 有 不 同 于 
雪 的 解 。 每 一 个 这 简 的 解 可 以 和 鞭 上 任意 的 常数 因子 , 这 常数 因子 
可 以 选择 得 档 等 式 (41T) 实现 。 因 此 , 异 其 于 公式 人 10) ,可 以 作出 
有 到 一 阶 的 连续 导数 ,满足 按 值 条 件 肌 所 有 补充 条 件 \109) 的 面 数 。 
余下 只 是 把 表示 式 (10) 代 信 到 积分 (人 08) 而 来 征明 芝 一 积分 之 
值 志和 。 进行 了 瞬 的 民 久 之 后 ， 在 积分 号 下 包含 平方 项 名 ( 动 
和 玫 方 硕 gv) 、 以 及 乘积 的 项 gi (9) oo) 与 由 全) pi (w)。 但 
在 7 地 )] 不 急于 1 时 电 可 以 与 在 [182]1 中 完全 一 样 地 鞍 明 公式 : 


WOLACT HOE TIOLAOLAGE SE xD)。 
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再 注意 到 公式 (22) ,我 们 确信 ;把 表示 式 (110) 伐 大 积分 (108) 就 会 
导 测 表示 式 : 
Cfhi + 二 cho 
如 果 注 意 到 和 <…<》 并 利用 公式 (11) ,我 们 就 会 得 到 ; 
Ci 十:… 十 如 ks 和， 
这 就 最 后 葵 出 柯 妆 定理 。 

推 蓉 ”如 果 我 们 取 2 一 (8) zi 一 go 5， 屠 末 如 我 个 
以 上 所 哟 ,在 条 件 (109) 下 ,积分 (109) 的 最 小 秆 确实 等 于 )， 而 且 
在 y=gnt) 时 达到 。 因 此 我 们 可 以 识 : 4 是 积 妇 (408) 在 满足 丰 
亚 条 件 (409) 下 的 所 有 可 能 的 下 界 vo 24，… ;4.3) 的 最 大 值 ， 其 中 
2 2) 是 在 满 是 边 什 条 件 、 有 到 二 阶 的 连续 导数 的 栅 数 类 中 。 并 
且 > 这 些 下 确 界 中 的 最 大 值 可 以 在 入 二 人 人 与 2 二 os 人 人 时 达到 - 
特征 值 入 的 这 种 最 大 ~ 最 小 的 特性 对 于 更 广泛 的 一 类 局 微分 方程 
也 梨 持 有 效 , 且 在 研 完 特征 值 时 起 最 菇 本 的 作用 。 

188. 特征 从 的 渐 和 近 袁 示 “在 方程 (1 ) 中 把 p(w) 与 9(w) 用 
新 的 画 数 2 00) 与 gw) 来 代 转 ， 币 在 整个 区 间 中 正人 与 qr) 
术 比 2 他 ) 与 39 人) 小 , 即 
(I12) PD Nm) (av) 

(PO)>0; ro)>0。 
画 数 7 (wm) 保持 不 变 。 用 ,来 志 新 方程 的 特征 值 ,我 们 来 证 >,。 
为 此 ;我们 利用 刚才 所 证 的 转 征 值 的 性 贤 。 

在 2 与 9(o 受 了 所 说 的 变化 时 ,相交 条 件 (109) 保持 不 
变 , 但 积分 (108) 对 阅 定 的 泵 数 y 来 驱 只 可 能 是 增加 的 。 因 为 在 所 
识 的 系数 变更 时 , 画 数 集 % 仍 保 持 不 变 , 所 以 积分 (108) 的 下 确 界 
Wz 2) 总 不 会 卫 小 ; 震 而 数 m3，… ,zi 的 最 大 秆 、 即 入 
不 会 践 小 ,这 就 是 所 让 证 的 。 

我 们 把 p(z) 与 gl%) 保持 术 变 而 用 (wm) 末代 换 rt0) ,并且 


| 第 回音 净值 问题 


在 4 所 2 所 时 入 (2) 庆 7(m)。 在 这 一 情形 下 ， 就 不 能 说 变化 着 的 珊 

数 % 所 租 成 的 梨 合 是 不 变 的 ,这 是 因为 ,如 果 3 请 足 (109) 的 第 一 

个 从 件 , 那 未 才 过 以 六 (2) 来 代替 7tw) 的 是 换 以 后 , 我 们 就 会 有 : 
[ p(w) paw 1, 


但 有 是, 从 画 数 y(%) 容易 得 出 新 的 问题 的 可 容许 的 琐 数 。 为 此 , 只 
要 选择 一 个 满足 条 件 0<48 志 1 的 数 0, 使 得 


| ri pd = 1, 


数 和 (2) 。 事 实 上 ,因为 9 是 常数 ,从 (109) 就 推出 : 


jin) Rs) oy d=0 (kl, 2, ey NO) 


但 妨 诅 是 对 于 改变 形状 技 的 万 程 的 109) 型 的 条 件 , 并 且 , 这 里 是 
用 画 数 
2 (8) 一 人 9 

玲 代 奉 画 数 zw) 。 每 一 画 数 梁 314) 会 对 应 于 一 罚 数 系 AF 
反之 亦 然 。 要 从 变形 方程 的 画 数 ty 反 过 来 得 出 原 方 程 的 同样 回 
数 时 , 可 以 把 印 除 以 98。 在 用 红 来 代替 时 , 积分 (103) 的 值 不 
可 能 增加 。 芭 之 ,这 些 值 的 下 确 异 也 不 可 能 诈 加 。 所 以 ; 作 沟 这 些 
下 和 确 异 的 最 天 值 的 数 入 ,， 筷 不 可 能 寺 加 。 因此 , 我 们 导 得 如 下 的 
全 值 下 能 减 峭 , 受 又 划 果 Ex 站 后 的 基数 1 全 满足 条 件 or Ce) ， y 
那 未 )m 不 可 能 墟 吉 。 

现在 把 所 证 的 命题 应 用 到 当 % 值 殷 大 时 特征 条 j 的 渐 近 导 
射 问题 。 融 多, 刀 (9 的 ，(7 五 ) 各 是 画 数 (Ww) 9 (9) ,7 (2) 
在 区 间 [ae, 缮 的 最 小 黎 与 最 大 值 。 把 所 输 殉 方程 Cl ) 中 的 p20) ， 


把 8， 桂 征 值 的 汪 近 表 承 号 7 


ww 


az) 与 了 (2) 种 用 卫 , 息 与 了 素 代 赫 。 气 得 的 新 的 常 系数 方程 
(118) Pi (Our 一 人 = 
的 特征 值 X 无 脏 如 何不 会 比 原 来 方程 的 特征 值 X， 小。 但 我 们 容 
易 来 浏 名。 为 此 ,首先 注意 到 ,方程 (113) 只 有 当 ?2 三 仿 >0 时 才 
可 以 有 满足 边 值 条 件 (95) 的 解 。 注 意 到 这 一 点 , 我 们 就 能 把 办 稳 
(118) 的 通 积分 写作 : 

Y= cog re 二 Os sn 二 Ga。 
为 将 来 的 计算 简单 起 见 ,把 区 并 [0, 站 取 为 基本 区 逆 [ce, 81]。 从 
边 值 条 件 y(0) =0 就 推 得 O01 一 0， 从 第 二 个 边 值 条 件 y (站 =0 就 
苔 出 决定 入 的 方程 ,部 为 : 


yf Ene, 

nT P.O 

由 此 得 N= 一 
站 信 时 

9 和 p40 
因而 hn -一 一 六 闪 


完全 同样 好, 如果 我 们 用 2 他 ) ，g to) 与 了 人) 劳 罚 地 用 pg 与 斌 
来 代替 ,我 们 证 齐 ; 


> 
.7 二 ! 
因 斑 ,我 们 得 测 特 征 值 的 如 下 的 伯 放 : 


-2 
wh P+ ni p+ 


从 此 可 得 : 当 呈 相当 大 时 ,yx 与 到 是 局 阶 的 ,而 毅 数 


2 
总 3 


第 四 党 ” 壹 亿 罚 评 


3 

界 王 二 A 
是 站 化 的 。 如 时 预先 政变 原 尼 的 方程 ,利用 和 的 最 天 ~- 晤 小福 , 还 
让 以 得 到 更 独 致 的 估 值 。 改 p(%) 与 "lw) 有 到 一 阶 的 速 辜 的 和 学 
数 , 引 有 新 自 训 其 # 

上 7 {wv) 

dl) : | 
”来 代 替 +, 新 的 未 知 夯 数 
(115) U— VP (mY 
洋人 民 蔡 9 而 变换 原来 的 方程 。 变 蕃 z 的 变化 区 关 [a,; 如 换 为 变 
量 了 的 变化 区 间 [by 门 , 这 里 ; 


VE 
ul 的 方程 具有 形式 : 
(116) 2 人 一 的 )w=0， 
这 的 是 某 一 连 粮 画 数 , 它 究 易 从 方程 《1) 的 已 办 的 素数 来 确 
让 。 从 条 件 y(@ =y(5) 一 0 可 推 得 (0) =-z(D 一 0, 反之 亦 然 所 
以 原 方程 的 特征 画 数 可 以 由 变换 后 的 方程 的 畦 征 画 数 依 肥 式 


(115) 来 确定 , 与 之 不 同 的 县， 特征 得 却 保 持 不 变 。 为 了 诀 定 方程 
(116) 的 特征 值 ,我 们 应 当 提 出 积分 


(117) | [a+ st) ula 

的 粗 小 问题 ，、 衣 5 是 1s 以 | 症 区 00, 习 的 最 大 伞 , 这 就 是 识 
oa 之 呆 (Ot 

如 时 代替 积分 4417) ,我 们 对 积分 

(i8) . | (十 可 


与 


189， 特 钙 男 数 的 渐 近 辟 示 B77 


(1182) | (2 — ap) et 
提出 标 小 问题 ,又 以 和 与 1s 作为 对 应 的 特征 值 , 那 末 就 会 得 到 
(119) 和 nn 


但 是 , 数 xn 与 hn 可 从 方程 

wD 与 wouw=0 
在 边 值 条 件 0) (D0 下 的 解 利用 初等 方法 算 到 。 因而 我 们 
有 有 > 


由 于 (119) 式 ,就 得 菏 : 


2 
(120) hn 一 一 十 4 (ds| <0) 
或 nr 
(121) = 一 一 十 吕 (1 ， 


2 
这 星 我 们 用 的 0(1)， 照 例 崇 示 稳 对 值 保 畦 有 界 ( 对 所 有 的 和 的 
量 。 钾 到 乱 来 的 变量 ;我们 得 到 : 


(122) 和 一 oz | 本 “ao 十 OH ， 
(29) im -| Ya] 


对 于 其 他 的 边 值 阐 题 ,我 们 也 可 以 得 到 特征 值 的 这 样 确切 的 渐 近 
几 示 。 如 果 我 们 在 其 他 边 值 条 件 下 考察 方程 ww 十 Mu 一 0， 这 就 会 
家 楼 得 到 。 

189. 特征 画 数 的 潮 玫 奏 示 、 有 了 峙 征 值 的 淘 近 毒 示 , 我 们 就 
可 以 得 到 特征 而 数 的 江 辽 滩 示 ,所 利用 的 方法 与 我 们 以 前 用 来 导 
出 埃 尔 密 特 与 勘 上 特 多 项 式 的 靳 这 表亲 式 的 方法 相同 [IIIs; 
162, 163]。 


$78 第 四 意 站 什 间 是 


Fm 二 一 一 一 


异 助 于 上 述 的 变量 变换 ， 我 们 可 以 把 甩 给 方程 化 为 (1 的 型 ; . 
WU The) =0, 
如 我 们 所 知 , 当 %% 相 当 大 时 赎 征 秆 入 是 下 的 [地 8], 舍 启 我 
们 假 珊 , ”已 充分 大 能 使 得 j>0。 才 内 二 是 对 应 于 转 征 值 入 的 
峙 征 殴 数 。 我 们 可 写 出 : 
unt) FAD = 8 , 
而 得 到 : 
(1924) Wf) = nn A bi C08 AT 


+ 六 | sz)a(ry sin VN (#— rydr o 
对 在 右 演 的 积 牙 应 用 布 尼 亚 柯 去 斯 基 不 等 式 : 
| | sr) 7) gin wh (tt) ds 上 


<|. wr dr | (vein MR Go dar, 
从 此 扒 知 对 区 阅 [0, 日 中 每 一 个 有: 
Gd [fs sin Vi Genar] <f sa, 
这 时 我 们 已 天 注意 到 画 数 加 由 是 标准 化 的 。 


届 Pr) 是 原来 方程 (1 ) 的 竺 征 画 数 , 它 是 从 ww 扩 异 助 于 变 
换 ( 卫 4) 与 (115) 而 得 到 。 从 这 些 变 换 直 接 可 得 : 


(26) | (8) 2 (8) dz=| wi (t=1, 
这 就 是 刀 的 的 普通 的 赋 范 与 pv(z) 依 权 >(e) 的 赋 范 等 价 。 边 


值 条 件 如 0) 二 0 芥 出 5,=0, 我 们 可 以 改写 肥 式 (124) 为 如 下 的 形 
式 : 


(127) wr (0) = 0 gin VRCt+ 二， 


这 里 ， 由 于 不 等 式 (126)， 函 数 ms(2 对 所 有 正 整 数 % 及 容 区 间 


189. 竺 征 蜡 数 的 漆 近 只 东 证 站 
E0, 器 中 所 有 的 芋 保 持 有 界 , 这 就 是 只 存在 正 数 4, 使 得 
(128) [mn td) | SA, 
把 (127) 的 雨 边 平方 , 傅 基 本 区 间作 积分 并 注意 到 男 数 忆 人 押 已 各 
标准 化 ,我 们 就 可 以 号 出 


. 1= | sin? vA #0 + 其 | mt in AAA 十 


| 2 
了 天 ,nt) to 


所 号 的 第 一 个 积分 可 届 计 算 到 最 站 的 千 果 ,而 其 余 示 个 积分 的 竹 
对 佳 对 所 有 的 % 为 有 异 。 因 之 就 得 到 : 


{129) 1 < 一 站 oe 一 - sin 2 ¢ 2 Tn 


这 蛙 pn 与 % 当 包 卉 加 时 其 经 对 值 保 持 有 民 。 把 右 端 的 3 殉 到 括 
踊 以 外 去 : 


7 mean 1 
l= te 2+ 


如 果 当 % 增 加 时 ,我 们 会 得 到 任意 大 的 a? 的 数值, 那 末 对 这 样 的 
nm, 右边 括 狐 中 的 表示 式 就 会 艳 于 极限 地 ， 它 是 不 为 0 的 。 而 这 


一 公式 右边 的 磁 积 就 不 能 等 于 一 。， 从 此 我 俏 可 以 得 到 凿 询 : 当 m 
增加 时 & 名 符 有 界 。 注 意 到 了 芝 - 一 点 ， 我 们 就 能 把 共 式 对 29) 改写 
为 : 


(180) 1= 二 0 
这 里 ,照例 用 0 (> ) 来 起 这 样 的 量 ,使 得 mw*O( 却 ) 当 无限 者 大 
时 保 境 有 和 具 。 我 全 可 以 如 下 改写 上 一 公式 ; 


= +0 (大) 


ih 第 枉 素 . 壹 值 牛 枉 


ie。 

代 太 12 站 式 , 得 到 : . 
(181) | 2 sinVit+ 0( ) ， 

这 里 0 (元 -)= 2 过， 


而 2 00) 的 萎 对 值 对 所 有 的 ?及 区 六 0<stssf 所 有 的 主 为 有 界 。 

从 12 推出: 

和 = 40 人 )]s 或 二 =- 至 + 人 

从 此 
sin Mhnt = Sin 0 全， 
其 中 0{(2)= 至 导 ， 而 和 的 的 六 对 值 对 所 有 及 [0,] 中 所 有 
的 1 为 有 界 。 把 它 代 入 人 31) 式 中 ,就 得 到 标准 化 的 夯 数 内地 的 
如 下 的 浙 近 表示 式 ; 
(192) wf) = V7 2 in 夺 2 十 of(= 二 )。 
本 至 原 炒 的 变量 ,依据 人 L14) 与 U16) , 我 全 就 得 到 如 下 的 渐 近 人 到 
式 : 


(188) galt) = J 可 至 | Vol+o 人 (元 )， 


其 中 , 据 (196) 特征 丽 数 px 的 是 已 经 标准 化 的 , 而 0( 二 )= 
一 -全 的 ,这 里 rl) 的 契 对 值 对 所 有 及 [4, 四 中 的 所 有 4 为 
有 界 。 

190， 李 菊 方 法 方程 
(134) 所 [po 的 中 Cr 2) ge) ly =0 


yd90， 吉 次 方 读 的 


Tr 一 


(186) | Eptoswa+s (rT) ya 
在 补充 条 件 二 【2 人 00 一 
下 的 志 近 方程 。 又 如 我 们 所 息 , 求 黑 欢 的 特征 值 茂 特 征 两 数 归 项 到 求 积分 
td435 的 椰 值 销 是 ， 这 疆 [全 山 在 实用 上 去 类 的 一 种 正定 特征 值 与 特征 丽 数 的 
近 人 大计 。 我 们 已 经 描 水 过 芒 个 证 法 (地 欧 方法 ) 对 求 积 耸 的 砧 对 极 值 的 家 
用 。 

我 们 选取 弹性 独立 的 刚 数 序列 bt (2 ， 2， 它 作 绕 必 按 值 条 件 ; 妈 
作 起 篇 性 租 合 ; 


(130) y= okovy (x) 
耐 把 它 代入 积分 . 
T= {1 p(n)y" + fa 6) =Ar (Iy jz 


竺 果 我 们 得 到 景 4 名 的 一 沈 形 式 。 抬 它 尖 于 啤 ? 的 偏 导 数 等 于 堆 ， 我 们 就 导 
得 人 含 # 个 和 变量 的 和 齐 殖 碳 程 相 。 所 这 一 方 各 粗 的 行列 起 共 于 壳 ， 我 们 就 得 到 
% 隐 # 吹 方程 。 谈 方程 的 根 和 中，…， 和 40 可 以 联 为 问题 的 最 初 * Pe 
近似 值 。 对 其 中 的 每 一 个 , 启 册 以 从 所 议 的 并 次 方程 组 中 求 由 一 福 数 a, 

据 (130 我 们 就 可 用 这 租 数 作对 应 的 柄 数 y， 它 可 恒 近代 引信 取 为 导 克 人 
征 羡 数 。 流 一 过 程 的 收 佑 性 实 置 上 会 粮 于 些 标 醒 数 zz) 的 选择。 在 这 一 上 方 
面 ; 我 情 具 举 出 了 H. 而. 克 恩 语 去 院士 的 心 作 (Memorial des Scienceg Math. 
fase, LIX 1931) 的 其 些 精 时 。 
琨 裔 方程 具有 形状 : 

(137) 4 十 2 中 一 在 Cr 0 , 
边 值 条 件 取 为 最 简单 的 形式 ; yD) =y0) = 人 。 闸 果 全 V4 (wv) = 2 sinnse， 
那 末 览 正 的 畦 征 值 与 这 一 个 数 的 第 个 近似 值 评 由 下 式 合计 

[Am A Ct Ley ep 

多 DA — dh nanr iw) 
或 者 
一 

(138) | TT 


hi 


于 此 d=[max 1 () — min r (0) Jf ms B=dmax rr), 


in rer’ 


存 实 际 计 算 中 时 常 不 利用 三 角 醒 数 而 利用 多 项 式 。 假 定 柳 ; 我 们 依然 


G82 菏 吗 系 ” 汤 值 出 盟 


月 方程 (137), 其 边 值 条 件 为 弘一 瑟 一 红 十 1 二 0 并 取 加 一直 一 殉 吕 
(因子 民 一 坊 ) 保证 过 信条 件 的 满足 。 在 ta 区 的 如 此 远 返 和 下， 成立 姑 下 的 
千 计 : 

En) -- {hy " 
90 ee 
只 要 幅 咒 图 数 + (x) 这 丢 ， 这 个 全 肝 扣 有 。 如 果 这 个 玫 数 还 有 有 玉米 的 导数 ， 
那 末 可 以 得 到 更 精确 的 秸 计 ; 郎 : 

A 一 一 2 ， 
名 入 《9 十 了 2 十 动 


子 此 N= =-{ max 


7 VA me) 


出 min v (ry 
如 果 候 咒 贺 数 7(2) 让 一 阶 江 gb 还 可 以 得 至 更 精确 的 估计 。 

191， 李 蒜 的 例子 ” 举 出 近 己 地 计算 特征 值 与 特征 本 敬 的 一 个 例子 。 在 
这 个 例子 中 ， 特 征 值 与 特征 函数 可 以 求 得 准确 的 有 限 形式 ， 而 这 就 使 我 多 能 
够 交 明 近似 过 程 的 收 合 速 度 。 下 述 例 于 可 以 在 本 菊 的 论文 中 找到 Jonrn ftir 
die reine und angew. Mathem. Bd. 1365, 1909) 。 者 内 友 程 

y" 十 本 一 和 

其 浪 慎 莱 性 为 yi 一 了 =y( 十 DD 一 0 月 名 起 套数 交 作 用 。 两 端 讽 定 的 苇 的 
振动 问题 好 来 这 样 的 边 值 问 题 。 薄 的 基 昔 是 由 解 


W008 也 一 也 
世 答 出 ,第 一 证 亚 为 
Va= Sree Koes 
mr b 3 3， 
第 二 沦 间 次 的 一 08 一; 各 一 全 等 等 。 


我 们 要 近 侯 地 求 具 多 项 式 形状 的 侦 莉 数 的 解 ; 这 多 项 式 也 由 * 的 避 区 者 所 排 
列 而 成 。 广 中 油 值 条 件 的 这 样 的 多 项 式 的 一 般 形式 为 
y= (LT Cog 


我 由 内 契 定 南 项 : 

y= {1 — 2 fo 十 的 33 
寺 代 和 大 积分 J (#) =|， (Vy'3— Eg) dp 
就 得 到 : 


J (y) —jB L105—42k) + (42— 12k2) qa + (393— 34) a¥]o 


191. 李 获 的 便于 Ges 


拒 它 关于 myaa 的 偏 导 数 等 十 零 ; 我 们 导出 方程 粗 : 
(35—1dhy gg (7 — 2 a = 
(21 — Es) got+ (33 ~ Zk ag=0, 
它 的 行 到 式 等 于 等 就 输出 : 
14 28k1 +63=0, 
下 的 根岸 是 : 了 8 一 2.46744 下 王 35.6。 
俯 上 面 所 举 出 的 精确 解 , 可 芒 得 到 : 


内 = 人 一 2.467401100-…; 焰 = 了 za 一 22.207。 


在 第 二 次 的 近似 中 : 
y= (TI—2) (a th) 

为 了 村 帷 定 态 , 我 们 有 方程 : 

488 — A504 + 891082— 19305 =0, 
全 其 中 求 出 : 碍 一 2 .467401108…) 克 二 23.301-- 
把 所 得 到 的 总 的 近 侯 钳 代 到 用 来 决定 。 apy diy {a 的 方程 相 的 洒 至 中 去 ,我 从 
除了 一 个 常数 因子 外 求 得 了 这 些 了 系数 ， 而 这 个 常数 因 于 可 忆 关 样 末 认定 使 
所 得 的 解 许 站 条件 : 


三 + yd = 1 
而 精确 解 Y 一 "os 乞 是 澡 足 它 的 。 用 这 样 的 方法 我 们 寻 来 如 下 的 近 恢 解 : 
y= (1x0.233430r20.018982x) 。 
y 与 eos 豆 z 之 间 的 差异 的 微小 程度 可 四 下 霄 指出 ,在 其 中 举 出 这 些 诡 数 以 
10 为 底 的 对 数 的 中 数 慎 : | 


”为 £ 的 至 效 数 的 特征 淆 数 及 其 特征 慎 , 可 雇用 如下 形状 的 沉 数 
二 一 
庚 和 近 招 下 求 出 次 7 


Cea 笃 西 章法 值 闭 几 


$ 2， 枉 圆 型 方程 


192.， 牛 天 势 冰 数 ”现在 四 到 仿 徽 分 方程 边 值 简 是 的 研 膏 。 
我 全 从 拉 普 拉 斯 方程 开始 ,我 们 已 存 解 决 了 这 方 竹 在 图 内 与 球 内 
的 狄 义 将 利 问 题 。 在 这 一 - 段 中 除了 拉 普 拉 斯 方程 以 外 , 也 还 研究 
昼 的 椭圆 型 的 方程 。 对 于 这 些 方程 ,也 可 以 提出 一 些 问 题 , 它 习 类 
侯 于 拉 普 拉 斯 万 程 的 狭义 赫 利 问题 与 诺 仇 达 问 题 。 在 物理 上 ， 这 
些 方 程 道 常 是 由 于 考察 静 力 学 的 加 时 或 稳定 体系 所 产生 的 。 例 如 
我 们 记得 , 拉 普 拉 斯 方程 本 身 就 是 由 于 考察 静电 场 或 狗 定 热流 刍 
阅 题 所 得 出 和 的。 

， 在 研究 拉 普 拉 斯 方程 边 值 问题 时 , 牛 晤 势 萎 数 有 溢 很 大 的 党 
尺 。 让 我 们 本 提 一 下 牛 形 势 醒 数 的 基本 定义 , 并 县 也 引进 一 些 新 
的 概念 。 

噬 也 是 三 纵容 间 的 有 界 区 域 ，w(N) 是 这 个 区 域 点 的 连 炉 桓 
数 ,* 是 从 点 1 到 区 减 九 的 变 虚 丈 的 距离 。 如 所 知 ,公式 
(1) oD) 


定义 了 和 酚 积 得 鼠 的 势 画 数 。 同 样 地 ,公式 
(2》 ua 一 伟人 


完 义 了 沿 曲 丙 8 从 布 的 以 瑚 (W) 为 密度 的 单 层 势 机 数 。 如 我 们 所 
知 [1L; 和，200] 在 没有 找 量 的 地 方 ， 商 数 % GE 与 v( 妆 ) 有 一 也 
欠 的 导数 ， ,并 满足 狂 普 科斯 方程。 为 了 后 来 的 叙述 起 网 ,首先 六 重 
地 指出 对 曲面 太 的 一 些 限 制 , 以 后 ， 我 们 还 将 假 肛 区 个 曲面 为 周 
的 。 这 首先 是 由 和 .区 略 营 诺 夫 在 他 的 著作 “ 座 与 狄 义 蘑 利 风电 
有 关 购 莽 些 赔 轩 (0 Hex0T0BEY HoTDOcaS，CFRS8HHHX G 88XBG6 首 
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JpHxae) (1898 年 ) 中 所 披 述 。 芝 一 著作 在 势 面 数理 洽 的 侨民 上 以 
及 在 近 善 拉 斯 方程 的 边 值 问题 的 研究 上 起 了 赤 出 的 作用 。 在 这 一 
眉 以 及 以 后 的 用 外 中 ,我 们 做 照 这 一 闭 作 求 进行 您 述 。 

对 曲面 S 添上 如 下 的 要 求 : 

1. 在 咏 的 每 一 点 切 平 面 是 存在 的 。 

2. 存在 这 样 一 数 &> 0， 使 得 :如 No 为 S 了 上 的 任意 点 , 那 末 
以 Wo 为 必 , 以 @& 或 沾 于 也 的 数 为 半径 的 球 把 8 耸 为 琴 个 部 人 牙 , 其 
中 之 一 是 包含 在 球 内 部 , 另 一 是 在 球 的 外 部 , 面 与 We 点 的 法 缕 相 
平行 的 相机 ,与 8 的 在 所 旭 的 球 的 内 部 的 部 牙 的 变 点 不 超过 一 个 。 

3、 如 时 # 是 由 8 的 两 点 丸 ， 与 。 的 法 楼 所 做 研 的 儿 角 ， 
ri 是 这 雨点 的 距离 ; 绪 来 存在 与 W， 及 1。 的 选择 然 关 的 十 个 正 
数 & 与 a, 使 得 不 等 式 
(3) xarfs (ae 六 站 
对 Wi 与 Ws 在 S 上 的 低 汰 位 置 都 盛 立 。 

满足 这 些 条 件 的 锁 曲 面 通常 称 作 略 萌 诺 夫 曲 面 。 将 来 我 们 还 
引进 对 8 的 某 些 假设 ,而 现在 要 从 所 作 的 假 刷 中 引出 甘于 推 刚 。 

从 (3 ) 守 接 推 得 , 当 切 点 沿 明 面 变 位 时 , 切 平 面 基 速 屿 地 谈 动 
的 。 为 了 后 来 的 需要 , 现在 指出 第 三 个 条 人 性 的 一 个 重要 推荐 。 发 
We。 是 曲面 8 的 菜 一 点 。 抱 誉 标 原 点 放 到 这 一 点 ，2 轴 放 在 沿 8 
企 We 点 的 外 法 线 , 研 轴 与 了 轴 尾 意 地 放 在 切 平 面 上 。 这 时 ,就 可 
以 把 包含 在 以 Wo 为 心 、 以 4 为 征 径 的 球 Co 内 部 的 妨 的 片 限 的 方 
程 表 示 为 显 式 的 形状 : 
(4) C=E(t,), 
我 们 党 用 伦 , 9 纹 素 记 曲 画 上 动 点 丈 的 坐标 ,而 用 名 ,1 芭 来 
起 襟 簿 尾 意 点 的 坐标 。 上 述 的 众 标 轴 称 为 在 点 We 的 局 部 举 标 未 。 

从 切 平面 的 存在 性 与 它 的 连 缚 变化 的 性 时 可 玉 推 得 侯 一 阶 导 
数 站 起 , 吉 与 5 车 的 存在 性 。 -我 个 属 涂 4 取 为 序 共 小 。 贡 
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——— re sh ACE sberline—— —— 


如 ,可 采用 条 忻 ， 
(8) wi1, 
这 就 是 在 ， 有 曲面 入 在 球 Cn 内 部 的 一 块 上 约 尾 窟 点 A 六 的 计较 与 点 


No 的 法 线 间 的 变 角 和 不 超过 杞 。 用 yo 二 距离 NoN (ro<a)， 
就 有 : 


(6) cos 之 1 一 二 B21— 2 qe, 
从 此 
(7) 元 一 VI 二 如 十 名 过 1Haa7 条 二 2 
因此 ,由 于 (5 ) 耐 成立 : 
(8) rt tr Bari 
引入 标 举 标 : 

有 一 poeosg 有 1 一 posinp 
我 们 有 : 

2 (Ce cog +, sin 0)? 

从 此 ， 由 于 8 ) 式 ， 和 天 有 
(9 ) | | SV Bart, 
及 
(10) . Ia Badpo VV 3 po, 
到 此 ， . 
(QD) . yo 一 A/ PIE < dpoo 
不 等 式 (9 ) 苯 出 : 
(12) ,| < VB apy, 
从 此 得 


[tl < 2 pg, 
或 者 进 太 
(18) [ti <2apgr, 


199， 牛顿 执 国 数 BOY 


一 


这 是 因为 在 a<1 时 gr < tl 最 后 ,由 (6) 式 得 出 : 

(14) 工 一 608 0 012 pee, 

再 还 萎 出 cos(n, 四) 与 cos (4, 了) 的 一 个 知 值 ， 这 里 至 是 人 在 点 
NW 的 外 法 钱 上 的 单位 向 量 。 栋 锯 ( 8) ,我 们 有 : 

lcos (nn, 有 )| = | It | Sv Sors, 


AVIT 十 如 十 好 
完全 和 相 类 仇 地 有 


| cos (ti, YP) | EN 3 oarso 
我 们 还 有 : 

cos(#, Z) 一 608 Poo 
把 以 十 所 得 到 的 佑 什 的 公休 此 起 米 : 
(485) él cepdt”; |eogtn, 8) | Seps; leon(nt, 7) [<op® 
工 一 co8{ 和 ， 2Z) 委 0pi |cos(n, 2) | 六 去 
并 且 , 为 了 本 法 上 的 方便 起 内 ,我 们 用 。 米 筷 在 所 有 的 估 信 的 式 中 
出 现 的 最 大 的 常数 。 显 然 , 如 果 把 所 有 式 子 中 右 端 的 po 用 ro 来 代 
替 , 它们 保持 有 效 。 在 8 与 Ce 的 交点 ， 我们 有 ro=d 从 (1D) 式 
可 得 : po> 羡 d。 因此 我 们 见 到 : 用 以 Z 轴 (点 Ne。 的 法 艇 ) 为 四， 
吉 @ 为 伴 短 的 图 柱 面 期 曲面 8， 所 制 下 的 部 俘 在 Co 内 部 ,将 用 0 
来 走 示 井 面 的 这 ~- 部 分 。 尼 在 大 F 平面 (在 点 Wo 的 切 蔡 面 ). 上 的 
投影 中 是 图: 
(16) + 
对 所 有 的 在 oo 中 的 点 ,公式 (15) 有效。 还 汰 察 曲面 量 的 一 个 部 中 
cu 它 是 在 SS 上 用 以 Z 坦 为 十, 小 于 世 的 页 为 件 笃 的 图 柱 体 所 害 


下 素 的 。 在 ea 上 也 成 并 导 5。 番 面 瑰 cl 在 点 No 六 可 国士 的 
投影 zi 蚌 辕 ; 
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be Fe er ee 一 


(17) - +P ER (dg <$) 


我 候 既 转 弄 单 层 势 丽 数 的 性 质 的 研究 ,也 还 研究 其 他 的 势 苗 
数 一 一 双 情 势 画 数 , 旋 也 与 单 层 势 画 数 一样 , 可 素 示 为 沿 曲 醒 8 的 
积分 的 形式 。 
193， 双 层 旁 面 数 ” 存 作出 画 数 (1 ) 与 (2 ) 时 , 控 普 撞 斯 方程 
的 奇 解 十 是 起 了 基本 的 作用 。 现 在 要 引 太 这 一 方程 的 另 一 奇 解 。 
小 7 是 空间 的 某 一 点 ,! 是 由 点 所 引出 的 定 方向 。 在 方向 了 上 
取 长 度 为 的 线 器 六 N'， 而 在 点 好 生 电 荷 { + 工 ), 在 点 对 电荷 
(- 荆 )。 用 + 与 ”来 记 变 动 点 M 到 点 W 与 1 的 距离 ,我 们 就 有 
所 述 的 电荷 的 势 画 数 如 下 ; 
wl = 工 ( 汪 ~ 二 )- 工 .Ze -1 72 一 弛 


TT 扩 


8 Yr 6 (rr)rr'? 
我 们 还 考察 角 gpg= (7, 门 , 这 时 ”的 方 周 是 假 葡 从 点 并 到 六 的 。 
注意 到 明显 前 等 式 7 二 7? 十 2? 十 37s cog 0 我 们 就 可 导出 : 
uo (HM) 8+2r co099 


并 且 存 ->0 的 楼 限 情形 下 , 我 们 就 得 到 只 单位 邓 度 , 以 7 为 方 移 
的 叫 悍 极 子 的 势 茵 数 : 


OB 


不 难 酸 第 , 可 以 抱 这 一 势 面 数 写 作 二 依 方 向 了 的 导数 , 这 时 微分 
量 俱 点 并 所 作 的 : 

(18) 2082 (二 ), 

事实 上 ,四 区 9 人 来 本 点 术 的 坐标 ,而 (9, 3) 对 点 村 的 维 粮 ， 
我 们 就 得 到 : 


188. 祝 层 未 面 数 #8 


2 (4)= (€—»2)o08 dw) 一 惫 G09(iy 切 十 人 一 各 008 (有 0 
和 9 
如 果 注 意 到 公式 ; 


008 = 5— 


我 们 从 这 里 就 得 到 公式 (18) 。 显 然 , 面 数 (18) 满足 控 普 拉 斯 方程 ， 
项 且 访 点 并 为 表 虚 。 把 曲面 总 .上 布 满 避 权 子 ,使 得 它们 的 方向 重 
食 于 曲 曾 的 外 法 线 各 又 证 uCN) 为 在 曲面 上 点 六 的 侦 标 子 强 度 。 
这 样 ,我 们 就 导 到 到 层 势 夯 数 的 概念 , 它 就 是 由 颁 式 


9) wD) | EES tp= (r,t)] 
久 - 


Gog(l, 0) + -一 


Yoog (1, of) 十 上 二 2 ecog 人 2 ， 


所 定义 的 (图 外 。 对 不 在 8 上 的 点 , 夯 数 (19) 有 任意 阶 的 导数 , 也 
泪 是 拉 普 粒 斯 方程 。 井 且 它 还 可 以 关于 点 开 在 积分 号 下 求 导数 。 
如 果 点 性 合 于 曲 画 吕 上 的 某 一 点 入 。， 那 末 当 站 重合 于 Wo 时， 
Y 化 为 雾 , 而 积分 (19) 在 这 时 为 反常 积分 。 更 要 证 , 它 是 有 意义 
的 。 


‘图 刻 ) 


失 委 研究 袖 积 丽 数 在 点 入。 附近 的 曲面 小 碧 oo。 上 的 情况 就 
可 以 了 。 这 时 我 们 就 可 以 利用 在 点 玉 。 的 局 部 坐标 下 的 介面 方程 
(有 条 )o 
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一 一 mm 一 一 -一 rr 


. 我 们 来 求 008 po 008 (To, 7) 的 琢 示 式 ,这 里 7 fo 是 施 周 六 oY: 
(20) oog po- 二 oos(n， XY) +o08 (mR, PF) 十: & > vos (1, 2) 
人 和， 2) = #0), 
这 里 他, 9 4) 为 点 下 的 举 标 而 ro 一 到 十 凶 十 厂 。 注 意 到 及 上 


所 得 洗 的 由 再 人) 与 明 最 的 不 等 式 : ié] po; 19| 志 po; possyro 就 
得 到 : 


< (po ve 十 坊 ) ¥ 


a 


这 就 是 
ODS 08 Pr 四 
(2 0 < 
这 里 5 是 常数 。 此 外 ,对 于 束 午 夯 数 (VW) 成 站 相对: 
(22) laGmD1s4 (在 8b)， 


这 里 常数 4=maxiklN) |, 但 下 是 在 8 上 变化 的 。 把 没 06 的 积 
芬 履 为 沿 曲 面 re 在 了 了 平面 上 的 投影 cl 积 芬 (06 是 以 广 , 为 心 ， 


9- 为 个 径 的 图 ) ,我 们 就 得 到 : 
| D Se 的 人 


GON 0? 


邮 乔 ,由 于 (21) ，(22) 与 人 5) 还 臣下 对 被 积 画 数 的 如 下 的 估计: 


cos po | 2A0 
| 凡人 7) TE 0g 如， Si 了 


只 此 也 就 推出 积分 (I9) 当 型 在 曲面 8 .上 时 的 效 伊 性 。 因 此 ,少数 
(I9) 在 全 安 间 有 定义 。 

考 守 在 (六 ) 三 1 时 的 积分 (9) 。 泪 意 到 (18) ,我们 就 可 以 
号 出 : 


9 


198，. 办 层 势 酷 数 B91 

这 里 我 们 假 珊 , 沿 * 的 方向 的 导数 是 关于 点 万 所 作 的 , 这 个 术 就 
是 积分 的 变量 。 因 号, 在 积分 号 之 前 我 从 让 一 贸 号 。 

首先 假 融 点 是 在 半 曲 面 8 之 外 的 。 这 时 二 是 S 内 部 的 制 和 


函数 , 有 前 到 上 为 尝 生 的 任何 踢 导 数 。 面 由 于 更 和 画 数 的 一 个 
基本 性质 ,我 们 就 有 [II; 194]: 
了 


站 -一 
| GD= 一 || Bd =0 CY 在 六 用)。 
发 点 于 在 8 内 。 在 有 的 内 部 除去 一 忆 于 为 必 、p 为 牢 径 的 小 球 
C。 在 C 与 8 之 间 的 空间 部 分 D' 中 , 画 数 二 为 遍 和 ,并 成 立 
1 1 
3 一 3 一 
个 人 
有 下 as+ 用 寺 B=0, 


区 域 DD 的 外 法 线 撒 疝 于 球 C 的 中 心 , 因此， 


这 样 ， 人 


[全 介入 je- -0 或 用 车 + 和 -0 


从 此 
3 王 
wi (WM) = -站 -= 人 (在 8 内 部 )。 


最 后 , 俩 点 1 合 于 在 曲面 上 的 某 点 Wo 。 作 以 1。 为 必 、 以 四 < 全 


为 定 径 的 球 C。 把 包含 于 0 内 部 的 曲面 3 的 小 块 zl 用 球 耐心 的 
一 部 分 C 六 代替 ,使 得 点 Wo 在 所 得 到 的 曲面 外 部 。 这 个 曲面 是 
由 (一 92) 及 球 0 的 部 分 0" 所 构成 。 我 们 有 : 
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(24) 


第 二 项 的 夺 算 方法 加 前 , 它 等 于 从 球 0 的 中 心 求 看 这 个 球 而 的 -一 


部 分 台 的 立体 角 : 
1 
中 过 几 =- 责 [ss 


球 口 与 9 的 交 缕 1 具有 如 下 的 性 质 : 由 于 (15) ,对 这 秒 上 的 点 的 
坐标 :成 站 不 等 式 | 和 cdit, 而 上 上 的 点 当 中 一 0 时 无 限 地 接 
近 于 二 了 平 耐 。 

从 此 可 网 , 三 趋 癌 于 堵 时 站 体 角 (有 趋同 于 25， 而 公式 (2 全 
的 榴 限 就 答 出 : 


(25) 


ft 
召 一 - 
wml) = —||-s TIS=92n (村 在 S 上 )。 
因此 我 们 就 有 
4r (于 在 8S 内 ) 
(26) | ws-j。 (于 在 品 外 ) 
§ 2x 《本 在 六 上 )。 


再 考察 不 队 的 曲面 六: 与 积分 
(27) 


这 时 我 们 很 散 点 于 在 Si 之 外 。 
并 作 以 型 海 必 ,充分 小 的 Pp 为 秆 
径 的 球面 , 贡 ea 是 它 在 所 论争 耐 
内 部 的 部 分 。 

考察 由 Ai、a 与 渐 窒 锻 面 侧 
面 工 所 贺 成 的 空间 区 域 DD ( 轿 


wa(M) = | 02 dS, 


作 以 戏 为 顶点 .8 为 底 的 铂 而 ， 


183. 强 展 执 泗 数 B03 


一 一 


10) 。 (我 傅 想 贰 ,所 提 到 的 这 些 曲 画 峙 成 安 间 的 革 一 区 域 刀 。 
在 DD 内 ,而 数 二 为 戎 和 ,因而 : 
1 1 1 


Cs 
在 et 上方 同 和 与 + 相反 , 而 一 一 到 -六 用 名 泰 本 从 成 民 来 看 
Si 的 立体 角 , 从 前 面 的 公式 ,我 们 得 到 : 


ol 
-有 
这 就 是 积分 (27) 烙 由 从 点 寻求 狼 访 : 的 立体 角 。 这 时 , S51 上 的 琅 


向 % 蚌 裔 为 未 呈 的 外 部 的。 从 及 出 发 的 向 称 可 以 与 5 相交 于 党 
于 虚 。 例 如 , 如 果 有 三 个 次 点 , 那 来 在 其 中 的 十 个 cog p>0, 而 在 
第 三 个 点 cosp <0 (图 10) 。 所 究 的 积分 的 元 飞 , 朗 二 3 a aS 是 广 
体 角 赴 元 doy 它 是 从 点 型 来 者 曲 面 元 来 的 立体 角 ， 井 且 ,在 
co8 g>0 时 , 这 个 角 是 正 的 , 在 cog g <0 时 这 角 为 负 的 。 如 果 于 
在 5 之 上 , 那 束 如 同 我 们 以 前 对 了 于 曲面 所 作 一 样 ,必须 把 积分 
(27) 起 为 反常 积分 。 从 以 上 所 指出 的 入 论 ,也 可 以 得 出 公式 (26) 。 

在 以 后 , 我 倩 假设 曲面 8 具有 如 下 的 性 潜 : 对 任意 位 置 移 点 
时 成 站 不 等 式 : 


(28) ja dy eo, 


-je 


这 里 “总 一 个 确定 的 正 数 。 例 如 , 假 坑 存在 正 整数 下 使 得 对 性 意 


594 第 四 章 ” 动 针 所 络 


位 置 的 点 以 , 可 以 把 8 芬 为 个 数 不 多 于 下 的 各 个 小 块 , 使 得 过 型 

的 次 威 与 各个 小 揽 的 变 点 不 趣 过 一 个 , 而 在 等 一 小 顽 上 eos 不 

变 号 。 在 这 情形 下 ,如 音 取 c 一 4x8, 条 件 (28) 是 满足 的 。 
公式 (26) 指明; 在 上 (N) 三 1 时 , 当 NH 穿 过 曲 而 5 时 双 屠 势 画 

数 (19) 的 连 缕 性 就 道 到 中 断 。 更 对 任意 的 速 绫 密度 来 研究 这 一 更 

题 。 
设 Yo。 是 曲面 8 上 的 定点 。 我 们 作 起 双 层 势 画 数 : 


人 9 (en p81 Ss ds, 
并 证 明 , 当 M 在 点 y。 穿 过 曲面 8 时 ， 屁 保持 为 加 续 。 假 。 是 已 


熔 的 正 数 。 取 出 曲面 的 一 个 少 块 ， 它 包含 No 在 其 内 部 ,在 其 上 
成 立 不 等 式 : 


(80) [pp(N)—pANO | < (NN 在 o 上 )， 

这 里 * 蚌 条 件 (28) 中 的 常数 。 把 8 分 为 十 所 一 一 与 SS 一 og 可 如: 
(31) Wo NM) = wh CMH) + wv CMH) , 

入 里 


wp (NM) = | [LCN) -p01 SS ds; 
(32) 
wi (MM) ~ jj [4 (CW) —p (NOY EP dg, 


对 任意 位 置 的 ML, 我 们 有 : 
Oe wa | 09 as, 
从 此 ,由 于 (28) 与 (30) ， 
(88) [wp (CM) | < 
从 (81) 可 得 


1983. 下 乱 势 本 痕 


一 一 一 一 一 - 一 一 一 一 一 一 


wd co No) = CM) -aupCD 一 wo]， 
从 而 . 
[wo CM) ~—wo CWO | < | CM) | + lw CN) [+ 
tw 一 ty 
或 考 ,由 于 (38) , 丽 有 ; 
9 lu) 一 加 (Wo I<Et lM -wp (NO) |。 
在 双 层 势 夯 数 wp (M) 中 , 积 俘 沿 (8 一 5) 进行 ,而 点 Ne 在 e 的 内 


部 , 所 以 画 数 加 ”Ci) 在 点 三 "及 其 某 个 几 城 为 过 入 (《 且 有 所 有 阶 
的 导数 )。 因 而 对 每 一 与 六 ,充分 接近 的 点 机, 我 们 有 iw 和 一 


一 w 扩 (0) | 所 竺 , 而 由 于 (8 的 ， 成 立 |wo(M) 一 ww, (NO | Say 由 


此 ,从 as 的 尾音 性 推出 , 由 公式 (29) 所 定义 的 画 数 在 点 和 Yo 的 速 苇 
性 。 我 们 可 以 写 出 : 


(85) wl) =w MD ~ NO || Se a8, 


这 里 (MM) 骂 双 收 势 师 数 (19)。 首 先 眉 点 姑 在 上 8 上 ,本 也 为 N。 
这 时 ,由 (26) 就 有 : 


(B86) . WolN)=wN) 2rd 
与 
(87) wo No) =w (No — rm (No), 


这 里 w(Ao) 是 积分 (19) 在 点 省 的 数值 。 现 将 在 总 上 的 点 二 赵 
近 于 Ao。 由 于 wo( 材 ) 的 连 久 性 而 有 :， 
Wo td)? wo No) = (ND —2arm (Ne)o 
转 到 公式 (36) 的 右 端 ,我 们 就 见 澳 , 这 时 也 (六 ) 有 楚 限 wtW0o) ,这 
就 是 设 , 公式 (19) 所 定义 的 图 数 w(M) 在 曲面 9 上 为 速 续 男 数 。， 
现 仍 氮 型 在 曲面 六 之 内 。 
这 时 ,让 了 (26) 而 有 : 


E06 银 四 塞 这 值 加 是 


(88) Wo CM) 一 名 人) 一 4 (No) o 
现 介 在 咏 玲 部 的 点 形 趋 向 于 No。 由 于 已 证 明寺 的 wo (对 ) 的 巡 
秆 性 ,我 们 就 有 : 
(89) wo CW) —> 200 (No 一 如 (Yo 一 2 (Noo 
转向 于 公式 (38) 的 右 端 , 我 们 见 济 , 这 时 wCM) 也有 梅 限 。 用 
af 来 到 这 个 标 限 。 从 48) 与 39) 就 得 出: 
Ww Bo) — 4m Co) = No) 一 2 (No), 
这 就 是 i 
4 wlNo) = NOt2rptNo), 
从 上 可见， 地 困 所 CN 关 0, 画 数 ww OG 在 点 Wo 的 数值 we) 与 
杨 限 入 (Wo 是 不 赔 的 。 如 果 点 时 在 S 之 和 外, 那 末代 替 (88) 而 
左下 ; 

wo (MY) = CA), 
照 以 上 的 方法 进行 讨论 , 就 可 以 见 到 ， 当 并 在 BB 的 外 面 而 赵 问 于 
Ao 时 ,2(H) 的 构 限 是 存在 的 。 用 wl 和 No) 到 可 和 和 用 
(89) 式 , 就 有 : 
(41) Wat No) =w No) — Tm No) 
当 邮 重 台 于 站 po 时 ,用 yo 与 和 来 记 耻 与 9 的 估 , 我 们 可 以 相 (40) 
与 (和) 让 写 为 以 下 形式 : 


(NY) =w(No) + op (No) = | (CN) ea dg + 


(49) +2rp (x 0) 0s 
wo No)—w (No) ~ 2 (No) = jj (N) S29.d8— 
2m (No) o 


这 星 go 是 方向 加 oN 与 W 点 的 外 法 粮 台 的 交角 , 邵 oo= (ro, 和)。 
注意 到 这 些 公 式 以 及 琐 数 ww(No) 当 Wo 在 5 上 变动 的 速 续 性 ,我 
位 就 可 以 断 蔬 ,公式 (19) 所 定义 的 图 数 wCGD :在 5 内 速 秆 ,还 可 


i i 


1ea4， 军 层 擅 责 歼 的 性 视 ef 


Mp ta (Pp epee emer me ee rer— —— 


以 速配 地 延 拓 到 有 8 。 同样 地 , 它 在 8 外 速 乱世 可 以 过 杭 汪 延 折 划 

&。 提 醒 一 下 , 这 个 画 数 在 内 与 全 内 与 8 外 都 有 任意 阶 的 导数 。 不 难 

酒 出 , 当 点 政 趋 于 无 恨 远 时 w(2) 趋 于 需 。 实 际 上 ,到 也 为 全 从 
的 点 型 科 曲 面 3 的 最 短 距 高 {I1L; 的 j， 就 有 : 


(5) Ia < | 


< 序 -5 的 面积 。 


从 此 就 推出 ， 当 形 趋 于 无 限 远离 时 ， (MM) ->0。 页 精确 地 鹃 ,各 
果品 是 任意 定点 , 那 末 对 任意 已 粮 正 数 5, 就 在 在 起 样 的 正 数 上 8， 
使 得 , 只 要 点 型 .在 以 口 为 心 、 五 为 宇和 皮 的 球 的 外 部 , 契 立 
| HM) | ee 

194. 单 亚 势 唱 煞 的 性 质 如 果 异 在 5S 上 ， 种 展 基 要 


(44) / u(M) = -jj as 


是 反常 积 共 。 裔 相 重合 于 在 8 上 的 点 六。。 我 位 要 区 明 ; 这 时 反 
常 积分 (44) 是 有 意义 的 。 如 同 在 [193] 一 样 ,只 要 考察 在 5S 的 包含 
Ne 在 两 的 一 小 瑰 co 上 的 积分 就 可 以 了 。 对 ce 利用 局 部 坐标 下 
的 方程 (4 )， 我 们 有 : | 


人 Das- 上 各 扩 和 ge dh 


ro GOS Po 
由 了 于 (18) ，(22) 以 及 po<ro， 我 们 得 到 对 秘 积 夯 数 的 如 下 个 群 。， 
|e < 
70 Co to 
从 此 直接 可 扒 出 , 当 开 在 8 上 时 积 办- (a0 是 收 敏 的 。 因此 到 式 
(44) 对 点 对 的 任意 位 于 定义 了 %(a) 。 泵 数 w 了 K) 对 不 在 8 上 
的 点 于 是 速 结 的 。 现 证 , uCM) 对 在 8 上 的 任 一 点 Wo 也 是 连 灶 


的 。 发 £ 是 已 输 的 正 数 ， 1 a MY 的 一 部 芬 ， 它 是 由 不 等 式 (17) 所 
定义 的 。 驱 区 : 可 以 选取 适当 小 约 数 山 , 使 得 在 Wo 的 某 一 部 域 中 


TB8 囊 四 章 雇 值 阅 题 


的 任 春 位 是 的 于 满足 不 等 式 : 

(5) 旧宅 

我 个 有 * 

G9) 四 各 可 < em 


这 里 oi 为 以 Wo 为 让、 员 为 和 牢 稚 的 图 ，Pi 是 纺 段 型 友 在 切 平 面 
土 的 投影 WwWa 的 其 度 。 假 定 瞬 ,天 在 以 入 o 为 中 心 , 0 为 牢 征 的 
球 的 内 部 。 这 时 于 : 联 于 图 01, 画 有 ,如 果 我 税 在 (&, ”) 冬 曾 上 
演 一 忒 型 ; 为 中 必 、34 为 年 径 的 图 o1, 那 末 oi 就 会 束 个 地 包含 
Cr 因而 ,由 于 (6) ,有 : 


ee 


0 io 
在 只 要 这 样 固定 四, 使 不 等 式 kr dA 所 了 左前 , 对 于 趴 Wo 为 
必 、d 为 和 和 的 球 内 部 的 任 窟 位 秆 的 点 了， 我 们 得 到 信 秆 《45)。 
接着 ,我 们 把 丽 数 (44) 表达 为 形式 : 
uw HM) = (M) tu MM), 


“M0) = as; us(M) = 上 CD ag, 


插 且 zal 型) 在 交战 连 和 糖 , 而 4 在 Wo 点 的 连 缠 性 的 证 明 可 下 
完全 照 [199] 中 对 而 数 (29) 所 作 的 证 虹 一 样 来 进行 。 因 而 ,我 位 有 
如 下 的 精 果 : 单 层 劳 画 数 (44) 在 双人 实 关 有 定义 ,是 僵 空 疯 的 束 炉 加 
数 。 也 十 牙 相 类 似 于 [49 入 中 的 情形 , 可 以 证 明 , 妆 点 和 趋 于 玖 限 
远离 时 ,we(a0D->0。 
195， 鄙 诬 势 夯 数 的 法 稿 导数 ” 陨 no 是 曲面 8 上 某 一 点 No 
的 外 法 辜 方 向 。 假 设 点 开 不 在 8 上 ,作画 数 (44) 沿 方 向 和 的 导 


数 。 仅 有 因子 十 与 团 有 关 , 因 而 我 们 可 以 依照 积 女 导 下 求 导数 的 


这 里 


195， 尝 屡 殷 琴 数 的 法 类 导数 5 


am 一 一 


法 昌 来 微分 : 
Gd = -fn BE = 个 Bag 


取 指 出 这 一 积 俘 与 定义 双 层 霓 而 数 的 积 介 人生 之 肯 的 善 曙 : 在 积 
耸 (19) 中 ,y= 他, 0) 这 里 天 是 点 交 的 外 法 缀 单位 疝 量 , 而 让 
是 积分 的 变 点 , 而 在 积分 (47) 中 ,上 = (Ff, F110) ,这 里 和 是 在 定点 
No 的 让 法 姥 单 们 向量。 这 两 各 和 情形 7 都 是 方向 村 玉 ( 曾 匡 )。 


( 贺 十 一 


现 放 , 当 WY 重合 于 点 We 时 积分 (4) 是 存在 的 。 在 这 一 情 形 我 们 
把 (4 写作 : 


(48) jj 加 cos po S|) (WN) 0 Te tio) as, 


这 里 re 是 距离 | NoN1， 角 风 = (ro Ro) 是 方向 矶 广 与 po 并 的 

夹 角 。 接 下 去 我 们 就 姓 骨 , 当 型 从 曲 而 内 部 或 站 部 语法 黎 趋 向 

No 时 ,导数 (47) 有 确定 的 权限 ,而 对 这 些 极限 成 立 翁 式 : 
(a) _ | | wy oh dS 4+ Bw (Wo) 

(49) 


(0) ~ =)] ACT eadS 2 (No) ， 
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这 里 , 如同 [1981 中 一 样 ， 到 号 了 与 e 表示 应 当 把 了 L 从 内 部 总 外 
部 趋向 万。 来 取 -2 Ce) 的 柱 根 ， 而 公式 的 左边 仅仅 表示 这 些 柱 
限 的 记号 。 

在 以 W。 为 原点 的 局 部 举 标 条 能 中 , 方向 和 重合 于 扫 轴 网 方 
向 ,如 前 ,用 人 ,9 办 郑 于 的 坐标 、 从， 9, 虽 可 下 的 坐标 (都 套 老 
于 所 让 的 毕 标 采 芍 ) 。 照 例 , 选取 曲面 S 的 -一 小 据 oo, 把 积分 人 7) 
与 为 : 
(50) [fa ss as。 


， 


如 果 型 重合 于 No, 那 示 z=0, 而 积分 采取 形式 : 


jaanD Sas= je 7 &) yn 


5 C09( 好 ， 


这 里 【楼 公 式 (4 ) 化 为 6, ”的 而 数 。 由 于 注意 到 (15) 及 不 等 式 
ro> po， 可 站 接地 靳 营 , 所 写 的 积分 式 子 是 有 意义 的 。 因 而 我 们 古 
明了 积分 (50) 的 存在 。 现 特 到 证 明 肥 式 (49)。 

作 积分 (2) 与 用 同一 密度 /CNW》 所 作 的 双 层 势 而 数 六 的 关 
式 : 
65D 0 -On 生生 和。 


如 果 开 不 在 S 上 , 总 者 于 重合 于 和 No， 所 写 出 的 积分 是 有 意义 
的 。 

更 姓 , 当 村 在 点 Wo 穿 过 曲 而 时 这 一 着 式 保持 为 十 和 粮 。 为 
素 , 如 同 前 段 一 样 , 只 要 蔽 要 ; 谐 由 条 件 以 站 所 定义 的 曲面 的 一 
小 块 cz 所 号 的 积分 的 绝对 值 可 以 作 汉 任意 地 小 。 在 下 面 的 咎 诈 
中 ， 我 们 假设 慌 在 点 Wo 的 5 的 法 线 上, 部 在 局 群 举 标 梁 就 下 ， 
wm 一 一 00。 这 时 就 有 : 


195、 举 肝 势 两 数 的 注 条 导数 01 


(59) 9 下 98 多 一 一 各 eol 辽 ) 一 本 ca 人 了 ) 一 


~ (eos do 1)o 
注意 到 民 相 式 与 居住 
[EI 所 po; [7| 所 po} rpo> 人 [£6—2| rpo, 
于 此 po 二 ME 十 信 为 着 调 在 XY 平面 上 投影 的 长 度 ， 我 们 就 得 


润 ;: 
oo 2| 挟 -2 


让 


这 里 加 是 某 一 常数 。 注 意 到 (22) 式 ， 总 有 : 
6 | 让 es|< || 4 dé dy= 


-245, | | 和 hth 


式 中 妨 是 常数 。 这 一 估 值 对 于 在 8 的 Wo 点 的 法 克 上 的 任何 点 慌 
者 有 效 , 并 且 , 戏 也 可 以 与 和 Wo 重 台 。 从 此 也 可 推 得 : 当 四 取得 适 
当 小 时 ,在 (61) 右 俩 沿 o 所 取 的 积分 的 先 对 值 可 以 小 于 任何 预先 
指定 的 正 数 。 这 桩 , 就 证 明了 汰 式 (651) 在 点 Ws 为 连 粮 。 但 基 , 当 
于 从 曲面 8 内 部 或 外 部 趋向 于 交 o 时 (对 ) 有 权限 。 所 以 , 量 
(47) 在 这 击 种 情形 下 也 都 背 极 跟 。 利用 差 式 (84) 的 连 芒 性 ,就 得 
到 : 


Oo 


(ee ) CN) -| CD) Ee dS ~w (Wo) , 


同时 ,由 于 注意 到 公式 (42) 中 的 第 一 式 , 我 们 就 得 到 (49) 中 的 第 一 
式 ， 类 似 地 可 以 得 到 (49) 中 的 第 一 式 。 从 这 两 个 式 子 直接 可 以 得 
到 单 盾 势 夯 数 法 比 导 数 的 趴 度 : 


5。 (0), (ED), -auto 


6002 菜 古 罕 ” 边 值 则 题 


HH 


196， 怪 房 势 醒 数 稀 法 烤 导 数 ( 移 ) ”对 于 我 们 以 后 黄 要 的 是 
证 明 : 当 型 沿 法 黎 起 向 于 6。 时, 范 纺 导数 对 于 整个 曲面 8 米 襄 
均 尺 坊 趋 向 于 宝 咎 的 极限 : 

(Ve ) 5 (Ce ),. 
为 距 , 先 证 从 式 〈51) 中 的 积分 是 一 致 趋向 于 其 福 归 的。 以 oo0ag) 
配 这 个 积分 的 值 。 如 我 们 已 焰 奸 明了 的 , 这 一 画 数 只 台 当 六 重 
合 于 No 时 是 有 意义 的 。 我 们 需要 浆 明 , 对 任意 的 已 答 正 数 2, 就 
存在 一 个 与 点 NV 在 SS 上 的 位 置 无 关 的 正 数 0, 使 得 当 | No| 委 m 
且 形 在 点 六 "的 六 的 法 线 上 上 时 ,有 jCM) 一 w (No) | bo 


回 定 把 , 使 5od4 所 二， 并且 把 o(a) 表示 为 cfMH) 一 wx) 十 
十 we(M) 的 形式 ,这 里 
wi CM) -| 人 GD- ae ads; 


Le 


ws(M) = 有 HN) 28 二 2032 ds, 


这 时 ,由 (53) 式 , 我 们 有 |oi(a0) | 二 生 对 于 在 点 e 的 8 的 法 入 
上 任何 点 戏 均 成 立 ,并 县: 
of 一 oo = HM) — No) + [Los CMM) ~ wa NO)], 
从 此 得 : 
《55) [ol 一 om [lo (CM)I + |wi(No) | + 
+ |ws(M) ~ walNo) | B+ lw M) 一 cao |o 
注意 到 (52) ,我们 就 得 由 : 
(56) [并] -[ 一 


一 ( 沪 -高 ) [€ cos (ft, 芭 ) + eo8 CR, YF) 十 
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十 (cos 一 1)] 十 各 (coe 一 了 (B00= (RR, 2))o 


在 福 请 一 cl 积分 时 ,7T 主 出 ; 加 产 丰 。 此 让， 当 虑 凡 与 和 取信 上 
的 性 何 位 置 时 , 量 5， 的 艳 对 值 不 超过 曲面 驻 的 直径 D, 部局 
下 的 虚 之 站 的 最 大 中 我 从 还 有 [|r 一 mo| 所 |z| 以 及 


襄 - 六 | ts) < < 几 ， 

到) 二 全 上 | 
[时 [se 时 se] sh 

于 此 局 是 与 六 的 位 置 皋 半 竟 一 个 固定 的 带 数 。 它 当然 与 更 和 的 选 
捍 有 关 。 注 窟 到 ms(di) 的 表示 式 , 就 得 到 : 

os (CM) — os(No) |< | jg lelzlas < dclz|. .8 的 面积 。 
如 果 选 取 : 
(B67) ， [zl 


全 
24cr8 的 面积 ” 
那 末 我 们 就 有 os( 和 ) 一 waCNWo) | << 豆 , 而 由 于 (56) 式 , 就 得 出 


[tM 一 w(No) | 二 8。 因而 ; 不 等 式 (67) 的 右边 就 可 取 为 待 求 的 
数 : 
这 样 ,我 们 就 已 证明 了 , 当 侍 宫 法 厂 趋 向 于 入 时差 式 


SE wlM) 
关于 点 No 在 妨 上 上 的 位 置 一 致 收 敏 于 已 自身 的 极限 值 。 另 一 
方面 , 音 屠 势 画 数 wa) 是 到 9 上 的 韦 转 本 数 ， 所 以 wat) 也 一 
至 趋向 于 它 在 8 上 的 样 限 鸽 。 从 此 可 得 ,法 线 导 数 -22 坟 在 有 


上 -~ 至 趋向 于 它 自己 的 极限 秆 (49) 。 依 据 A. M. 略 普 讲 夫 , 如 果 开 
沿 8 的 沾 简 趋向 六 ,时 , 在 S 内 部 或 外 部 的 调和 夯 数 。CM) 的 法 
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线 导数 “号 ) 关于 在 全 上 的 点 一致 地 鸥 向 于 它 自身 的 柱 
眼 值 , 那 末 就 称 夯 数 9(M) 有 正 党 的 法 线 寻 数 。 因而 , 我 们 就 可 
斯 吾 ; 


定理 ” 速 策 密度 的 单 层 势 画 数 在 8 内 与 8 外 者 有 正常 的 法 
纯 导 数 。 | : | 
把 正 数 |z| 固定 起 来 , 末 定 到 在 总之 内 或 8 之 外 ,我 们 就 可 
以 把 法 穗 导数 “2 诅 为 点 入。 的 丽 数 ,并 贡 与 一 套数 |z| 有 
关 。 震 有 ,由 于 wiM) 在 5 内 或 全 外 有 巡 种 的 导数 ,方向 多 在 S 上 
连 业 变化 ,所 以 这 个 画 数 是 Wo 的 回炉 画 数 。 
由 于 1z| 一 0 时 一 - 致 趋向 于 标 限 , 我 们 就 可 断 蚜 , 极限 值 (49) 

上 的 连续 酉 数 。 这 一 积分 称 为 在 如 上 中 层 势 面 数 法 线 导 数 的 平 雹 
储 。 

i107， 法 煞 导 数 的 平 雹 入 以 了 FLN) 记 话 而 导 数 在 38 上 的 平均 值 : 
(58) FCNGY = jj 9。 


我 们 已 昂 到 ,下 (No 基 8 上 点 mw 的 位 置 的 好 炳 隐 数 ,我们 现在 变 脖 明 一 个 关 
于 了 (No) 的 这 一 性 视 现 显得 曲 销 化 的 定理 。 这 定理 首先 是 略 兽 能 夫 所 语 的 。 
证 理 对 于 示 炉 的 密度 wtN); 本数 让 CN 潍 呈 条件; 
(59) (FOND) ~ FONo) | Brils 
汶 黑 也 与 8 都 是 还 的 常数, 目 rou= |NoNi|。 
在 以 启 丈 条 省 人 5 四 为 李 普 项 北 条 件 。 如 果 ro 天 于 长 一 正 数 ， 那 末 对 任 
一 已 灶 的 正 胸 8， 我 们 可 民选 择 适 当 的 常数 B, 使 这 个 条 件 得 到 请 足 。 演 际 
上 ， 如 我 们 所 知 ; 西数 FLN) 在 8 .上 这 悉 ; 因而 有 界 ; 部 |F(D1 志 41。 如 


果 ro 之 h>0, 那 来 可 以 取 = 全 ， 我们 显然 地 就 可 得 到 rou 之 h 时 的 不 等 


式 丰 四 。 即 果 在 ro,1<h 时 我 全 得 到 不 等 起 (59) 中 的 男 外 的 是, 那 末 我 们 只 要 
漆 取 这 十 个 所 得 的 台中 的 最 大 者 ; 就 会 得 天 对 所 有 的 rwi 者 成 芯 的 (59) 式 。 


pe 
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因而 , 我 们 不 妨 就 急 股 ri< 各 。 我 们 有 ; 


了 (Way -Fovo= 骨 nN) | ep). -sy 到] ae。 


摔 盟 70 与 rs 是 向 量 下 与 Wi 而 r 与 六 为 它们 的 长度 ,因而 注 家 到 
《82) 式 , 喜 可 扒 出 


(60) [FN — FONoY | 志 44 | [em 一 rp re) Aas 
1 t 


作 甩 站 丁 ho 的 续 态 为 同居 2ro1 为 庭 百 径 的 图 柱 面 ; 它 在 号 上 和 下 的 部 分 
为 vi。 把 簿 辣 的 积分 分 为 南部 分 沿 的 积分 与 沿 3 一 所 的 积分 : 


本 一 i -人 |as; 


J,= In | 和 车 ep -2 as。 


如 果 5[ 和 人 周章 的 数量 积 ,就 可 写 出 : 


COStr1s 1 _ COS (re 0) 地 1 rh" rie 
及 


= 


窟 和] 
7 Ya + rn 


(861) 


i ELi ink 120, 二 [了 er Hn 十 1 sq -4 
Ly 9 YF. 人 
1 1 


式 中 mn 与 下 照例 本 在 点 No 与 Ns 的 单位 法 钱 风 量 。 


从 上 而 记号 下 的 式 子 ;就 推出 
(C62) COE oy ry 2 型 站 [< 本 可 十 
fr PF") "to | 11 
本 下 
进行 分 项 的 估计? 
[rm mr nl 一 ] re (ni fo) | 71 一 501。 


必 习 mo 与 和 沟 边 的 大 角形 , 识 得 到 | 和 一 各 | 志 # 于 此 当 是 方向 m0 与 mi 的 
变 角 。 如 果 广 瘟 到 条 件 (3 )， 特 招 就 可 生出 : 
| 一 | 
要 虹 3 是 常 教 。 其 次 : 
(rirto— rornol| = | {ry — ro) "tt | = [ro*rel "|?fs ， 
起 盟 f4 是 点 和 Ni 在 No 为 康 点 的 局 部 坐标 杀 杭 下 的 坐标 。 社 得到 民雄 式 ， 各 
有 : 
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[re ne — ry" fro | erdi’o 
最 后 ; 如 时 积 外 的 点 与 Ns 相当 接近 ,于 未 由 !15) 式 )， 误 有 | 一 外 | 安 
eofgc。 代 是 旭 搁 对 厅 钾 式 上 93 所作 的 情 沈 一 样 ， 我 们 可 以 刘 为 ， 这 一 不 铬 
式 岂 对 所 有 的 r 成 间 。 把 所 有 这 些 佑 计 代 到 (062 中 去 ,就 有 : 
eosfriy m) eofroy me) | 1764 | iti 
: 1 
+orB+*s| rl (i + pay + 5 


式 中 心 是 常数 5 司 9 之 各。 中 有 91 十 017 加。 栓 


在 党 5 一 so 积分 时 ， 我 们 有 mm 1 二 -下 。 利用 这 些 不 绒 式 玉 政 
相等 式 | 全 一 fo| 二 ?ois 我 们 大 可 以 反 (69) 下 三 为 : 
COS 人 PIH。 OOS (ro ro) 
天 一 7 “|< 
1 ro1 #3 + 一 避 + +rrl = i 
< 


7 
<er 和 ai (全 十 -所 十 各 十 入 十 入 一 让 
昌 


Y re 人 ra 
周到 委 式 人 6 的 第 二 式 , 就 得 到 ; 
{64) BA J 和 于 


8 


于 此 %= 二 2329。 具 曲面 5 上 荐 下 部 分 的 国 柱 的 年 笃 取 为 3 到 一 杜 面 ， 
它 有 同样 的 山 , 有 园 定 的 侍 径 3 。 它 从 曲面 5 上 制 下 部 分 ro 并且 oo 包 合 
1 在 其 内 。 

我 们 有 : 


as as | 
| 等 = 中 + 28 。 
在 第 二 个 积分 中 ro> ， 因而 


[ < .8 的 面积。 


在 潜 mm 一 oa 积分 时 ,我 任 可 天 把 积分 归 化 到 N。 点 的 切 平 三 上 的 积分 ,用 普通 
的 估计 方法 (rom 普 soetmy 纺 关 吾 ) 得 到 


198， 好 局 势 痢 数 涪 任何 志向 的 导数 807 


一 一 -到 一 


和 
a 2 Dao den 8 _ 更 加 
| <| f 一 人 一 友 一 4 下 与 翅 2roaj。 
入 X164) 记 ,得 到: 
TAdirB lg tos Tt Brgy 
型 移 情 讨 , 式 中 41 与 Bi 各 是 常数。 如 暴 采 到 正 数 8 小 于 就 可 以 把 这 个 
稍 诗 式 换 作 
da dart 字 
转 到 估计 Vy 。 我 们 清 : 
(6B5) <|| Ce 11) | as + [sos (ro, wh | ds, 
1 To 


如 :1 


旋 刷 但 纤 的 司 寻 ,得 到 : 
| as=|] 过 as<e 1 eed Losrg 


玉里 4s 是 常数 。 为 了 估计 (65] 式 中 的 第 一 个 积分 , 作 以 Ni 为 中 心 、4ro,1 为 
半年 的 球 , 井 且 指出 4ro <. 吾 。 它 在 8 上 吊 下 小 诊 ray oy 包 售 小 编 o1。 这 


一 部 分 cs 在 及 加 为 原点 的 局 部 坐标 下 有 显 式 的 方程 ) 和 而且, 如 时 把 积分 恋 
神色 点 Ni 的 切 平 面 上 ,我 们 就 能 应 用 痘 纤 的 估计 方 侍 。 积 分 的 区 城 基 蕊 pa 
为 心 、4r4,1 为 手 余 的 于 的 一 部 分 。 在 这 个 图 上 积分 ,得 到 侍 计 : 
上 Le "1 ase|| [eva (rs mn | vr» ML aS Ar ye 
把 地 得 到 的 一 牙 居 计 代 入 C60), 就 有 : 
[FN — PNGo) | Ad tA, 
而 最 局 ,就 可 坟 写 出 (59) 式 , 式 中 6 是 比 z 小 的 任意 正 举 数 。 

198. 梁 层 势 函 数 沿 许 何方 向 的 导数 ”在 [395j 中 我 们 研 宾 过 当 点 下 沿 
法 退 赵 近 No 时 法 起 导数 的 极 撒 短 。 如 果 对 锋 话 x(N) 作 了 上 比 连 粮 性 重 强 的 
乙酸 ; 可 坟 钙 明 ， 对 任意 定 方 向 钓 导 数 的 棱 秉 全 是 存在 的 。 此 和 外， 下 可 以 笑 
明 , 这 一 杖 了 腿 不 依 狂 于 间 趋 近 于 X。， 的 方式 。 我 傣 候 设 客 度 满 足 可 普 希 芍 
条 人 性 : 

66》 ] uC 一 AN [Br sy | 
这 里 rs 一 Na 瑟 二 5 县 正常 数 (81)。 议 了 YZ 县 曲面 8 上 点 No 的 
局 部 坐 慰 系统 .到 2(H) 沿 z 方 向 胸 导数 ;这 个 方向 落 于 8 在 No 点 的 切 平面 
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一 


上 。 暂 时 馈 诉 型 在 过 mo 点 的 的 法 糖 .上 。 为 确定 计 ， 设 站 在 3 站 。 我 们 
有 : 

(67) me (r= MNI), . 

引入 量 "= 以 十 有 而 考察 积分 ; 


G8) [nCNo SS eon, 2yas=atNo) | 9 (sp0), 


Fy 研 


式 中 中 是 圆 问 十 砸 和 全 "最 然 ,我 们 有 : 


sp 
由 
我 们 可 以 写 出 : 
Btgady 加 - 
(69) "JaanD 吉 as+ 用 nN dS=m (M+) 


以 慌 蔡 (67》 。 利 用 到 积分 (6B) 等 于 菊 ,就 有 : 


(70) ug0 = [| -2 ~ een 2 ]ag 
在 积分 号 下 的 差 式 可 表示 为 形式 : 
(71) A _ pC No) eo (ns, 2) nCN) A 


+ LN 人 人 十 由 0eDsTiy 人 ( 读 — 
合计 让 端的 每 一 区。 利用 6) 就 得 到 : 
[ND) 一 wo | .bre 
Ts 


天 此 ,如 果 往 音色 "时 26e 与 ?po 


LE ol 1 
(72) 于 3 
其 次 ,从 (15) 与 (22) 扒 出 : 
{78) [utNo) LL ee 2 < 和。 


隙 在 来 尖 计 (7D) 有 六 的 第 三 项 ,是 ' 是 从 点 下 出 发 到 点 和 N' 的 向 基 的 是 ， 耐 
N' 是 点 驴 在 币 硬 YY 上 的 投影 。 从 三 角形 MNN' 看 出 ; 
\r—r lita2aptt?, 


T98， 趴 屋 势 本 数 沼 任 柯 方 内 的 导数 809 


皮 此 扒 得 
1 zf 1 1. Bo 
a a a 和 
困 汐 + 与 六 poy 是 - 
一 I 1 和 本 
(TY | ecoeos(m 有 (与 - 南 ) Dh 


在 引出 居 计 时 ,我 们 也 可 说 并 者 合 于 No。 该 时 2=0, + 二 row 

把 飞 东 式 07]) 代 大 积分 品 引 中 ;把 如 {了 革 ) 分 为 三 个 积分 
《By vitM) = v1) 二 ty MH) tt MM) 
沿 善 吕 这 三 个 积分 对 攻 在 No 的 汗 太 上 的 任何 位 置 知 有 病史 ， 特 别 汉 开本 
全 于 M6 时 也 有 总 立 。 对 这 些 积 分 的 被 积 图 数 ， 我 捕 得 有 集 计 式 〈737， (73) 
与 人 49 它们 只 有 形式 : 


(76) 1 和 5 | 台 拓 1 引导 

于 此 常数 9 2 与 C3 与 No 在 S .BB 售 置 及 台 在 法 事 二 的 位 置 狼 闪 。 从 师 
推 得 : 当 革 址 癌 于 Wo 时 , 国 数 0 于) 导 二 1]，3,3) -一 玫 地 赵 半 于 蕉 桥 灌 全 ， 
这 里 的 一 致 恬 晤 关于 点 No 在 由 故 上 的 仁 壮 的 ， 极 良 侍 是 v1,xCNo)。 对 
ta) 素 蓝 明 这 一 点 。 配 s 基 已 共 询 正 烤 。 在 曲面 ro 上 选 职 一 部 分 它 
基 明 不 等 式 可 十 芝 志 出 所 定义 ; 而 中 选 事 得 适当 小 ， 使 得 当 点 让 在 法 楼 上 


取 企 何 位 计时 积分 
ffi# CD Ga | 8 


的 第 保持 等 去 节 。 映 于 估计 《76) 的 第 一 式 , 这 是 可 以 人 微 到 的 。 其 次 ， 把 
ok) 表示 汶 : 
Diy 1 (于) 一 ji 0 a 十 | & 下 (和 3 时 
= FM) 
的 形式 ,而 得 央 : 
Tatkit) — 11 (No) = vi CY 一 vi Nn) Cv 一 vi Ch 1 
从 旺 
(77) [aD — tN | + oD 一 VC fo 


积分 4 匀 (2M) 基 沿 坦 商 所 职 , 它 的 所 有 点 到 me 与 下 前 谋 痪 元 不 小 六 而 。 上 与 
L980 中 完全 一 样 地 可 以 得 出 
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[vw — oN | 0s], 
我 中 避 与 No 在 5 上 的 位 胃 乱 并 。 这 时 (站 办 出 : 
Tea CM — 11, 1 (No | < 豆 +04lz| 9 


而 当 |z| < 区 7 时 ,我 们 得 到 : 
[oY 一 | 
从 此 也 挫 出 ,mi 关于 he 在 上 的 位 置 一 致 地 趋向 于 VtNe)s 
同和 到 公式 (75); 我 他 看 到 ， 当 下 >No 时 (MD) 一 致 地 趋向 于 本 月 
te。 我们 指出， 省 再 从 外 玫 成 从 内 要 扑 同 二 No 了 时， 这 个 概 幅 省 相 局 的 。 
简 昌 地 脏 ; 当 划 在 法 各 上 流动 时 ;图 数 加 UD 在 点 No 是 连 粹 的 ， l 
积分 wa(M) 蚌 治 曲面 5 的 毅 分 8 一 0 所 作 的 , 它 的 所 有 的 点 ， 到 于 刁 
No 的 虑 高 姑 狂 不 小 耶 他 。 如 前 ,从 这 旦 就 推出 : 
[tH 一 | 
这 里 常数 Cs 与 We 在 偶而 3S_E 的 估 置 竹 甘 , 因 面 3 ( 志 ) 关于 Wo 一 臻 地址 末 
于 内 (No 最 后 我们 以 断 音 , 当 亚 沿 法 起 趋 商 子 No, 时 2 人 人 ~ 至 地 超 
疝 于 英模 限 , 并 且 ， 当 开 从 内 郁 或 外 邦 趋 向 于 Wo。 时 这 个 摇 限 铺 是 相同 的 。 
愉 然 ， 对 也 成 喜 完 全 相关 羽 的 断 普 。 在 [i96] 中 , 我 们 已 起 明 有 导数 
2 下 全 是 向 于 本。 供 那 时 ,从 内 都 与 外 部 来 趋 近 时 有 不 违 赴 醚 要 。 
网 昨 任 一 友 疝 与 六 工 ， 互惠 诡 角 为 qa py 那 末 做 据 前 面 就 可 二 


接 扒 出 ; 当 型 从 诊 玫 或 外 部 一 汶 地 超 向 于 No 人 时 ,时 数 


Bu(M) _ Bu(M) Bu (M) Eu (WM) 
[= 3 a ET 一 一 一 一 -0S 站 2 十 一 人 208 os 


世 一 波 地 趋 商 于 其 租 再 。 

由 于 导数 (78) 是 一 玛 地 趋向 于 其 极 痕 导 的 (从 久 邦 或 队 外 部) ， 就 可 断 
夺 ; 这 个 概 幅 蚀 是 师 面 上 点 No 的 连 粮 曾 数 。 

现 表 ， 不 习 在 于 潍 法 禄 扑 向 No 时 ;而 是 妆 按 任何 方式 趋向 于 No 有 时 , 极 
取 信 昌 世 趋向 于 上 还 的 酉 和 限 。 交 确定 计 ; 设 允 从 内 部 趋 商 于 Nn, 用 wl) 案 
谨 导 数 (73) 在 健 杖 上 的 柜 岂 书 : 设 # 为 已 奏 的 任 蛮 小 的 正 数 。 我 伯 必 腻 生 
明 : 存在 这 样 的 正 数 2 使 得 :只 要 | 开 No| sm 导 在 SS 交 内 都 ;就 成 站 : 
C0) SD ND) eo 


199. ”对 才 势 航 数 B11 


必 过 入 为 中 心 ,他 通 当 小 的 焉 数 5 为 中 人 的 球 ， 使 得 曲面 被 包 在 球 闪 的 部 
分 上 成 人 站 不 等 式 |w(N} 一 2NO) 福王。 双 广 寻 在 以 No 为 必 、9 为 竺 径 


的 球 的 内 部 ; 并 上 且 选 操 n 使得; 上 只要 储 在 六 上 点 N 的 法 关上 及 | 人 MN| 志 1， 
就 有 


PD sn) | 


2 


诲 是 可 能 的 ， 是 美 于 己 蚌 一 夷 地 和 向 对 wtNY 哩 。 此 
和 外， 还 卸 设 < 如 时 点 对 a No 的 距离 不 大 于 1 那 末 它 到 点 对 册 工 高 
就 更 会 小 于 7; 花 里 N 量 在 5 上 网 点 ,而且 半 是 在 的 法 恋 上 。 我 们 有 : 


HD WMNDY = 一 是 (全 oN) w(tNo) 


SF -evo |< | OD -on |+locn -oo 


由 .上 所 还 右 端的 击 项 光 不 大 于 总， 因而 


(a0) 当 MNol rN， | oN |<e。 


上 硬 我 们 用 了 如下 舶 初等 的 命题 : 点 型 到 曲面 有 的 坟 额 臣 高 是 从 HH 所 3| 约 
曲面 5 的 法 谭 并 N 的 县 。 

还 指出 ; 当 s=9 时 ; 即 点 下 与 No 相 人 重合 时 ; 积分 (67) 与 (89) 是 多 意义 
的 。 悍 ,如 我 们 所 见 : 它 俏 的 羔 是 有 帝 尺 的 。 

上 面 的 丹 进 引导 刹 首 先 由 生机 略 音 人 酷 夫 所 艇 明 的 如 下 定理 : 

定理 ”如 六 赛 度 4(N) 满足 李 尊 项 莲 条 件 (66)， 珊 本 音 层 执 国 数 沿 任何 
友 册 的 寻 数 从 内 部 或 从 外 部 直到 出 丁 上 为 止 都 是 违 写 的 。 当 点 于 在 点 J 越 
过 曲面 时 ; 沿 申 匿 在 No 点 的 任 一 切 缠 方向 的 导数 的 变化 是 过 写 的 。 

研 究 驱 丑 涩 醒 数 的 导数 趋向 于 曲面 8 时 的 体态 有 和 营 很 大 的 困难 。 这 一 
方面 基本 的 精 果 也 是 A. 导 . 山 普 诺 夫 在 山 的 . 上 壕 的 论文 “及 与 狄 义 甫 利 出 炸 
有 有 尖 的 基干 半 是 "中 所 得 到 的 。 


199， 对 数 势 画 数 水面 的 情形 ,我 们 以 地 上 来 代 幸 1 为 基 


本 音 解 FTT, 193]。 仍 了 是 了 平面 上 的 并 轴 道 , jo 是 它 的 甚 。 彰 
层 势 页 数 的 定义 直 式 是 ; 


513 种 字 常 ” 边 盘 苘 题 


BD v0 | pO lg i 
美 似 于 三 凌 情 形 的 情 福 子 的 第 二 个 奇 解 是 : 


; 间 1 
(5) 
而 双 层 势 萝 数 册 公式 
(8 分 oo(CM0) = | iN) SP as 


所 定义 ， 党 里 9 一 (7, 1) 。 者 示 式 “人 ds 车 出 从 点 来 看 遂 


浇 瑟 素 亚 的 角度 ,如 果 cos g>D, 这 个 和 角度 是 正 的 ,如 了 cog p<0, 
书 就 是 鳞 的 。 下 面 的 公式 


(38) | C08 gems10 (在 7 外 ) 
{时 在 1 上) 

是 公式 (26) 的 类 眉 , 对 过 蒂 ! 可 以 作 一 - 些 假 规 ,它们 类 位 于 对 曲面 
S 的 那些 假 识 

给 出 曲 颖 ! 的 参数 方程 的 面 数 o(s) , y(s) 有 局 期 mn, 现 眶 它 
们 有 到 一 阱 的 速 续 导数 。 夯 数 /CN) 一 j(s) 族 为 带 续 的 。 和 假设 对 
在 了 上 而 合 于 这 面 继 上 的 某 一 点 放 o， 我 们 来 斌 究 双 层 势 画 数 的 
楼 。 注 浅 到 人 的 方向 余 吵 是 由 导数 (8) 与 一 好 二 所 表示 ; 我 们 
就 可 写 出 : 


(BD P07, 1) 
全 他 


[人 —%(s0) IYy (8) 一 [区 全 一 条 89) lm (3) 


[ws) wt{so) T+ [ys — ys 
如 时 8 与 不同 , 所 号 的 末 示 式 是 s 与 % 的 速 续 而 数 。 现 费 * 与 
s 欧 癌 于 同一 桥 稻 5 。 应 用 泰 乐 肥 式 ,可 以 写 出 : 
此 (8) — 80) 一作 (80) (8 — so) 条 (80) 地 一 :Bo)? 
(8) 一 (go -上 0 (80) (8 — £0) - 


2F5 (天 在 内 ) 
和 | 


199. 对 数 劳 庆 类 B18 


YC) —y C80) = (0) Ge—s0) + C8) (aso) 


V's) = (80) 十 多 (个 ) (一 so ， 
式 中 呈 区 2 在 ?与 和 之 秆 。 把 它 信 代入 C84 关 移 去 因子 
4 一 8)2， 就 得 到 极限 的 表示 式 : 


区 SY" (SD) ~ (SIP (81) 和 (ga 3 5) C8) (yw (sy 
2[2" (81) FY (81) ] 


七 等 于 曲 散在 点 gs==s 的 曲 栓 的 二 秀之 一 。 因 而 画 数 (84) 是 s 与 
50 于 的 连 千 画 数 ,把 尼 让 为 到 fo，s)， 我 们 可 以 断 音 ,如 果 净 "在 
i 上 ,到 丑 扫 图 数 


wNO) =ws0) = | LCs, Os 


是 We 的 速生 丙 数 。 
国 而 ,在 对 x(s) 与 9(s) 所作 的 假定 下 , 西数 (8 是 * 与 在 
1 上 上 的 速配 画 数 。 在 三 厅 的 情形 , 一 般 认 来, 画 数 于 7 当 太 重合 


于 We 时 有 ~- 村 性 奇 点 。 对 双 必 势 夯 数 (82) ,可 以 证 明 类 似 于 (42) 
的 公式 : 


wANO = NOt wp NO= | NY 0s dot mn (No) 
(0) | 
vANO NO sp NO | HN) es 2) do~ spt No), 


式 中 ?0= | 有 | ， (ro 下 是 方向 六 oo 与 1 在 色 点 的 外 法 重力 
的 交角 。 从 (85) 推出 : 
(86) .| . wt No) —wotNo) =2am No) . 
单 层 势 本 数 (81) 在 私 平 而 有 定义 ， 生 为 连 甘 。 
能 NWo 是 上 的 某 一 点 ，?zi 是 这 点 的 法 线 万 说 。 各 时 M 不 
罕 8 上 ,我 个 就 有 : 


me 


1 
中 二 
家 8 一 | CN) S08 #0) ds。 


当 亚 治 法 继 从 8 的 内 部 或 外 部 趋向 于 We 时 ， 导 数 (87) 有 概 限 ， 
这 些 极限 可 以 由 公式 
于) 一 | CN) ose He) ds wp (No) 


(Se) -| LN) co 四 ds—zpm (No) 
Out (Bo) 
(89) (S30) 
代替 (84) ,我们 有 : 


eostto, Po) _ [2{8) —# (80) 1 (80) — Ty (8) 一 ws] (#0) 
To [sw (8) —% (so0) J3+ [y(s) —y (80) 1* ’ 
与 以 前 一 样 ， 还 可 以 证 明 当 s 重合 于 s 有时, 这 一 表示 式 保 持 连 积 。 
我 们 指出 ,一 般 说 来 , 单 慷 势 画 数 在 艇 洲 远 处 不 礼 为 等。 
200， 积 分 公式 与 平行 曲面 ”在 下 商 , 我 仙 必 须 利用 如 下 的 积 


舅 肥 式 , 利用 沁 们 , 可 以 把 染 三 龙 区 城 的 积分 化 为 曲面 积分 [II; 
1931: 


on, 9 498.90 9.90) gr [uo2as— (|| 
(90) 时 (县 流 开 贡 " 到 二 贡 和 R)ar= | "有 | udodr 


(91) I (wv vA dr=|| (uo 2)as, 


式 中 , D; 是 由 曲面 8 所 团 成 的 空间 部 苍 ，%” 是 曲 面 8 的 外 法 线 方 
向 。 这 些 公式 是 在 下 面 的 居 起 下 导出 的 : vv 及 其 第 一 阶 个 导数 
在 妨 中 硬汉 8 上 为 起 是 如 车 的 ;第 一 阶 企 导数 在 DD 内 为 束 积 ,在 
有 中 的 包含 dw 与 4v 的 积 人 是 有 意义 的 。 如 果 da 与 do 并 不 是 
区 到 S 上 者 达 种 , 那 未 这 积 妇 就 是 反常 的 , 它 可 以 作为 沿 合 于 轧 


(87) | wm(N) 


(ee ) =2xm (No) so 


+ 


OO 
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夫 的 任 一 区 域 序列 王 ” 的 积分 的 极限 而 得 出 , 那 时 这 些 区 域 D8" 
是 趋向 Di 的, 这 就 是 D, 中 的 性 何 内 点 ,从 某 一 指标 %* 开 始 ,都 落 
在 DI” 的 办 部 。 在 后 文中 我 们 次 讨 列 调和 男 数 , 凶 du= 4v…0， 
而 在 (91) 中 我 们 常设 4% 一 vu。 计时, .上 面 所 指出 的 公式 具有 如 下 的 
形式 : 


(92) 中 [0%)’ + 0) + (8) je | fu 

(93) 站 [的 -的 ,]s-o 

这 些 耻 式 对 于 8 外 的 乱 限 区 域 也 也 成 立 , 即 ; 

09 咱 [ 的 的 + 的 二 -下 的 ,= 
(95) 中 [u(@2) 一 ge) as~0, 


这 只 可 西数 % 与 在 3 外 面 调和 且 其 一 阶 妨 导 数 在 六 外 而 查 到 癌 
为 连 炉 , 并 且 在 并 趋 于 无 限 远 时 它们 趋 于 老 ,， 反 而 成 芯 忆 下 的 不 
鱼 式 .: 


RilvltM)|<A; FP 


au(M) | 。 4， 
<4 
C96) 
av(M) 
ot 

其 中 且 是 由 开 到 空间 的 任 一 定点 0 的 距离 。4 是 常数 , 而 了 是 
任 一 网 定 方向 。 公式 (9 与 (95) 中 的 是 恒 的 法 线 方 向 , 按 D。 是 
朝 外 , 邹 辆 8 的 内 部 。 

为 了 证 明 公 式 (94) 与 (95) 必须 把 它们 应 用 到 由 5 及 以 0 为 
心 、 光 分 大 补 径 的 球面 所 国威 的 有 限 区 域 中 。 当 中 径 趋 向 无 劣 时 ， 
因为 乘积 &. 季 与 0 他 估 值 的 阶 刀 为 亡 ， 而 曲面 面积 为 45 
所 以 洛 球 画 的 积分 就 趋向 于 专 。 因 而 我 们 就 得 到 公式 (9 鸭 (8 有 。 


RIv(M)|<A; BR? < A, 


610 第 四 齐 ”过 入 问 枉 


[大 看 II; 194]。 

我 们 在 后 文 的 一 段 中 可 以 见 色 ， 只 要 拒 惟 霸 和 画 数 uC )》 与 
?li) 当 开 趋向 无 孔 远 时 趋向 于 竺 ,条 件 (96) 就 可 以 请 足 。 作为 
公式 (98) 与 (96) 的 一 个 推荐 ,我 们 得 到 如 下 的 公式 [J, 194] > 


mo- 划 E 基 交 ]e 


Br Pr 


式 中 兄 是 区 域 功 或 六 的 外 法 线 方向 , 只 可 着 公式 (97) 应 用 在 什 
么 情形 上 。 。 

帮 在 要 指出 可 以 应 用 所 举 出 的 侦 式 的 艳 广 泛 的 条 件 。 在 曲面 
S 的 每 点 的 法 线 上 划一 线 恨 ,它们 具有 同一 长庚 8, 并 朝向 8 的 内 
都 , 眼 旗 对 一 切 充分 小 的 3， 这 些 和 线段 的 端点 了 的 几何 轨迹 构成 
一 全 自身 不 相交 的 于 曲面 , 它 在 5S 的 内 部 而 且 有 连续 变化 的 切 斑 
面 。 把 这 一 曲面 记 为 Ss 。S 上 的 每 一 点 下 对 应 于 SS， 上 的 一 点 
P, 民 是 在 点 不 的 曲面 法 线 上 的 。 反 之 , S; 上 的 侠 点 卫 对 应 于 尽 
上 的 一 确定 点 访 。 现 证, 曲面 8 在 点 的 法 线 就 是 曲面 5 在 也 
点 的 法 线 。 用 (2， 2 2) 采 表 示 8 上 点 在 革 一 坐标 系 航 下 的 坐标 ， 
用 人 yy 2 素 所 对 应 点 已 的 坐标 。 

我 们 有 : 

ww2—H co0u (NR, TT) 
(98) 久 一 一 人 oog (FW, Y) 
zz 一半 cog (机 , ZZ)， 

式 中 属 是 曲面 的 姑 法 烤 方 二。 我 们 履 说 8 的 某 -- 小 碧 曲 面具 有 
家 式 方程 z=z(w, 仍 , 并 且 zt 奶 有 到 二 阶 的 束 炽 导数 。 这 时 ， 
法 重 的 方向 余 获 是 坐标 的 连 种 可 微 信 而 数 。 

识 访 夯 出 5 的 前 述 的 划 面 壤 上 的 一 条 曲 缕 部 (o, y,2) 是 
某 一 套数 t 的 回炉 可 微分 丽 数 。 这 时 (ze' ,四 也 是 上 的 连 精 可 微 
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人 


分 画 数 。 招 显然 成 立 的 等 式 
(ll 一 从 ?十 ( 信 一 护 3 十 (一 分 3 一 让 
关于 二 导 徽 ,就 得 出 : 
[wt yt] Ey) 二 
+ (yD 2] =0, 

”但 办 PN 是 及 的 法 粳 , 所 以 第 二 个 方 括 线 等 于 看 。 从 此 可 网, 第 
一 个 方 括 张 也 等 于 肝 , 这 就 是 忱 ,1' 的 切 训 与 PN 相 垩 并。 从 此 寞 
接 可 推出 ，P 是 局 的 法 弹 。 我 们 假 证 ，8 的 每 一 点 都 能 位 于 具 
有 所 壕 性 质 的 曲面 碧 中 。 曲 面 S, 称 为 曲面 & 的 平行 曲面 。 

现 品 ,在 8 内 部 的 鞠 和 国 匆 与 0, 当 对 依法 米 趋 向 于 四 时 ， 
它们 有 正常 的 法 各 导数 ,并 且 夯 数 芭 与。 本身 在 于 区 域 万 中 为 囊 
纺 。 这 时 , 我 们 可 以 对 由 曲面 所 图 成 的 区 域 应 用 所 有 的 上 面 所 
指出 来 的 那些 到 式 。 注意 到 图 数 w，" 及 其 法 简 导 数 趋 向 于 极限 
的 一 至 性 , 双 注 意 到 曲面 5 与 8 的 法 简 是 重合 的 ,分 8->0, 取 林 
限 ,我 们 就 得 到 对 D; 的 所 有 的 公式 。 沿 DD 的 三 重 积分 在 这 叶 应 
说 为 反常 积分 , 它 是 作为 在 内 部 区 域 的 积分 , 当 这 些 区 域 趋 间 于 
Di 时 的 柱 限 。 国 为 被 积 夯 数 是 正 的 , 所 以 蕊 与 这 些 区 域 如 何 趋向 
于 D, 扰 关 。 特 别 ,可 以 利用 由 5 所 图 成 的 区 域 ,在 柱 限 的 过 程 中 
还 必须 这 小 汉 曲面 面积 的 测量 。 这 一 面积 元 素 可 以 用 第 一 高 斯 形 
式 的 系 匆 表示 为 下 记 形 式 [IT,130]; 

dS = Vv BG— ds dy, 

例如 ,加 果 取 4%, 9 作 穴 数 ,从 (98) 可 以 扒 浊 ,如 , 卫 , 全 都 是 8 的 二 
次 多 项 式 。 上 面 的 葵 壕 也 适用 于 PD, 。 在 这 时 ,公式 (98) 中 的 负 导 
应 让 为 正 号 。 如 果 丽 数 4(M) 与 of) 可 以 用 速 村 密度 的 单 层 执 
责 数 来 表示 , 那 末 它们 直 到 8 上 为 止 都 是 玉楼 的 ,并且 还 有 正 党 
的 法 线 导 数 。 

因而 ,我 们 就 有 : 


Mr 


B18 第 四 村” 壹 值 疝 题 
定理 ”如 时 从 曲面 总 的 内 部 残 外 部 作 具 有 旧 性质 的 平行 曲 
更 病 过 存在 平行 于 曲面 请 和 的 曲面 凶 5 的 革 些 充分 条 件 。 履 曲 
面 有 为 履 普 庄 夫 曲面 , 并 且 站 条 件 {3 ) 中 = 二 。 现 就 ,对 充分 小 
的 3, 曲面 汪 * 是 无 重复 点 的 于 曲面 ,这 就 是 ,对 于 六 上 的 不 同 的 不 ， 
也 对 应 不 同 的 P。 叔 什 3 一 人, 并 发 对 不 同 点 ja(et 如 za) 与 
sos Ya， 23) 我 全 得 到 同一 点 五 ， 此 师 : 
mie0s(t XC) 一 0 一 人 oo05( 和 5， 并 ) 
(99) Yi— 人 Seo FP) = 6 00 (RRs, FY) 
HO00d{, Z) 2 —6c09(Hs, ， 
式 中 全 与 凶 是 8 在 入 与 W。 的 外 法 线 方 向 。 我 们 要 指出 , W。 
在 以 到 | 为 中 心 ,a 为 年 径 的 球 内 。 用 ”is 表示 下 离 | 入 44| ,由 于 
(99) ,就 得 出 : 
7 一 V2-cog 六 ， 
式 中 心 是 了 与 人 is 之 有 的 挛 角 。 担 由 于 (6) 式 及 a=1, 我 全 有 
1--eog8< 上 于 ori,ey 而 从 最 后 一 式 就 推出 : ms 所 oraso 


如 果 取 8 一 二 ， 那 林 我 们 就 会 得 出 子 盾 。 因 而 对 x= 工 的 略 普 


镜 夫 曲面 , 如 8< .9 ，8 一 工 , 则 曲面 5, 瞻 重 复 点 。 并 县 ,由 于 加 


[a 

在 总 上 的 条 件 [192] ,可 直接 推出 , 在 6<& 时 所 有 的 点 卫 都 在 5 
的 内 部 (或 外 部 )。 上 [外 ,我 们 如 再 假 慌 在 局 部 坐标 下 ,期 面 块 的 方 
程 是 2 一 2(2， 幼 ， 功 数 :人 区 有 二 阶 的 连 秆 导数 , 法 末 曲面 5 就 
有 有 沿 涪 5, 巡 粳 变 动 的 切 平 面 。5, 为 池 的 这 一 事实 得 接 如 于 推出 
在 已 内 部 的 点 型 向 漆 5S 速生 地 移动 时 , 型 到 5 的 距 病 一 定 会 
在 型 的 某 一 个 位 冒 时 等 于 56。 

注 起 wal) 在 人 8 内 速 续 , 有 第 一 阶 的 速 续 的 导数 ,有 正常 的 
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法 简 导 数 。 这 时 ,以 前 诸 询 的 ( 4 ) 的 枉 限 值 是 在 8 上 的 一 迷 
匡 数 [196], 从 此 可 知 , 必 存 在 数 B, 使 得 
0), |< es. 


另 一 曾 , 由 于 法 线 导 数 是 一 致 地 趋 疝 于 其 神 限 的 ,对 桂 意 给 定 的 正 
数 8, 在 在 数 ?9, 使 得 在 | 型 克 | 和 9 时 存 耻 : 
Ele (WM) (BN) CD 


Ey 


只 要 点 开 在 8 的 内 部 并 在 的 过 点 六 的 法 粮 上 。 固定 s, 名 得 
当 1MN|<<% 时 ， Bu 0) <(B+e) 从 EM ut MD) | (B+ 


十 82; 于 此 83 一 | 有 Hi。 从 此 推出 , 当 ML 沿 着 法 线 趋 向 契 
时 , w 0 人 有 一 定 的 极限 CN) 。 我 们 证 以 进一步 本 出 


u(M) —u(N) 一 | a8 


式 中 Mi 是 法 绚 上 的 变 点 ,5 一 |8M4| ,5 一 | 育 了 | ,并 自 人 5 所 
<7。 依据 上 曾 对 法 税 导 数 的 估 沛 , 就 推 得 : |w(M) 一 w(N) 1 所 
志 (B+8)8, 从 蝶 可 见 对 育 在 8 上 的 位 置 (UM) 是 一 至 趋 近 于 
u( 太 的 。 由 于 注意 到 了 这 一 点 ;就 不 难 廿 明 [ 见 196], 当 于 个性 
何方 式 趋向 坟 时 ,wu(C) 趋向 wlW) ,并且 w(MM) 补 到 8 上 为 过 
种 。 对 D。, 类 似 的 论述 也 成 立 。 困 而 ,在 出 数 &(M) 有 正 党 的 法 
线 导 数 时 , 心 让 到 8& 为 过 和 纺 。 

因而 ;, 庶 用 上 壕 积 苍 候 式 时 ,所 需 要 的 条 件 只 县 4 与 2 
的 正常 的 法 粮 导 数 的 存在 。 

上 从 的 对 于 DD, 的 全 部 哗 述 可 以 移 用 到 平 而 的 情形 。 但 对 平面 
上 频 限 区 域 的 情形 ,事情 就 不 同 了 ,我 们 以 后 再 来 说 明 字 。 

201、 讽 和 西数 序列 “在 转 到 利用 单 屠 势 画 数 与 双 层 势 画 数 
解决 技 普 接 斯 方程 边 值 回 题 之 前 ,我 们 先 克 立 调和 本 数 的 某 些 性 
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拒 ,作为 我 仿 已 有 的 一 些 牧 质 的 补充 。 我 们 考察 裔 和 丁 数 序列 , 或 
议和 画 数 所 成 的 般 数 (二 者 实际 上 是 一 样 的 )。 我 们 在 平面 的 情形 
进行 所 有 的 证 明 。 对 三 半空 尔 , 它们 是 逐 字 还 各 一 样 的 。 只 获 把 
普 阿 松 公 式 换 为 答 出 球 的 狄 义 赫 利 问题 解 的 公式 。 

美 于 顺和 夯 数 的 般 数 的 一 致 收 雍 福 的 基本 定理 非常 相 已 于 对 
复 变 量 正 则 画 数 的 相 类 似 的 定理 [IIIT;12]: 

如 果 航 数 


(100) Slur (o, 的 


的 每 项 在 有 界 区 域 内 名 和 , 在 闭 区 域 互 上 速 模 , 而 航 数 在 这 一 
区 域 的 境界 迎 道 上 &_ 上 一 致 收 合 , 那 末 它 也 在 整个 了 区 域 上 一 致 收 
效 , 谢 数 的 和 是 B 内 的 句 和 面 数 。 

识 s 为 秆 元 葵 定 的 正 数 。 由 于 在 迎 漆 { 上 的 一 致 收 仇 性 , 故 


存在 万 , 合 对 任何 m 之 万 及 任何 正 的 p ， 耻 立 不 等 式 : 
| 总 wo) 护 1<e， [bw; 切 在 LL 上 ]。 


所 号 出 的 高 和 父 数 的 有 限 和 是 在 闻 内 秋 和 的 夯 数 , 灿 在 阴 区 域 卫 
速 模 , 由 于 纲 和 酌 数 其 有 企 填 界 上 达 泽 极 值 这 一 基本 性 质 [II， 
1941 ,我 们 就 可 靳 普 , 只 要 所 写 的 不 等 式 是 在 边境 上 上 有效, 那 末 它 
们 也 就 在 所 有 办 点 有 效 , 换 名 话说 , 少 也 就 在 歼 个 湖区 域 有 敦 。 亲 
询 极 数 (100) 的 和 Sw, 凡 也 是 朋 区 域 上 的 连 楼 画 数 。 现 鞍 , 它 也 
在 表 区 域内 寄 禄 。 帘 好。 为 B 内 的 任何 点 。 以 Mo 为 中 心 作 轿 如， 
渴 36 的 符 么 五 使 得 整个 图 3o 落 在 的 内 部 。 用 8, (x 仍 下 各 
数 (100) 的 前 % 项 之 和 。 这 一 有 限 和 式 是 一 个 锻 和 画 数 , 而 它 在 
3。 内 部 的 值 可 以 利用 它 在 这 一 辐 的 图 周 上 的 德 佐 普 阿 米 众 式 来 
表示 ; ， 


加 1 本 泪 R*— pn - 
8,(p, 内 = 让 SR DT 
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起 中 了 ,多 ) 蚌 点 关 (w) 中 的 榨 华 标 , 但 点 好 是 取 为 厦 点 的 。 在 所 
侣 的 园 的 阅 周 上 上 上， SBR, 内 关于 出 一 致 地 趋 闻 了 于 8, 由 ，, 取 极 
限 ,我 介 就 有 : 


1 gw : 五 3 一 马 
y= Ee 
Slp, 全。 Da | SR, vw) RR?2—2Rpcoatp— ow) + dy 


这 就 是 : 罕 所 说 的 图 内 般 数 (100) 的 和 可 以 用 普 阿 松 积分 囊 示 ， 
而 就 是 釉 和 函数 。 提 柄 一 F,， Mo 是 内 的 任意 一 点 。 我 他 注意 
到 ,可 以 洁 八 一 样 地 证 明 , 级 数 (100) 在 召 内 可 对 p 与 p 微分 任意 
裕 。 实 际 上 ,从 普 阿 松 仅 式 直 接 推出 : 


Burtp, ®) _ 1 五 2 一 记 
dp - 训 |。 ur (E, ,和 匣 RC— Rp cog (由 一 人 ) +o 的 十 多 dy 


把 圾 数 岂 00) 的 两 动 乘 以 
日 _R-p 
Bp RI—2Rpecosty— g++" 
村 在 所 襄 的 图 .上 积分 ,我 们 就 有 : 
05 (ps 9) ~ HY ous Sp 0), 
op 


天王 


自然 , 所 证 明 的 定理 可 以 用 于 调和 数 序 区 的 术 旬 和 | 1 部: 如 时 
罕 区 域 B 内 壮 和 ,在 队 区 域 8 巡 秆 的 画 数 序列 S, (2, 幼 在 边 并 通 
道 /上 一 至 收 铬 于 极 腿 醒 数 5S (cy 妇 ， 那 末 它 也 在 整个 闭 区 域 忆 
上 一 救 妆 黎 于 其 村 限 画 数 。 杯 孔 画 煞 在 五 内 居 和 ,和 共 上 且 在 了 内 邦 列 
可 以 数 分 任意 次 。 

加 证 明 一 个 定理 , 它 是 关于 一 个 竺 殊 情 形 的 , 印 亲 数 (100) 的 
每 项 是 正 徇 一 数 的 时 收 。 于 光 这 明 意 阿 松 仅 式 的 一 个 推 褒 。 两 数 
vps 0 在 以 Mo 为 中 心 的 图 p< 二 内 裔 和 , 症 阴 因 上 连续 ,在 这 图 
内 可 由 普 阿 松 公 式 避 示 : 

3 有 ,区 
ut{p, op) -地 | ulBR, vb) TF Gy s 
此 外 ,我 仙 恨 设 这 个 画 数 为 正 的 ,由 于 考虑 到 |cos 一 9p) 去 
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我 们 就 可 写 出 不 等 式 : 
(R—p R23Rocogy— 9) -Fret+p), 
而 虫 普 阿 松 公式 可 直接 推 得 : 


RE-p. 1 2 
Ers 去 | wR Wap P) SS 


| 


2 
赎 2 训 B,Day 


注意 到 于 均值 定理 [1I;194] ,就 有 : 


(101) Rie Mo) Sup, 9) «EE wlMo), 


对 正 裔 和 菌 数 的 这 一 估 值 一 一 用 它 在 一 加 的 中 心 的 数值 来 估计 它 
在 图 内 尾 帝 点 的 数值 , 称 为 哈 移 死 不 等 式 。 利用 这 一 不 等 式 就 可 
以 证 明 如 下 的 定理 : 

和 如果 有 一 增加 的 画 数 序列 So， 醒 数 eat 在 内 秽 和 ， 


a 


它 在 8B 内 处 处 收 化, 并且 在 伍 一 如 境 异 都 在 B 内 的 区 域 B， 上 为 
一 狼 收 禾 。 

个 定理 的 条 信 , 在 B 内 ,成 立 S441(M) 之 Sn,(M)。 由 于 序列 在 
点 Wo 为 收 敏 的 , 对 尾 一 已 夫 正 数 2, 存在 万 , 使 得 [Suio C20) 一 
一 S.CM0)]<<e 对 n> 信 及 任意 Pp 成 立 。 识 如 为 以 Wo 为 中 心 、 
了 为 站 会 含 在 B 内 的 国 。 注意 到 上 面 所 写 出 的 差 式 是 正 的 衣 和 
曾 数 ,我 们 可 以 写 出 : 

O85 CM) —S,(M) < 天 二 8 se， 


式 中 并 是 所 呆 的 图 的 尾音 内 点 ,P 是 点 并 到 计 的 距离 。 以 村。 
为 中 必 、( 忆 一 本 他 是 任意 小 的 指定 正 数 ) 为 什 径 作 国 36。 我 们 符 
到 在 图 26 中 的 佑 前 式 : 


O08 (WM) 一 Su Ss, 
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从 此 推出 (1 在 图 Zo 中 的 一 臻 软 艇 性 、。 取 在 zo 内 的 一 点 型 1 
因为 序列 在 这 一 点 收 敏 ,利用 上 面 所 指出 的 哈 述 ,我 们 就 得 到 这 却 
列 在 以 ,为 心 、 建 境界 都 在 也 内 的 图 中 的 一 致 收 做 性 。 粮 模 如 
此 地 进行 下 去 ,如 辐 对 解析 延 拓 的 情形 完 翁 一 样 的 作法 ,我 们 就 可 
以 证 明 序列 在 内 的 所 有 的 并 图 上 的 一 至 收 钱 性 。 每 一 巡 同 境界 
都 在 B 内 的 天 区 域 Bi, 我 们 可 以 用 有 限 个 在 也 内 的 图 去 造 蕾 它 ， 
沪 喜 给 出 序列 在 法 样 的 区 越 疡 的- 致 收敛 性 。 再 指出 :由于 前 -- 
定理, 从 序 烈 的 一 致 收 做 性 就 推 由 序列 的 概 限 硬 数 是 在 卫 内 的 基 

可 以 用 起 数 的 术语 来 表达 所 下 得 的 定理 , 这 就 是 : 如 果 极 数 
《100) 的 每 项 是 在 B 中 的 番 和 西数 ,并 且 从 基 一 % 超 是正 的 。 如 时 
级 数 在 卫 内 基点 收 笋 , 那 来 必 在 B 内 处 处 次 笋 : 且 在 您 一 达 同 浊 
界 都 在 了 内 的 闭 区 域 .上 一 至 收 钱 。 在 前 一 定理 中 我 们 自然 可 
以 用 减少 序列 来 代 着 增加 序列 ,相应 地 ,也 可 以 取 负 的 画 数 来 代替 
正 的 而 数 。 z 

202， 技 普 拉 斯 方程 的 内 部 边 值 网 题 的 提 法 ” 琢 了 ,为 三 太空 
间 的 有 限 区 域 , 由 曲面 8 所 包围 .如 我 们 所 知 , 狄 义 在 利 内 攻关 是 
是 要 求 出 画 数 wCag) 在 内 调和 ,在 于 区 域 内 涉 夸 ,在 8 上 取 
得 预先 给 好 的 值 , 这 些 值 是 在 8 上 的 束 缠 西数 问题 的 解 只 能 是 一 
个 [IT,194] ,在 将 来 ,在 对 境界 8 作 了 一 些 限定 之 下 ,我 们 要 葵 出 
解 的 存在 性 的 征明 。 宇 下 面 的 情形 , 关 题 的 情况 完全 是 一 样 的 。 

对 于 路 伊 曼 问 题 , 在 境界 上 所 给 定 的 并 非 夯 数 本 身 , 币 是 法 本 
导数 名 和 全 的 极限 值 了 (NW) ,这 时 我 们 是 址 M 治 法 艇 趋向 克 的 。 
如 再 假 肯 4(M) 有 正常 的 法 线 导 数 ， 那 未 我 们 可 以 应 用 公式 (93) 
到 wu(ag) 与 eCM) =1 上 去 , 面 得到: 


{ 10%) 中 repas-。% 
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一 一 一 一 


因而 ,在 正常 法 厂 导 数 存 在 时 ,这 个 不 绑 式 为 典 仇 曼 内 部 问题 有 解 
的 必要 和 条件。 我 们 指出 ; 如 有 果 基 一 两 数 w (NU) 奏 出 谐 伊 曼 内 部 辕 
题 的 解 , 那 末 本 数 “Gd) 十 0 其 中 0 是 柱 覃 常数 也 烙 出 问题 在 亢 
一 按 值 条 件 .FA) 下 的 解 。 贱 伊 曙 内 部 问题 解 的 唯一 性 是 在 于 下 
这 的 断 革 :这些 解 色 取 尽 了 问题 所 有 的 解 ， 这 就 是 : 如 果 外 (4) 与 
if) 是 峙 仇 肥 问题 在 同一 的 按 值 条 件 . 六 人 ) 下 的 十 个 解 , 那 未 它 
们 的 其 wt 玉 ) 一 呈 ( 弄 ) 在 了 中 应 为 常数 。 

以 上 断言 容易 证 明 ,， 只 要 蛋 滴 (型) 与 wa( 弄 ) 有 正常 的 靶 栈 
导数 。 这 有 时差 式 外 对 ) = 加 人) 一 (并) 也 有 正常 的 法 厂 导 数 , 它 
的 标 限 值 等 于 堵 , 因为 "Ga 让 到 & 为 巡 灶 , 所 以 , 把 公式 (92) 应 
用 到 % (44) , 我们 就 得 出 : 

J + (fo) + go) Ju-o 
中 此 也 得 出 2( 民 MD) 在 DD 内 为 常数 。 后 面 有 一 段 我 们 要 引出 左 恨 肥 
问题 解 的 玲 一 性 的 一 般 欧 明 。 

还 指出 , 在 犹 义 灵 利 与 磁 伊 曼 的 内 部 问题 提 法 中 , 境界 8 也 
可 以 由 若干 瑰 半 曲面 构 丰 。 

拉 普 拉 斯 方程 的 第 三 基本 动 值 周 题 ， 是 在 于 求 出 在 8 内 的 融 
和 画 数 ,并且 ,在 区 域 的 境界 上 法 线 导 数 与 画 数 本 身 的 一 个 趣 性 棚 
合 是 已 料 的 。 这 就 是 , 边 值 条 件 上 共有 形式 : 


G08) (2)) +p(au=FCN) (NW 在 8 上 ), 

式 中 p(N) 与 J(N) 是 在 8 上 锥 定 的 速 楼 画 数 , 并 且 , 我 们 琢 
2(N) >0。 假 用 4(M) 有 正常 的 法 黎 导 数 , 我 们 来 征明 唯一 性 定 
理 。 如 果 辣 题 有 两 个 解 , 逆 林 它们 的 洲 式 CW) 就 会 满足 齐 次 的 过 
值 条 件 : 

(104) (LD) +p(N) uN) ~0, 


308， 和 在 请 上 的 外 部 间 是 835 


i rr Lr, 0 Se 


对 (MM) 应 用 到 式 (99) ,利用 (10g ,就 得 由 : 
We 
=—|| (Nas, 


右边 的 积 妇 不 可 能 是 正 的 ; 而 左边 的 积分 不 可 能 是 鱼 的 , 这 就 是 ， 
宅 们 双方 都 等 于 寺 , 由 是 直接 推出 9?CM) =0。 

所 有 前 而 的 烙 昌 在 下 而 的 情形 都 有 歼 。 

到 现在 为 下 我 们 卷 察 了 所 谓 内 部 问题 。 这 些 亲 题 都 是 在 某 旧 
边 值 条 件 下 了 要 求 块 定 在 有 办 区 域内 的 番 和 画 数 。 我 们 现在 转向 干 
外 部 问题 , 这 时 ,我 们 竖 求 在 某 一 于 曲面 之 外 《或 革 儿 个 闭 划 面 之 
外 ) 的 无 限 区 域内 为 筒 和 的 画 数 。 对 焉 面 烛 可 提出 类 但 的 固 题 。 
这 时 ,对 未 知 冀 数 在 无 的 远 点 寿 城 的 情况 所 加 的 条 件 起 了 重要 的 
作用 。 这 一 问题 在 盏 面 的 情形 与 在 空 购 的 情形 的 解法 是 不 同 的 。 
我 们 从 设 明 上 前 所 提 到 的 在 青 盎 远 处 的 条 件 开始 ,而 首先 研究 平 
面 的 情形 。 

303.， 平面 上 的 外 部 问题 ” 画 数 4( 太 ) 是 在 无 穷 泛 点 痢 域 为 
疆 和 的 夯 数 ,如 果 点 对 趋向 无 盎 远 时 ,将 数 wCH) 有 有 限 的 瘤 限 ， 
那 示 我们 称 面 数 wxC) 在 无 穷 过 点 为 正则 的 。 现 在 来 解释 这 一 定 
义 的 装 义 。 在 然 鸭 远 点 的 寿 域 作 起 与 以 了 ) 姜 乾 的 调和 画 数 vC) 
[IIIT;2]。 收 授时 针 方向 环 炎 乱 沥 远 点 一 周 , 族 数 24 履 ) 得 到 一 个 


为 单 值 的 , 且 在 无 旁 远 点 类 域 为 正 甩 ,因而 要 在 这 一 痢 域 中 展开 为 
z 的 整数 才 的 罗 设 般 数 。 我 们 来 证 明 : 在 这 个 展开 式 中 完全 没有 ? 
的 正 数 考 的 项 。 事 实 上 ,如 果 这 样 项 数 有 忽 限 的 话 , 源 末 , 当 |z| 
-co 时 夯 数 人 就 稻 驶 取 到 与 性 何 预 先 指定 数值 任 党 较 近 的 值 
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[IEL; 17]。 但 事实 是 , 夯 数 的 实数 部 分 。 印 的 一 这 > 从 1z| 在 
Y*0 时 它 是 趋向 于 无 限 的 ; 当 y =0 时 尼 有 有 限 的 梅 了 眼 ( 因 为 w 
有 有 限 的 极限 )。 
如 果 正 数 紧 的 项 数 是 有 限 , 即 
fa 二 go 一 三 呈 … (Gn 天 中， 
那 末 我 们 就 会 有 : 
ws (2) 一 或- lgp=rp"eog (mg t+) + 


2&-1 小 .. | 

(z= po; Com 一 Te， RR 实数 部 分 的 起 号 )。 
各 时 在 9 固定 时 把 等 式 的 两 动用 pr 来 除 后 再 分 Pp 趋向 于 无 和 劣 , 那 
来 左边 显然 地 趋 癌 于 堆 , 但 右边 却 有 村 卫 costmy 十 昌 ， 诈 与 罗 
有 关 , 厦 非 恒 等 于 雳 。 这 样 一 来 ,我们 就 引出 了 耶 盾 , 因 责 也 的 
展开 式 中 只 能 有 自由 项 与 负数 需 的 项 : 


(105) fl) =m0+ 人 


当 |z|->oo 时 函数 随 (2) 有 有 限 而 江 定 的 福 了 wos 处 此 可 已 齐 
接 推出 ,常数 YY 应 当 等 于 零 , 这 就 是 , 如果 Ke 村 赤 安溪 点 下 期， 
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闻 域 有 展开 式 (105) 。 从 前 面 的 喻 进 可 交接 淮 由 ， 为 使 能 得 出 这 一 
稿 杂 ,只 要 单单 假设 以 尾 ) 在 无 冀 远 点 的 兴 域 是 有 界 就 名 了 。 从 此 
已 能 推出 展开 式 (105) ,因而 当 点 开 趋 简 无 和 远 时 MH) 具有 有 限 
的 述 限 。 

犹 文英 利和 外 部 问题 归 竺 为 求 在 队 届 道 ! 专 外 为 尘 和 的 夯 数 
ul 导 ) , 要 尼 在 艇 和 泡 远 为 正则 ,在 上 取 指 定 的 值 FUW)。 才 加 为 


在 ! 内 部 的 某 一 点 。 进 行 芷 寿 上 的 保 角 变换 ww= -二 一。 平面 在 
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一 一 


! 莽 外 的 部 分 变 为 某 一 有 界 区 域 了 ,调和 画 数 变 为 摆 和 画 数 FILL;; 
名], 点 z= co 变 为 和 一 0, 了 (的 变 成 好 的 画 数 , 它 在 名 =0 处 是 正 
则 的 。 以 上 所 拖 述 的 狄 义 赫 利 外 部 商 题 精 化 为 变 后 区 域 的 内 部 洁 
题 , 显 然 , 对 所 提 的 问题 , 它 只 有 唯一 的 解 。 
利用 展开 式 \105),， 关于: 微分 ,关注 意 到 
在 |z| 一 ce 时， 2 人 一 一 5-t; 
我 们 就 可 断言 : 如 果 调 和 男 数 4( 陡 ) 在 无 穷 远 点 正则 , 那 末 乘积 


p 3 与 Ee ,一 | 在 点 可 兴 向 无 和 远 时 仍 保 撞 有 站 的 。 从 


此 直接 推 得 乘积 大 有 (Cm 为 任意 方向 , 在 点 天 变化 时 它 也 可 能 
发 生 亦 化 ) , 在 点 型 无 限 远 询 时 仍 保 持 有 和 界 。 如 果 吕 是 平面 在 卫 
过 道 了 之 外 的 部 分 , 4( 陡 ) 与 (MM) 是 在 召 内 为 调和 的 画 数 , 在 
无 限 远 点 为 正则 ,和 井 且 及 其 一 阶 导数 直到 沈 道 .上 上 神 是 过 秆 的 , 那 末 
就 会 威 全 丰茂， 


aog CY +() J (Ns 
on 


式 中 必 是 1 的 朝向 区 域 BB 的 外 法 粮 方 同 。 这 些 会 式 的 证 明 完 全 
和 [200] 中 所 作 的 关于 空间 情形 的 证 明 一 样 。 只 要 模 出 下 列 事实 
就 够 了 :在 以 定点 O 为 中 心 、 忆 为 宇 径 的 加 局 上 , 乘积 wx{( 呆 ) 与 
u (名 ) 有 估 值 剖 : 而 加 周 长 为 2 好 。 如 同 在 [8000 中 一 样 , 如 果 
用 %(M) 与 o(M) 沿 ! 存在 正常 法 悉 导 数 这 一 要 求 来 代替 它们 的 
第 一 界 仿 导 数 直 到 ; 的 过 第 性 ,公式 (106) 与 (107) 仍 有 效 。 

现在 来 讲 下 列 情形 的 请 伊 曼 外 部 问题 , 这 时 ,在 了 上当 好 消 
法 逢 焰 向 玉 时 有 边 值 条 件 : 
(108) 2) -了 (NW) (在 1 上 )， 
而 %( 于) 在 无穷 远 点 的 正则 必要 求 仍然 保留 。 流 解 &4) 存在 ,县 
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有 在 了 上 的 正常 法 线 导 数 。 作 有 充分 天 的 补 径 到 的 加 周 局 对 
xs) 与 v(M) 二 1 应 用 公式 (107) , 所 状 虑 区 城 是 上 与 0 所 图 成 
的 ,我 们 就 得 ; 


(109) $ (8 a) de ),as + 人 ds=0, 

但 在 C 上, 导数 (她 ) 的 阶 数 为 走 ， 从 此 可 得 , 当 ->co 时 沿 0 
的 积分 趋 于 喜 , 皮 权限 ,由 于 以 08) 就 得 到 : 

(110) | FM ds=0 


对 能 伊 曼 内 部 问题 我 们 也 得 出 过 这 一 必要 条 件 。 利用 公式 (106) 
可 以 狂 明 ,在 具有 正常 法 线 导 数 的 条 件 下 详 伊 易 外 部 问题 解 的 唯 
一 性 [ 见 208] 。 在 三 维 安 间 , 庄 仇 受 外 部 二 题 的 可 解 性 却 不 需要 淆 
似 于 (110) 的 条 件 。 


再 指出 一 个 事实 : 基本 青 解 lg 工 在 无 擂 过 点 不 是 正则 的 。 当 
?->o0 时 它 趋 向 于 oo。 对 应 于 网 杯子 的 第 二 坷 解 一 在 无 益 远 
虚 却 已 为 正则 ,已 在 这 点 化 为 霹 。 在 三 维 空 间 , 不 仅 偶 极 子 的 观 枯 
数 , 而 且 是 基本 解 二 在 无 劣 远 点 都 化 为 零 。 举 层 势 而 数 (8 了 ) 答 
出 了 外 的 笛 和 面 数 , 但 一 般 襄 未 在 无 穷 远 点 并 非 正 则 。 如 果 电 茶 
的 总 和 为 零 , 即 

a11) |, nN) d=0, 

那 玉 在 这 畦 殊 情形 下 , 势 丽 数 (8]) 为 正则 的 。 害 实 上 , 朋 为 点 六 
到 原点 的 距 资 。 把 等 式 (111) 乘 久 与 积分 变 虚 六 无关 的 因子 志 忆 ， 
我 们 就 可 以 把 势 画 数 (81) 写作 形式 : 


uM) =| pW) lg Es, 


当 允 上 无 限 远离 时 ,1 地 关于 在 5 上 的 点 W 一致 地 趋向 于 雳 。 因 而 
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我 们 酒 到 , 刘 层 势 面 数 在 无 旁 迹 点 为 正则 , 且 等 于 老 。 

垩 永明 釉 和 画 数 的 一 个 性 质 : 设 wad) 是 某 --… 除 去 中 心 的 图 
域 中 的 裔 和 面 数 , 我 们 取 恋 国 的 中 心 yo 作为 坐标 原点 , uCM) 在 
该 图 中 的 艳 对 值 为 有 界 , 我 们 要 证 朋 当 革 ->NWo 时 wt 于) 的 积 限 秆 
是 存在 的 ， 又 如 取 蔽 极限 值 为 ww， 天 wa) 在 整个 图 内 (包括 
愿 点 ) 为 绸 和 的 。 为 了 要 亦 明 这 一 点 ,我 们 就 只 要 进行 为 了 引出 展 
开 式 (106) 的 那些 雹 述 就 可 以 了 ,但 是 要 把 乱 穷 远 点 改 为 原点 。 代 
蔡 (105) 式 的 是 ; 

fF) 一 Go 十 GZ 十 ae 和 2 十 … 
只 此 也 就 得 出 我 们 钓 论断 。 

204， 凯 尔 交 变换 ”在 考察 三 维 空 潮 的 赤 和 西数 时 ,我 们 已 不 
像 符 面 的 情形 一 样 , 有 那样 强大 的 辅 肋 工 具 一 一 复 变 面 数论, 特别 
是 把 每 一 攻 和 画 煞 仍 变 为 调和 画 数 的 保 角 变换 。 但 在 三 纵容 闻 的 
场 台 ， 也 具有 某 些 菲 常 特殊 形式 的 纪 变 换 , 它们 也 具 有 这 个 性 质 。 
名 是 :如 果 w%t2，V; 区 是 某 一 区 域 DD 中 的 天 和 细 数 , 球 未 西数 


(112) VY 2) = 六 "(8 : 在 ， ) 
el i | 
世 就 是 区 域 的 将 和 模 数 ,区 域 DD 是 由 刁 惜 助 变换 


(18) = 各 ) 六 一男 ) 六。 《2 一 忱 十 分 十 动 


面 得 到 的 。 我 们 首先 注意 到 7" 一 二, 面 418) 的 递 变 换 也 与 (113) 
具有 同一 的 形式 , 郎 : 
(118,) 2 一 了 了 y= 攻 ; :一 -55。 


如 果 引 信 球 坐标 ,公式 4 分 化 为 
vr, 0, 2 一 十 吉 十 rp y】 
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的 形状 。 注 党 到 求 数 (7， 及 gp) Te 
a 于 20 二 sin 0 ue) - 
以 及 一 个 最 约请 中 的 全 等 式 : 
role 二 or) 一 sr + 地 trt 
我 们 不 难 断 定 : 函数 ofr， 8, 0 满足 拉 普 拉 斯 方程 。 变换 〈113)》 
是 甘于 项 诛 点 为 中 心 的 单位 球 的 对 称 变换 5[ 风 II; 1971。 自 然 , 我 


们 也 能 够 把 球 已 取 在 任意 虑 (zc0,o) 富 径 玉 岂可 甬 为 任意 的。 在 
这 时 ,公式 (U1 与 (118) 可 和 写 为 下 面 鬼 形状 ; 


多 一 0 一 -地 一 四 一 b= Cy- 6; z 一 co 区 (一 0) 


doo 二 悦 
sy dt 


Dm Yo 一 此 Ce 一 在 ] we 
(10 G ,y= 避 相 6 二 站 ( ) | 
Ny 6) (eo) 
rN (ma) (b+ es, 
变 措 (114) 称 为 贰 尔 文 变 柳 。 在 风 明 齐 和 国 数 在 三 维 空 间 乱 券 远 
点 的 正 姑 性 这 一 构 念 之 前 ,我们 千 来 证 明 它 的 一 个 性 质 , 在 平面 声 
合 下 对 应 购 性 矣 在 前 段 末 已 证 明 过 了 。 训 有 一 以 原点 为 心 的 球 
SuugCaD 为 把 Ss 除去 中 心 后 所 得 的 区 域 中 的 钢 和 图 数 , 在 这 于 内 
为 有 界 。 我 们 要 证 当 MA 趋向 原点 时 uC) 的 极限 是 存在 的 ， 寺 
且 , 各 果 取 这 个 极限 为 u(ML) 在 原点 的 值 , 屠 末 ww(M) 也 在 原点 为 
利用 在 TIT; I9?] 所 指出 的 积分 , 我 个 可 以 作出 在 So 内 三 部 
的 点 为 翻 和 的 酚 数 ,而 在 go 的 表面 上 , 取 与 4(M) 相同 的 极限 值 。 
对 差 式 ww (型 ) 一 t(D) 作 关 于 球 50 的 山东 交 变 移 。 变 后 画 数 
在 球 So 外 网 和 , 在 这 一 - 球 的 表面 等 于 0, 而 当 开 ' 趋向 于 无 筋 远 
时 趋向 于 填 。 最 后 一 情况 是 可 由 变 反 的 形 烤 及 w(NH) 在 坐标 原点 
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有 界 这 一 事实 所 直接 的 田 。 注 意 我 戎 和 页 数 的 梳 值 庶 在 区 域 边界 
上 取 到 , 我 们 就 可 断言, 责 数 tw (CM) 一 w(M) 应 恒 等 于 零 , 部 页 数 
ii (人 1) 重合 于 画 数 w (at) ,因而 ,后 一 画 数 世 在 坐标 原点 届 和 。 

数 w(M) 为 在 0 点 及 其 痢 域 中 届 和 的 贾 数 ,我 们 取 O 为 原点 。 
以 0 为 中 心 、 任 党 的 半径 (比如 强 是 力作 下 , 英 于 这 个 球 作 骨 尔 交 
变换 ,我们 就 得 到 变 后 画 数 oCM") , 它 在 无 准 远 点 寿 域 为 油 和 的 。 
当 Y 一 oo 上 时， 这 一 醋 数 趋向 于 需 ， 此 外 ， 从 公式 寺 12) 还 可 谋 搂 推 
出 , 当 和 ->oo 时 乘积 wo(D) 保持 有 界 , 我 们 也 还 可 以 同样 地 肯定 


乘积 1 部， 72 39， 0 3 的 有 界 性 。 后 面 的 这 些 精 果 可 让 楼 地 


由 面 数 ug 的 导数 在 原点 独 域 有 界 这 一 事实 推出 。 相反 地 ,如 
条 而 数 wa) 在 无 劣 远 点 办 域内 有 界 , 而 县 当 > oo 时 , 先 积 
9 人 保持 有 界 ， 那 末 施 行 叶 尔 广 变换， 我们 就 能 疡 间 变 后 画 数 


oa) 一 二 wu(M) 在 原点 的 痢 域 中 刹 和 , 有 界 , 因 面 也 就 在 原点 届 
和 。 但 这 时 , 由 上 面 所 导出 的 花 述 让 楼 可 蕉 出 , 当 7->oo 时 ,乘积 


如 
了 < row 


总 ，" 绢 ， 人 ? 屁 保 持 有 界 。 最 后 ,我 们 股 画 数 w(M) 在 乱 劣 远 


点 部 域内 翻 和 ,而 委 公 知道 六 >eo 时 wd 一 0, 就 是 衣 , 任 烙 一 下 
数 s, 存在 一 正 数 4, 使 得 :只 者? 守 4, 就 有 | | 天 8s。 作 以 夭 
点 为 中 心 ,适当 大 的 全 径 的 球 go, 使 得 w(M) 在 外 以 及 这 球面 
上 为 调和 和。 我 们 可 以 作出 在 球 So 内 的 蔓 和 夯 数 v1( 肛 ) , 使 它 在 
球面 上 的 极限 全 与 %( 训 ) 的 杜 限 什 相 同 。 

汶 2a04 人 是 对 页 数 科 (人 ) 关于 球 8 作 山 尔 交 变换 的 桔 果 。 
盖 式 “1 一 而 \ 刘 ) 在 go 外 为 调和 琐 数 , 在 S。 上 等 于 需 , 又 当 
”co 肘 也 趋 襄 于 震 。 因而 我 们 原 求 的 商 数 4( 型 ) 应 当 重 侣 于 本 
数 让 人) 而 三 人 就 是 在 球 So 内 部 的 更 和 本 数 o CD 的 山东 
交 变 换 的 因果 。 对 这 祥 的 醋 数 ,如 我 们 以 前 见 到 过 的 乘积 
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在 ”一 "co 时 应 当 避 持 有 界 ,因而 我 们 淖 到 , 从 rr-3o2 时 ww 一 0 
这 一 事实 就 能 推出 对 ww(H) 所 作 的 莱 积 《11 四 在 r+->oo 时 都 应 保 
过 有 和 沼 。 

如 果 一 co 时 入 ( 民 ) ->0， 我 们 就 称 在 组 益 远 点 浊 域 内 调和 的 
丙 数 wlM) 在 铬 状 远 为 正 厦 的。 和 如果 仅仅 知道 (MM) 趋向 于 一 个 
固定 的 极限 5, 我 们 可 称 :这 样 的 画 数 等 于 一 个 常数 项 5 与 一 个 在 
无 汰 远 为 正则 的 调和 画 数 的 和 。 如 果 对 SS 外 的 调和 画 数 % (CD)， 
v (MM) , 本 积 (115) 保持 有 界 ， 这些 而 数 从 外 曾 到 8 上 有 正常 的 法 
线 导 数 , 肚 末 如 同 我 们 已 经 看 到 的 [3001,， 对 这 些 西数 成 立正 式 
(9 和 4 , (95) ,其 中 的 积分 是 展 布 在 8 外 的 那 部 牙 室 间 。 

狄 义 赫 利 外 部 问题 是 要 求 在 8 外 关 和 的 画 数 w(M) , 使 得 它 
在 无 淄 远 点 正则 , 从 到 上 是 连续 的 , 并 且 在 曲面 8 上 和 采取 预 移 
阁 定 的 画 数 值 PCY) 。 取 在 8 内 的 某 一 点 对 ,为 原点 , 作 一 般 尔 文 
变换 ,我 们 就 可 以 把 狄 义 赫 利 外 部 问题 化 为 对 变 后 区 域 的 犹 义 赫 
利 内 部 冰 题 。 利用 普通 的 花 述 , 可 以 证 明 狄 义 赫 利 外 部 问题 解 的 
唯一 性 。 岩 题 的 解 的 存在 性 归 精 到 狄 义 赫 利 内 部 问题 的 解 的 存在 
性 ,而 后 省 , 在 关于 铅 面 的 一 些 一 般 性 的 假 届 下， 琉 及 边 值 条 件 为 
连续 的 条 件 之 下 ,可 以 证 明 心 是 有 解 的 。 

我 们 要 指出 狭义 赫 利 外 部 问题 提 沙 在 平 而 的 妃 合 与 在 空间 的 
如 合 的 差别 .在 平 而 的 场合 ,我 个 烙 了 边界 上 的 概 限 值 且 只 要 求 当 
7->co 时 硬 数 趋向 于 有 限 的 极限 。 在 三 维 资 洁 的 刀 合 ， 我 们 还 车 
定 这 一 - 称 限 值 , 序 假 蔽 它 是 趋向 于 孝 。 我 合 似 乎 也 还 可 以 假 琢 : 当 
”>00 媒 ,我们 的 夯 数 趋 疝 于 某 一 已 烙 数 疡 。 考 罕 羡 式 wu 一 四 
我 们 就 会 回 到 原来 所 提 的 问题 于 汰 。 不 难看 出 , 在 三 雁 空 疝 的 场 
合 ,为 了 球 决 定 犹 区 赫 和 外 部 问题 的 解 , 光 是 要 求 uC) 在 ->oo 


305. 议 伊 曙 商 时 解 的 哈 一 性 83: 


时 有 有 限 的 极限 还 是 不 够 的 。 事实 上 , 我 们 把 若 二 电荷 安放 在 导 
体 的 直面 上 ;这 样 ,在 曲面 8 上 ,都 电 的 音 层 势 丽 数 为 某 一 常数 "， 

并 且 , 不 难 证 明 , wa 会 痊 出 一 个 在 8 外 的 钢 和 而 数 , 且 在 1->o> 
时 ,uC 趋向 于 零 。 又 常数 。 本 身 也 是 8 外 的 翻 和 西数 ,在 全 上 
也 有 同样 的 标 限 值 , 但 据 我 们 的 定义 , 它 在 无 劣 远 点 已 经 不 是 正则 
的 了 。 对 再 面 的 场合 ,这 一 葛 述 是 不 能 移 用 的 ,因为 由 曲线 ? 所 确 


定 的 静电 单 层 势 画 数 在 无 限 远 点 化 为 无 限 。 还 指出 , 有 村 仅 在 函 . 


数 4(M) 在 无 稚 远 点 正则 的 情形 ,人 们 方才 称 它 为 在 曲面 外衣 
和 的 。 这 就 是 名 , 某 些 作者 把 无 擅 远 点 为 正则 这 一 要 求 ,也 包括 在 
“在 曲面 S 外 竟 和 的 画 数 "这 一 定义 中 。 

叮 伊 基 外 部 周 题 是 在 于 求 出 一 个 在 外 普 和 的 西数 , 在 优 兴 
远 正 妈 但 在 8 上 它 的 法 线 导 数 的 极限 值 是 已 痊 的 。 在 现在 的 情 
如 ,法 线 导数 的 极限 值 已 不 必 满 足 条件 (110) 。 在 从 面 的 场合 , 我 
个 所 进行 过 泡 对 于 这 个 条 件 的 证 硼 已 经 不 适用 于 空间 的 场合 , 让 
是 因为 牢 福 为 且 的 球面 的 面积 的 阶 次 为 E>, 而 藻 沼 中 径 为 充分 
大 的 球面 积分 的 值 , 当 RR->co 时 不 应 趋 向 于 和 零 。 如 果 很 定 详 伊 最 
外 部 问题 的 解 有 正常 法 线 导数 , 那 末 间 题 的 解 的 唯一 性 可 直接 由 
公式 (9 推出 。 类似 的 欧 述 我 们 对 路 煞 曙 内 部 冉 题 是 已 进行 
过 了 。 

在 本 段 最 后 ,我 们 指出 , 虱 和 西数 的 上 浊 的 在 然 擂 远 点 近 过 的 
性 惨 , 可 以 从 这 个 面 数 在 无 穷 远 近 旁 依 球 丽 数 的 展开 式 中 在 接 得 
出 。 

205、 谐 伊 县 网 题解 的 唯一 性 ”在 本 段 中 我 们 要 葵 出 路 伊 曼 
内 部 问题 解 的 唯一 性 的 族 明 , 这 里 井 不 用 到 法 线 导 数 的 正常 性 。 
首先 考察 某 种 特殊 类 型 的 立体 ,在 其 中 作 起 庙 和 而 数 ,这 国 数 是 具 
有 以 下 将 指出 的 一 些 性 圭 。 瑟 了 (a, 6, 加 为 一 立体 , 宕 是 由 曲面 
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一 


(110) Zbl to 

受 平 面 4 = 有 所 国 成 的 ,于 此 让, a 与 六 都 是 正常 数 。 点 (0, 0, 由 

称 为 这 鹏 体 的 顶点 ,证 它 汐 和 六。 下 体 在 和 习 面 = 中 的 这 一 -部 和 分 

这 漠 用 字母 o' 米 记 沁 , 诉 字母 ”表示 物体 边界 的 其 余部 分 。 再 

设 w 与 咏 是 南 个 实 常数 ,及 <w。 作 起 画 数 w(M)， 使 在 立体 
Ta 上 ,内 部 为 调和 , 得 玖 达 界 为 连续 ,六 在 可 上 上 w(M) < 

在 co" 上 w (MM) wo 况且 (Wo 一同 。 旭 果 了 一 W 旺 十 名 十 好 ,8 为 

向 径 与 > 朝 的 亚 角 ， 忆 (oO 为 蔓 工 特 画 数 [III3; 至 蕊 ， 那 末 如 所 知 

[TII,; 185] , 交 数 7*PP, (eos 0) 对 任意 将 在 开 体 了 (oy, 户 内 铀 

和 各。 我 们 作 具 有 形 钛 

(117) wu =Y[reosd t+ rits Ps {co 1] +uo 

的 纪 ( 吾 ) 于 此 ? 与 号 为 正常 数 , 稍 后 就 可 决定 的 。 显 然 , 我 们 有 

(No) 一 too 普 先 我 全 证 明 , 对 所 有 与 霉 充分 接近 的 6， 有 : 

(i18) Pira(0) <0o 


函数 Pw) 为 超越 几何 般 数 之 和 : 


P(x) =P(nt1, —%, 1; 2) (|z| <71), 


由 此 可 以 写 出 : 

_ {m+n 十 二 一 
PO) 1 四 + 
或 者 

一 本 nt2) ， 守 pf 5) 一 8 二 1) 
PO = — -Dt (Dr:[ 芋 至 上 呈 和 rs 二 |。 
我 们 概 评 <%<2, 所 以 对 应 于 s 一 1 及 # 一 2 的 因子 蚌 正 的 ,而 其 


余 的 一 和 个 因 于 为 负 。 对 后 面 这 些 因子 添上 涌 数 (一 了 ?我 
们 可 以 招 它们 写成 并 状 : 
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rr 四 


pe (n+8) GG—n—d) 
- 285 


< (8 二 8， 4 人 
因此 ,如 果 我 们 招 首先 责 个 因子 分 出 ,就 得 到 不 等 式 : 
: _ 一 了 nt 十 22) a 十 2) nmn—1) 1 
Pn.(0) < A Dt i 


序 
P.(0) < 0-D et et De 1], 


从 此 也 推出 : 如 果 2 十 hn 之 8; 旭 PP,(0) <0。 因 而 对 所 有 的 与 均 充 
分 接近 的 正 的 8，(118) 已 证 好 。 固定 8, 使 它 满足 这 个 条 件 , 并 
且 B<m 于 此 a 是 到 自 方程 (416)。 我 们 注意 到 z= 二 7 8094, 和 在 曲 
面 (116) 上 就 得 到 : 
r COs0+ riis Pa (co 0 = Rpt + ritapP, el(o030) , 
于 此 p= 十 访 ,而 最 后 ,在 曲 而 (16) 上 : 
reOSO+r iiaP ,s(tc0sd) = + [hr gnit d+ Paleond) 1], 
如 果 7 一 0, 那 末 6-> 革 ， 而 由 于 (118) 及 B<xw 这 时 万 括 组 有 和 镀 
”的 标 限 值 。 因 而 ,我 们 可 以 固定 天 为 一 充分 小 的 正 数 ,能 使 得 在 物 
体 全 (ay 8 了 的 表面 o" 这 一 部 分 上 成 立 ; 
(119) r east+riie Pa (00g80) EO0, 
最 后 ,我们 选择 正 数 y 充分 小 ,使 得 公式 (17) 莘 出 在 5' 上 ww(N)<< 
<uz。 所 作 的 图 数 of 对) 满 是 .上 沈 的 -一 切 条 忻 。 在 物体 Tla, 名， 
办 的 轴 . 上 , 朗 在 2 轴 . 上 ,我 们 有 : 
weM) 一 人 十 说 人 十 
如 果 型 是 这 个 四 -上 的 变 点 ,于 来 


(20) 0 =y+ yye 
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现 走 明定 理 : 
害 理 如果 4(1) 是 在 了 内 非常 数 的 其 和 两 数 ， wo 为 &a 


a 


uM) — ut No) 
(2D TR 
保持 大 于 革 一 正 数 。 


我 们 假 级 存在 实体 下 (ay, 81， 如 , 它 与 尽 相 切 于 点 Wo, 而 它 的 
所 有 的 点 , 除 Wo 外, 均 在 5S 内部。 数 关 固定 得 充 从 小 , 使 得 在 所 
瞪 立 体 类 面 的 o" 部 分 上 ;处 处 成 立 (119) 。 坑 如 是 奴 (本 ) 在 兄 (al 
,的 类 而 上 o' 部 分 的 最 小 值 。 因 为 &CM) 苦 非 常数 , 所 以 如 过 
<wrs 着 且 如 果 选 择 y 充分 小 , 我 们 就 可 以 作 起 具有 前 迹 性 质 的 
wlM)。 并 且 wCNo) =w(N0), 在 人 (ay 如 的 表面 的 其 余部 分 
2(N) <w( 入 ) 。 这 时 ,因为 2 轴 的 方向 指向 8 在 点 Wo 的 内 法 线 ， 
我 们 就 得 河 : 
Cg) LM) NO) uM) uNo) oO -wo 、，， 
[No | 2 2 


这 就 证 明了 定理 。 
从 所 证 定理 让 接 推 出 庄 伊 曼 问 题解 恢 如 下 意义 的 唯一 性 5 
如 果 在 DD 内 轴 和 的 击 数 wa4f) 谋 测 8 为 过 夸 , 且 在 整个 曲 曾 


上 (2 ) = 0 那 末 (和) 为 常数 。 订 Fo 为 曲面 8 上 使 wa) 
有 最 小 值 的 点 。 从 (122) 间接 推出 : 当 M 保持 在 Wo 点 的 法 悉 
上 ,MN 时 ， 沿 和 点 法 重 方 问 的 导数 不 可 能 趋向 于 车 。 如 果 是 
这 样 的 , 那 末 从 有 限 改变 量 公 式 ,我 们 就 会 得 出 : 


名 
这 欧 与 人 22) 相 子 慎 。 


206. 三 直上 符 闻 边 值 同 题 的 解法 687 


pre rr rr 一 


雍 伊 芝 因 部 则 题 的 众 一 性 也 可 以 完 双 同样 地 进行 鞍 明 。 

于 述 证 明 蚌 半 ，B. 项 尔 沈 肛 (ejxminDn) 与 性 . A, 近 符 们 捷 夫 
(JIabpeHTr5eB) 的 共同 著作 中 所 粹 出 的 WEIOETIaIH AkaneMEH Hay¥ 
COUP, 1. XVYI; N38; 1987) 。 

如 时 可 忆 从 S 的 内 部 用 球 来 与 它 相 切 , 箔 束 上 唯一 性 写 理 的 证 
明 可 以 傣 初 等 方式 进行 [C. 水 勤 姆 巴 (3apemiia)，Yermexn MaTe- 
MATHHOOKRHT HaYE, T. I HEHEI。 和 一 4 。 

206， 三 维 室 闻 边 值 问 题 的 解法 ” 现 关 察 对 于 曲面 S 所 包围 
的 区 域 Di 的 狄 义 英利 的 与 庶 伊 这 的 内 部 问题 ,我 们 将 求 共 双 层 势 
训 数 形状 的 
C198) wD =|| pW) SE Was (r=|MNI), 


作为 狭 必 赫 利 内 部 问题 的 解 ; 于 此 了 是 MN 的 方向 , 1 是 在 曲面 
下 点 六 的 外 法 简 方 向 。 所 求 的 是 密度 丽 数 FL 。 概 据 公 式 (42) 
‘L124) wls= (N) 
的 狭义 赫 御 内 部 背 题 等 价 于 对 密度 (各 ) 的 如 下 的 积分 方程 : 
FO = p08) 2 dst orp 
- Cro= [No |)。 
引入 述 
K(No;N) = -元 slro, 1 
a 


To 
我 们 就 能 把 最 后 一 方 姓 号 作 形 基 : 


(58 po 一 二 CVD 二 人 DC Nas, 


核 必 (Po; 如 ) 着 不 对 称 , 这 是 因为 法 线 是 选 为 点 交 的 ,而 加 如 方 
向 襄 下 。 和 如果 采 取 交点 的 法 恋 ，Ygo 的 方向 取 为 从 太 到 Wo, 性 
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末 我 们 就 得 到 了 件 随 的 方程 再 全 核 [四 。 因 而 这 一 转盘 核 六 1 (No; 
六) 是 由 公式 


(126) ENoN)=E (NS;No) = fo) 
所 定义 ,这 里 fto 是 点 Wo 的 外 法 克 方 向 。 因 为 在 姜 ,(No; 入 ) 中 我 


们 应 当 把 Fo 的 方向 履 为 稻 友 的 为 条 ,而 在 (C268) 中 Po 仍然 记 方 向 
No 所 以 我 们 把 被 改变 一 次 符号 。 玉 


tion (um) -yn 


为 边 信 条 件 的 同 伊 曼 内 部 天明 的 解 我 们 要 用 单 层 势 甸 数 的 形式 来 
求 它 , 即 甘 


(128) uM) = 人 | 和 as。 
利用 臣 式 (49 的 第 一式 ,我 们 导 来 了 与 所 提问 题 相等 价 的 积 耸 方 
程 
Jo = 人 was my qs + 2 (No) 。 
这 一方 程 忆 可 以 写作 
Q29) pW) = NO || OD Es No; mas。 


完 双 一 样 地 ,利用 公式 (43) 与 (49) 的 第 二 式 , 我 们 得 到 在 边 值 条 件 
(1803) ws=f (NM); 


(180s) (DY) -7 
下 的 狄 义 赫 利 外 部 问题 与 族 伊 基 外 部 问题 的 积分 方程 : 
(81) pO -~ NO |] pag 


(181s) plNo) = -这 (No) + LN) cos (re, #0) ds, 
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一 


于 此 ,如 同志 前 一 样 ,我 们 用 (28) 的 形式 来 求 犹 义 医 利 问题 的 解 ， 
用 (23) 的 形式 米 求 诺 伊 曼 问 题 的 解 。 写 出 带 贿 数 的 方程 


G82) RNo oNO tN) pAN) EK CNo; Nas 


点 


(88) (NO = gp{No) +%)| pM E, No: NdS, 


在 和 -1, 9(N0) 一 计 - 了 (NO 时 ,方程 (132) 对 应 于 狄 义 将 简 内 部 
问题 , 当 和 ~ 一 1 与 9 (No) 一 一 靳 -了 (Wo) 时, 它 对 应 于 犹 义 赫 利 
外 部 间 题 。 当 A 一 1 且 p(No) 一 一 襄 - 了 (No) 时 , 方程 (188) 对 应 
哮 伊 曼 外 部 问题 ,在 ~ 一 1, gp (No) = 二 (No) 时 宅 对 应 于 路 全 
曼 内 部 闫 题 。 如 果 是 略 普 赃 夫 曲面 , 且 在 条 件 ( 8 ) 中 “一 了 屠 
末 根 据 [192] 的 知 昌 ,我 们 有 对 积分 方程 的 核 的 估 叶 ; 

(134) IK(No; N){<S, 

而 我 们 就 可 以 裔 为 ,对 方程 (182) 及 (188) ,积分 方程 理 瑰 的 基本 党 


理 [191 都 有 效 。 
207。 积 分 方程 的 研究 ”者 窒 卉 次 方程 : 


(185) ze 一 对 | NE (No; as。 


对 吴 遇 而 的 情形 , 宅 的 鲜 毕 可 以 很 简单 地 进行 。 在 这 时 cog (fo， 
mu) >0 面 及 (Fo W) <0。 发 w(N) 是 方程 (185) 的 非 零 解 ,发 yo 
是 使 iW) 1 取 到 最 大 值 的 点 。 如 果 (WY) 不 是 常数 ， 沸 来 我 们 得 
到 : 

pCO ll Cw eSese as, 


或 者 由 于 (26): 
(国有 
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一， -一 -= 一 EE re me me ree 


从 此 | 和 | 汪 1。 如 果 在 公式 (18 四 中 我 们 鼎 CW) 为 非 零 常数 , 屠 末 
再 一 次 利用 公式 (26) ,我 们 就 得 到 和 一 一 1。 

因而 我 们 得 到 : 

和 如果 S 是 同 曲 面 , 那 末 和 =1 并 莫 方 程 (18 办 的 特征 值 ,而 入 = 
= -1 为 秩 数 为 1 的 特征 值 ， 对 应 特征 画 数 六 (Y) = 常数 。 因而 
我 们 能 够 断 首 。 对 方程 (189) , 一 1 也 并 非特 征 值 , 而 = 一 工 是 
秩 数 为 1 的 特征 值 。 

现在 要 省, 这 些 转 果 对 性 意 的 a 二 1 的 略 普 做 夫 则 而 也 成 立 ， 
在 这 时 我 们 利用 [2001 中 的 因果 , 它 侦 的 基础 在 于 制作 平行 曲面 的 
可 能 性 。 我 们 现在 将 从 方程 (189) 出 长 而 考察 入 =1 时 对 应 的 齐 次 
方程 : 

(136) pCNO= {| mM Ei (No; N)AS, 


蔗 mm() 是 这 个 方程 的 连 入 解 。 我 们 必须 证 明 potN) 二 0。 
以 mol) 为 密度 的 昔 层 势 茵 数 和 输出 酚 数 zo( 弄 ) , 宕 在 呈 与 DD, 者 


南 和 ,在 全 空 车 达 神 , 屁 的 法 禾 导 数 (eese  ) 在 8 上 的 极限 什 


等 于 等 。 最 后 一 事实 是 由 于 po(N) 按 条 件 满足 方程 (136) 而 推出 
的 。 惨 式 (9 活 可 以 应 用 到 淖 层 势 配 数 wwCN) ,从 此 就 扒 由 wo (NN) 
在 辐 , 中 为 常数 。 单 层 势 丽 数 在 乱 穷 远 钼 等 于 办 , 因 而 在 ,中 如 = 
=0, 特别 在 8 上 也 有 to 一 0。 这 时 在 & 内 项 和 面 数 uC 人 一 四 
这 就 是 在 生 空 间 wol 罚 ) 二 0。 福 党 汉 (84) ,我 们 得 到 : 


AD= 直 [人 人生 ) (Y), |=0 


在 & 上 成 立 , 这 就 是 所 缀 证 明 的 。 因而 可 以 断言 和 = 工 并 非 方程 
(182) 与 (188) 的 等 征 值 。 册 于 (26) , 齐 次 方程 寺 8B) 当 和 一 一 时 
有 等 于 常数 的 解 , 这 就 是 和 = 一 1 为 方程 (182) 及 (188) 的 特征 值 。 
我 们 现 证 寂 的 秩 数 等 于 1, 这 只 要 诈 明 当 一 于 时 齐 坎 方程 
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(188) ， 邹 
(137) p(No) = || OD KNo; NAS 
癌 


陈 一 任 意 常数 因子 外 只 有 一 个 特征 面 数 。 
踊 如 (W) 为 方程 (137) 的 特征 面 数 。 以 wa (WW) 为 密度 的 军用 
势 男 数 答 出 一 .个 在 Di 内 惕 和 的 夯 数 避 (CM), 对 于 它 ,( 22c) 在 


| 


5 上 的 极限 值 等 于 霸 。 如 前 ,公式 (92) 指 出 , (2) 在 Di 内 为 党 
数 ,在 38 上 也 为 常数 ,因而 Ax( 六 ) 葵 出 一 个 埋 履 势 量 , 巧 在 8 内 及 
S 上 保持 为 常数 值 。 换 车 之 ， jt) 是 前 电 密 诬 。 

出 ja) 是 方程 人 L87) 的 另 一 非 雳 解 。 我 们 要 证 明 ; js(N) 
与 ju( 和 NN) 只 各 差 一 个 常数 因子 。 作 起 以 wa(N)= pCN)+cpz(N) 
为 密度 的 单 肢 势 画 数 vs, 于 此 5 为 常数 。 如 前 面 一 样 , 蕊 在 DD 中 
和 在 SS 上 将 是 常数 。 可 有 雇 选 树 :使得 邮 在 DD 中 及 在 S 上 的 第 
数值 等 于 雳 。 单 层 势 而 数 ws 在 乱 穷 远 世 等 和 于 需 。 从 此 推 得 ww， 在 
了 p。 中 也 等 于 雾 , 邹 在 全 空间 名 =0。 从 此 ,并 根据 八 式 (65 台 ,我 们 
就 得 出 千 艇 ja) 一 Pa) 二 cpnati)=0 在 卢 上 成 站 ,这 就 是 
Wa 让) 实际 上 号 ra) 届 差 一 常数 因子 。 从 zw 三 0 的 证 明 中 ,可 
次 楼 推出 以 jv (与 ua(P) 为 密度 的 单 冉 势 画 数 在 及 中 均 不 为 
老 。 从 此 蕉 出 决定 常数 "的 可 艇 性 。 

积分 


G88) 人 wmas 


始 出 均衡 韦 身 布 在 导体 友 曾 的 电荷 的 总 的 电量 , 现 焉 省 是 不 等 于 
老 的 。 如 厅 我 傅 所 已 经 提 到 , 2 在 D 中 保持 为 常数 ,而 公式 (54 
和 营 出 : 


(189) im 一 
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各 果 积 耸 (138) 千 于 雾 , 那 未 我 们 就 有 : 
am ea 


对 友 应 用 肥 式 (94)。 在 B 上 面 数 w 保持 为 常数 值 ; 而 积分 
(140) 和 等于零。 从 此 推出 ;, 当 + 一 oo 时 公式 (9 和 的 两 端 等 于 溃 , 这 就 
是 刀 在 也, 等 于 常数 ,而 公式 (189) 表明 plN) 在 S 上 等 于 震 , 而 
这 就 与 基本 的 假设 jv) 为 齐 克 方程 人 187) 的 不 恒 等 于 雳 的 解 相 
矛盾 了 。 因 而 积分 (188) 实在 是 不 等 于 老 。 只 要 把 ju (NW) 乘 以 党 
数 因子 ,我 们 就 可 以 烙 积 芬 (188) 以 性 意 预 先 答 定 的 数值 。 

从 所 举 出 的 葵 述 中 推出 ,方程 (482 及 (183) 当 和 = 工时 对 任何 
的 自 击 项 有 确定 的 解 ,而 我 们 六 而 就 得 到 狄 义 替 利 内 部 问题 与 庄 
伊 曼 外 部 问题 的 解 。 

现 转 向 于 X== 一 1 时 的 方程 (188) 。 它 答 出 作为 哗 颁 瞎 内 部 装 
题 的 解 的 势 夯 数 的 密度 。 为 使 解 存在 , 其 充分 且 必 要 条 件 是 积分 
方程 的 自由 项 正 交 于 旗 次 伴随 方程 的 特征 曾 数 ,也 就 是 与 常数 相 
正 变 。 这 就 引 合 到 条 件 : 

(141) j fF(N)AS =0, 


其 必要 性 我 们 从 前 已 内 到 过 。 在 所 作 的 假 裔 下, 它 也 是 充 芬 的 。 
妇 昌 这 一 条 件 满 足 , 于 末 非 乔 志方 程 除 掉 潮 次 方程 (137) 的 逢 一 项 
而 外 , 郭 除 神 成 为 静电 密度 的 一 项 而 外 ,就 是 完全 确定 的 。 把 这 -… - 
未 定 的 项 代入 单 层 势 面 数 中 ,就 导 得 常数 势 夯 数 , 而 在 解 谋 人 忆 曼 内 
圭 销 是 时 常数 项 并 不 超 实 企 上 的 作用 。 

现 考 察 和 = 一 1 时 的 方程 (182) , 宦 对 证 于 犹 义 顽 利 外 部 间 题 。 
为 使 这 个 方程 为 可 解 , 其 充 要 条 件 是 方程 的 自由 项 正 变 于 齐 次 方 
程 (187) 的 和 解 , 就 是 说 正 交 于 闪电 密度 ja (NN): 


(149) maDranNas=0, 
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| 


这 一 补充 条 件 并 非 由 于 于 题 的 本 里, 而 是 公 仅 因为 我 们 要 求 具 双 
层 势 画 数 形状 的 狄 义 赫 利 外 部 问题 的 解 所 引起 的 。 从 这 一 种 势 画 


数 的 形状 就 直接 地 推出 , 它 在 +>oo 时 化 为 夫 , 其 阶 数 为 十。 这 样 


的 加 强 的 在 无 拟 点 化 为 零 的 条 件 在 解 犹 义 赫 利 外 部 问题 林 是 必须 
的 。 就 是 这 个 情况 招致 了 处 充 条 件 (142) 的 出 现 。 现在 黎明 可 以 
对 了 (NN) 不 加 任何 补充 条 件 而 利用 双 丑 势 画 数 与 单 层 势 画 数 的 和 
式 来 解决 犹 义 赫 利 旬 部 问题 、 事 实 上 , 识 jC(N) 是 静电 审 度 ,对 
于 它 积分 人 88) 等 于 1, 及 4.( 弄 ) 为 对 应 宅 的 军情 势 画 数 。 势 画 
数 ww( 弄 ) 在 S .上 有 等 于 某 一 非 需 常 数 上 的 权限 值 。 选取 常数 6， 
使 能 成立 等 式 : 
| CD CD -olas=o， 


号 


这 就 是 , 轩 = || (Wf ODas, 


模 据 以 前 ,我 们 可 以 租 成 一 双 层 势 栈 数 wr( 形 ) , 它 是 以 了 (一 ec 为 
按 值 的 犹 义 奉 利 外 部 问题 的 解 。 这 时 和 


ww( 懂 ) 十 元 a CM) 


是 具 所 类 的 边 什 了 CN) 的 狄 义 赫 利 外 部 向 题 的 解 。 

注 ， 在 本 段 中 我 们 彼 裔 :我们 要 解 边 值 河 题 的 区 域 基 由 一 个 
曲面 8 所 立成 的 。 如 果 有 界 区 域 思 的 外 面 是 由 曲 而 Ss 所 包 圈 ， 
内 面 基 由 曲 面 5, (4%=1, 3,…, m) 所 团 戌 , 猪 果 就 要 不 同 了 。 六 
对 这 一 区 域 求 狭义 灯 利 问题 的 成 双 层 势 丽 数 形 鸭 的 解 。 对 密 虎 机 
数 ,我 们 仍然 得 至 )= 工 时 的 方程 (139) ,并 且 & 为 万 的 又 过 界 , 部 
S 由 曲面 So 及 Ss (一 二 3， …， %) 构 成 , 并且 在 只 上 法 线 应 当 
朝 阐 轧 和 外 , 这 就 是 朝 曲 面 之 内 。 这 样 我 们 就 有 犹 义 光 利 内 部 半 
题 。 在 % 一 1 时 的 方 各 (189) 对 应 路 仇 纪 外 部 问题 。 在 这 一 情形 
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下 ; 它 是 来 求 每 一 申 面 Ss 内 部 及 So 外 部 的 蔽 和 画 数 ,并 百 在 这 些 
上 曲面 上 客 的 法 线 导 数值 为 已 给 。 照例 , 在 无 守 远 点 画 数 庶 为 正 用 
的 。 

如 果 所 猴 的 法 线 导数 之 值 等 于 雾 , 那 示 有 和 ==1 时 的 讲 实 方 
程 ,如 辐 我 们 刚 地 所 昆 , 若是 石 由 一 个 曲面 所 畴 成 ,这 一 方程 只 有 
雾 解 。 在 现在 的 情况 下 就 不 是 这 样 了 。 事实 上 , 我 们 把 所 有 的 曲 
面 汰 作 导 体 表 面 。 在 曲面 5 上 安放 电位 的 正 电 共 ,而 曲面 5o 遂 
地 , 井 梭 在 所 有 曲面 已 建立 好 静电 体系 。 在 曲面 SiG =2,…, ?mn) 
我 们 有 郝 导 的 电荷 盘 布 ,其 总 量 为 雾 。 

肯 jw(N) 是 在 S 上 所 得 到 的 静电 分 布 的 密度 。 具 有 这 样 的 
密度 的 单 层 势 画 数 显 然 在 每 汪 曲 面 Sx 内 部 为 常数 ,并 在 So 之 外 
等 于 肘 , 就 是 说 ,这 一 势 画 数 是 具有 章 灾 边 值 条 件 的 欢 伊 曼 外 部 赔 
题 的 解 。 换 汇 之 , julW) 满足 当 和 =1 时 的 讲 次 方程 亿 83) 。 逐 袜 
地 把 党 位 正 电 荷 放 时 在 曲面 & 的 每 一 个 的 上 面 , 我 们 就 有 和 =1 
时 的 齐 次 方程 (188) 的 mm 个 线性 狐 立 的 解 yx(N)。 可 以 证 明 , 这 
些 画 数 Arx() 构成 所 提 到 的 齐 次 方程 的 线性 无 关 解 的 尘 公 系 。 这 
样 我 们 就 看 到 =I 是 方程 (139) 与 (188) 的 特征 值 。 为 使 方程 
(82) 可 以 解 , 其 充 机 条件 为 了 (满足 加 个 条 件 ; 


川 feomCmas-o。 


如 果 有 至 少 其 中 的 一 个 条 件 不 满足 , 犹 义 茜 利 内 部 阐 题 就 不 能 用 双 
层 势 郴 数 来 解 出 。 可 以 证 胃 , 它 可 以 作为 双 层 势 醒 数 与 埋 层 势 而 数 
之 和 而 解 出 , 正 懈 我 们 对 狭义 殖 利 外 部 问题 所 作 的 一 样 。 在 边界 
由 好 凡 瑰 曲面 组 成 的 情况 下 , 势 丁 数理 蕉 的 群 稍 研究 可 见 了 .得 . 根 
特 尔 (Tionrep) 的 叫 “ 势 画 数 葵 及 其 在 数学 物理 的 基本 辕 题 上 的 应 
月” 何如 théorie du potentiel et seg applicationg anI problemeg 
fondamentauxr de la physiqus mathématique, Paris T934) 。 
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我 们 到 前 在 未 知 调和 图 数 直到 为 达 炽 的 条 件 下 已 证 过 纤 仇 
曼 问 题解 的 唯一 性 。 从 以 上 所 作 的 讨论 推出 , 诺 伊 量 简 题 的 唯一 
的 解 可 以 玫 示 为 单 层 势 两 数 。 

208， 关 于 解 边 值 问题 的 结果 的 精 区 “我们 现在 要 玫 远 以 上 
所 得 汉 的 关于 狭义 赫 利 与 冉 伊 受 辣 题 的 解法 的 硅 果 ,并 举 册 关于 
这 一 癌 题 的 一 些 新 的 皇 果 。 对 任 一 在 S 上 的 连 粮 的 而 数 PCN) , 方 
程 (125) 决 定 了 速 楼 的 密度 LLN) , 它 能 使 得 双 层 势 画 数 (128) 答 
出 具 边 值 条 件 (124 的 狄 义 共 利于 题 的 解 。 完全 类 但 的 方程 (1813?) 
痊 出 束 粮 的 密度 jx (NW) ,使 得 单 层 势 画 数 (128) 解决 了 具 边 值 条 件 
(1802) 的 庄 伊 骂 外 部 问题 。 如 果 FCN) 满足 条件 (14D , 那 末 方程 
(199) 决 定 密 度 jw(N) , 使 得 单 层 势 贡 数 为 湛 伊 量 内 部 半 题 的 解 。 

提 作 出 关于 吝 覆 曼 间 题 遂 法 的 一 个 重 缀 的 注 髓 。 站 方程 (89) 与 (131s) 
中 各 边 的 积分 项 请 足 李 普 希 敬 党 件 [197]。 如 是 图 数 GD 由 请 足下 样 的 条 
件 , 沙 过 从 所 进 的 竺 件 推出 ， At) 性 满足 这 样 的 条 件 。 垦 从 唱 鲍 ] 可 推出 ,这 


时 所 对 应 的 尝 居 势 男 数 , 序 汶 伊 屋 癌 是 的 解 莫 但 本 得 直 到 5 为 各 各 ;而 有 有 
直到 8 为 回炉 的 第 一 阶 信号 数 。 


更 在 回 漳 鱼 伊 虹 内 部 岩 题 证 解 性 条 件 (141) 。 在 解 & 弄 ) 有 
正常 法 线 导 数 这 一 假设 下 ,我 们 得 到 了 世 。 因而 4 于) 应 当 直 到 
S 为 连 炳 [200] 。 现 证 明 , 单 由 以 ( 弄 ) 直到 5 的 连 粮 性 就 可 推出 沉 
要 条 件 届 条 ) 。 识 了 (NN) 不 满足 这 一 条件 ,但 直到 总 为 连结 的 谐 伊 
晕 半 题 的 解 世 (到 ) 至 存在 ,我 们 把 后 引 癌 志 慎 。 

据 假 淮 , 我 们 有 : 


人 epasz*o， 


就 可 以 选择 这 样 的 非 雳 的 常数 0， 使 得 
je -Cd =0, 


出 于 让 上 所 狐 , 我 们 可 以 作 起 具 边 值 条 任 : 
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的 湛 快 曼 闪 部 问题 的 解 mw.( 于 ) , 它 是 具有 连续 密度 的 单 层 势 夯 数 
的 形 装 ,并 且 归 (人 人) 直到 六 为 速 模 。 盖 式 wa CM) =wM) 一 上 (并 ) 
也 窒 到 用 束 续 且 玛 足 过 和 值 条 件 : 


全。 


如 果 有 必要 ,我 们 改变 taz( 弄 ) 的 符 叶 使 C>0。 画 数 we 人 0) 在 六 
王 某 -一 点 故 。 达 到 和 目 己 的 最 小 值 , 但 这 吉 与 以 下 的 事实 相 下 眉 ; 当 


if 恢 法 线 趋向 W。 时 ,2 守信 趋向 于 正 数 C。 因而 常 伊 曼 内 部 


开题 可 解 性 条 件 (14H 可 放 搂 地 从 所 要 求 的 解答 到 S 的 速 转 性 推 
出 。 


以 上 我 们 指出 三 饿 巡 问题 的 解 的 导数 迫近 于 8 时 的 往 丑 。 对 儿 义 稀 利 
问 眶 的 解 的 类 似 的 研究 是 比较 图 难 的 ,这 是 由 于 解 被 表示 为 双关 势 夯 数 的 形 
状 。 双 居 势 页 数 的 研究 是 在 前 已 提 到 的 A. 大， 略 管 蒿 夫 的 著作 “ 验 狄 义 赫 
利 间 手 的 诺 伊 轰 基 本 原理 ”(1902) 中 所 完成 的 。 

我 们 来 列举 A. 对 . 陪 兽 诺 夫 所 得 到 的 关于 双 层 势 六 数 及 狭义 赫 列 半 是 
解 的 千 果 。 

.只 淆 精密 度 的 双 层 势 范 数 在 曲面 8 上 点 的 数 储 w(N) 是 请 足以 任 误 
的 小 于 1 的 正 娄 为 指标 的 李 普 希 兹 条 件 的 本 数 。 

2 如果 只 巡 态 密度 的 双 层 势 画 数 从 昌 面 $ 的 一 好 来 瑚 有 正常 法 者 导 
数 ，, 那 未 从 此 而 的 男 一 制 来 看 也 有 正常 的 法 机 导 数 ,而 且 对 8 的 每 一 点 ,这 丁 
- 个 法 物 导 数 是 相 疝 的。 

3、 要 使 在 8 上 具有 巡 业 边 秆 丽 数 了 (N) 的 犹 义 赫 利 的 内 部 或 外 部 问 是 
的 解 在 5 上 有 正常 法 线 导 数 , 北 充 权 条 代为 愉 4(N) 为 密度 的 双 导 势 融 数 在 
8 .上 有 正常 法 重 导 烤 。 这 一 定理 是 在 条 件 (3 ) 中 的 等 于 1 时 得 到 讨 朋 的 。 

4. 证 下 (w by 罗 为 四 慎 , 可 赎 , 具有 头 雨 阶 导数 , 定义 在 出 面 8 的 菜 一 
跟 域 上 的 酌 数 。 并 设 /(N) 为 (zy; 2) 在 3 上 的 什 。x(M) 为 在 也: 或 也。 
内 有 调和 族 数 , 它 在 $ 上 取 入 了 CN) 。 这 时 (GD) 沿 任 一 名 定 方向 的 导数 下 
到 8 上 为 建 模 。 这 个 定 埋 的 耳 明 未 假 股 《1。 


3208， 关 于 巴 边 值 则 是 的 车 果 的 综 相 647 


er—r 


A. MM. 映 营 诺 天 也 建立 想 双 拔 执 丽 数 有 正常 法 攀 导 数 的 条 件 ,再来 举 出 
它 , 设 Ne 为 8 上 约 某 一 点 ;我 们 把 它 取 为 在 点 No 的 8 的 切 平面 的 极 坐 标 
卡 点 。 在 郑 近 于 点 No 的 点 入) 需 度 ON) 的 数 候 可 以 秽 为 W 点 在 缉 平 面 上 投 
湛 的 4 与 8 的 国 数 。 记 : 

a(p) = ap Od 


上 面 所 所 测 的 条 件 归 糖 为 下 面 所 述 。 丰 在 用 个 正 数 与 8, 使 得 对 任 态 选择 
航 点 No 成 全 不等式: 


(ntp) 一 上 Oo) | bpst1, 
这 一 定时 是 略 营 腾 夫 在 假设 xs 二 1 下 证 册 的 。 

在 贤 体 势 加 数 ， 单 层 势 诅 狼 与 开导 执事 数 的 理论 中 及 痛 关 狐 交 赫 利 问题 
解 的 硫 客 的 进一步 畏 果 可 殿 在 忆 上 上 甩 提 到 的 下 ， 计 ， 粮 特 尔 的 伺 中 与 六. I. 
斯 穆 楼 尝 基 [Cwonnnea 训 的 车 作 “村 本 黄 数 导数 的 佰 储 ”COnenkn TIporrebor- 
HEX 吊 了 RaMBHTadlEHBX dyHSUInM JlosJanpt Akaremiy Hayk COCP, r, 
XXXIV, WB 21950) 中 抄 到 。 

举 出 后 一 将 作 中 关于 炙 文 郁 科 疝 题 解 的 结果 。 

琉 * 一 z(o 纺 为 则 面 8 在 点 No 的 近 党 的 显 式 方程 它 在 ze 十 旬 坪 熙 时 
成 立 [1981。 如 果 zz 甩 有 到 工 阶 的 巡 灶 导数 ,而 所 有 这 些 导 救 的 萎 对 值 不 
站 过 明 一 常数 B; 这 溪 数 王 对 是 夯 有 的 所 有 点 No 均 为 同一 的 , 那 末 我 从 破 
曲面 肪 于 类 85, 。 

在 上 记 烙 定 的 每 个 醒 数 f(D ,在 点 Ne 的 近 可 妻 东 为 房 部 坐标 的 
图 数 了 (2; 起 。 扩 用 DRY {zy 胡来 电 融 数 了 tz 切 基 一 阶 辟 娄 ; 如 景 成 音 坏 
等 式 : 

(143) 
[EDF Cry Jeryn — ED Gry WD Jn) EBV Ur TT (ya — YD 
‘k=0, 1, -sy 
于 此 只 + 六 < 守 (i= 了 区 ，4, 了 与 8 是 与 No 选 梨 然 关 的 常数 ， 收 末 我 们 就 
座 , 了 (N) 甩 于 业 Lip 80,B)。 设 醒 数 作 (W) = 并 (2 妇 分 在 于 区 城 起 上 定 
勾 ; 在 妃 内 部 有 到 ! 阶 的 导数 ， 直到 SS 为 巡 粳 ; 自 这 些 导数 满 是 业 似 于 (143) 
的 美 项, 在 其 中 DB: 记 关 于 (fo gy 多) 的 某 一 台阶 导数 ;着 引入 点 (x2) yoy 3) 到 


一 一 一 到 


A CT Hy 3 的 距离 已 藤 v (zs 一 2113 十 93 一 的 )3。 这 时 我 俏 襄 六 (于 ) 晤 于 


| Def er, ty | 志 有 3 
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类 Lip8t 8)。 在 所 提 到 的 芋 。J， 斯 称 楼 欧 基 的 著作 中 钙 明 了 定理 ; 设 在 
避 上 所 答 的 VD) 属于 类 Lip Bt B) 而 是 可 及 于 类 访 iy; 屠 末 以 了 (ND) 为 
过 慎 的 狄 义 就 利 内 部 间 证 的 解 4( 并 ) 鹏 于 类 Lip BQ， CD) ,于 此 0 为 与 了 (NN) 
的 选择 括 关 的 常数 。 


209， 平 迎 上 的 演 值 问题 “在 平面 上 的 狭义 赫 利 问题 与 叮 煞 
受 问 题 也 可 以 完全 与 [206] 中 一 样 地 来 考察 。 我 们 用 双 层 势 画 数 
的 形式 本 
(144) uCM) -| waN) 0b 0 ds 

米 求 狄 义 雷 利 辣 题 的 解 , 面 以 军民 势 夯 数 的 洪 式 

(145) uM) =| pIg Eds 

来 求购 伊 曼 问题 的 解 。 可 以 得 出 对 密度 的 积 从 方程: 

CH46) plNO) oNO TAN, HON) EK (Nos Nm 


(40) (No) = -oN + WN) ECOVo NY ds, 
于 此 
K (No N) = — S09 Fo, 2) 


rp | 


KilNo; WN) 一 2) (ro= [NoN|), 


在 A=1 和 g(No) = 二 了 (No) 时 方程 (146) 对 应 犹 义 赫 利 内 部 罗 
显 , 当 》= ~ 和 YN 一 一 二 Fo 时 它 对 应 狭义 厅 利 外 部 问 


题 。 当 X= 工 和 p(No) 一 一 二 了 (No) 时 ,方程 GL47) 对 座 路 伊 曼 外 
部 问题 , 而 和 = 一 1 和 9 (No) = 二 (7o) 时 它 对 应 路 伊 用 内 部 阅 


中。 泪 一 切 情 形 和 下, Fo 是 田 更 在 过 和 值 人 茶 件 中 的 画 数 。 
方程 人 46) 可 以 号 成形 续 : 


309. 下 面 和 的 过 已 问题 B49 


Ho =p (so) FA | pO) FE C05 Sas, 

于 此 * 及 ss 为 通道 1 的 新 LN 及 LNo 的 其 度 , 它们 是 从 某 一 定 
虚 王 开 寻 续 一 完 方 向 来 度量 的 ,而 了 为 角道 的 长 。 也 可 类 也 地 
写 方程 (47) 。 在 [1991 中 对 她 道 ! 所 作 的 急 朋 下 , 楼 下 (sw; 9 与 
K1 C80; 8) 为 加 和 炉 核 证 

如 同 在 [20 四 一 样 , 入 ==1 并 非特 征 筷 ,而 = 一 1 是 秩 数 为 1 
.的 特征 值 。 这 时 , 方程 (146) 的 特征 画 数 为 任意 常数 而 方程 (147) 
的 圣 征 醒 数 为 静电 密度 PC 对 于 它 , 童 性 势 醒 数 (145) 在 了 上 
及 ? 内 等 于 常数 。 


把 A=1 和 p(No) 一 二 了 (Wo 时 的 万 程 (t46) 的 解 代 太公 趟 


人 4 ,我 们 得 到 犹 立 克利 办 部 末 题 的 解 。 拱 入 =1 时 的 方程 (47) 
的 解 代 大 下 式 1145 ,一 般 裔 来 并 不 得 田 容 伊 曼 从 部 问题 的 解 。 这 


是 因为 当 y>co 时 lg 十 趋向 于 无 限 。 如 果 F CN) 消 足 条 件 : 


| 7CDa=o0， 

革 未 把 %= 一 工时 (47) 的 解 懂 天 公式 (145) 就 糙 出 咱 伊 受 内 部 轿 
题 的 解 。 

转 到 狄 义 替 利 外 部 问题 。 如 果 (了 ) 育 足 条 件 : 

{jo DF ON) ds=0, 

闭 来 把 一 -工时 的 方程 (146) 的 解 代 太 (1 就 输出 问题 的 解 。 

如 果 这 个 条 件 不 满足 , 那 末 选取 一 个 常数 4, 使 成 立 [ 见 20 人 

| wo CD LF CN) ~—alds—0, . 

且 如 前 , 依 公 式 (444) 得 到 以 了 (N) ~ 为 边 值 条 件 的 阅 题 的 解 
uCaf) ,而 和 w(M) +e 就 是 以 了 (PN) 为 边 值 条 件 的 问题 的 解 。 深 
加 一 常 狼 的 原因 是 僵 于 :到 式 \144) 葵 出 在 无 穷 远 为 渤 的 锁 和 醒 


660 弦 四 从 ”过 值 疝 题 


eg Ri |， we me ebro re -re 一 一 wm， me = we mm = we 一 men ia 一 mm ma， 


数 , 而 在 平面 的 情形 ,外 部 阅 题 的 解 并 椒 要 求 在 上 悉 装 远 处 化 为 霉 。 
210， 球 丽 数 的 积 另 方程 ”对 以 原点 为 中 心 .以 1 为 定 私 的 球 
了 的 情形 来 考察 齐 次 方程 (188) 。 在 这 -情形 下 ,方向 m2o 为 向 会 
0 页。 的 方向 ,而 cod(ro, ?40) 一 一 加 ,这 就 是 谣 卉 次 方程 (138) 有 形 
汰 : 
(148) nN = || 5。 
我 们 如 果 从 (182) 由 六 ,也 会 得 着 这 同一 方程 。 在 右边 的 积分 是 以 
二 和 如 一 M9 为 密 庆 的 球 这 在 点 入 (00, go) 的 势 面 
数 。 
首先 考察 在 球 内 部 的 点 对 (p,， 0 ， 扩 ) 的 势 画 数 。 用 7 来 于 中 
高 1M | ,总 P 求 所 10 囊 | ,就 有 展开 式 [iLls; 区: 


i 人 y 
(149) 二 Prlceos yp {p<D), 


于 此 Pi (2) 是 惑 上 特 多 项 式 , y 是 向 径 OM 与 0N 所 租 成 的 角 。 
把 基 一 %; 阶 的 球 图 瘦 取 为 149, 9): 
LB, Dp) =Y.,(0, py 名 
利用 以 上 在 p <1 为 一 发 收 敦 的 展开 式 , 我 们 得 出 . 
| Fr ,内 本 ou TTY, 9')p", 


这 是 军 接 地 可 由 如 下 的 公式 [Tls, 1331]: 
i YF.(0, p) Pn (co8 YI AN 一 0 说 关 作 时 ， 
号 


|{Y¥%@, p) P(eos yas ~ HFT YO 9) 
本 ， 


推出 。 当 形 重合 于 在 球面 上 的 点 wo 时 ,我 们 莓 有 


214 ， 井 射 著 的 和 体 的 热 平 街 651 


P00, WE do = Yo, go)。 
再 


2m 十 1 


愉 证 可 见 ， jn 一 一 (2% 十 为 方程 (148) 的 特征 秆 ,并且 每 个 这 样 的 
特定 值 对 王 (2 二 已 个 特征 讽 数 , 部 于 阶 的 球面 数 。 人 第 一 个 特征 值 
ho 一 一 1 对 应 于 等 于 常数 的 特征 画 数 { 球 的 静电 密度 )， 

现 证 方程 (148) 不 能 再 有 其 他 的 特征 什 , 并 且 对 应 熏 个 特征 值 
A 已 不 具有 除 上 述 球 醒 数 而 外 的 其 他 的 特征 面 数 。 汕 刀 为 (148) 
的 茶 一 与 以 上 雇 指 出 的 数 不 同 的 特征 值 , 而 彤 (YY) 为 对 刘 的 特征 
泵 数 。 方程 (148) 的 核 关 于 契 及 Wo 为 对 称 的 画 数 ,又 因 CN) 与 
志 有 奈 了 范 数 应 为 正 交 , 特 注 是 与 Px (cosy) 正 普 , 即 


和 po p) Peleos yo 一 0。 


和 并且 ,从 展开 式 (149) 推出 , 以 jv(NW) 为 密度 的 球 帝 的 势 量 在 球 内 
处 处 等 于 喜 , 因而 在 球 而 上 也 处 处 等 于 需 。 但 这 时 积分 方 程 (148) 
指出 , 1'(N) 在 整个 球 上 恒 稀 于 雳 ,这 对 于 特征 面 数 是 不 能 碟 立 
的 。 现 考察 特征 值 儿 。 如 果 它 对 应 某 一 不 为 % 阶 球面 数 的 特征 画 
数 , 那 末 我们 就 可 甫 为 , 闭 一 特征 丽 数 与 所 有 球 丙 数 正 交 , 而 重复 
如 上 的 葵 壕 ,我 们 就 可 以 确信 ,在 整个 球面 上 这 一 丽 数 应 当 昼 等 于 
震 。 

因 啊 , 球 师 数 乃 是 积 妇 方 程 (148) 的 特征 丽 数 的 完全 系 。 

211、 辑 射 着 的 物体 的 热平衡 ”考察 拉 普 拉 斯 方程 的 第 三 阅 
题 。 

在 热流 为 稳定 的 状态 下 , 物体 内 的 温度 w( 型 ) 应 当 满足 拉 萌 
拉 斯 方程 ,而 在 边界 上 应 溜 足 条 件 


有 WU 加 
Fn OY to) 一 心 ， 


于 此 郧 是 外 导热 系数 , 而 tw 为 物体 外 介 贤 与 物体 相 密 接 处 的 漫 
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mr PP re 


度 。 这 十 个 最 我 们 都 可 以 秽 为 在 曲面 六 上 点 的 函数 而 因此 , 我 
们 情商 于 求 在 喇 内 部 的 青 和 夯 数 , 而 在 近 出 面 的 表面 上 满足 形状 
| 


(180) Tu) pCN)u(N) =f(N) 


的 笨 件 ,于 中 (与) 为 在 六 上 的 沿 数 ,上 且 pCN) 0。 我 们 
租用 蛙 层 势 丽 数 的 形式 来 解 这 边 值 问题 , 边 值 条件 160) 引导 到 如 
下 的 对 密 席 的 积分 方程 ; 

区 CW) S03 fos fo). dS ormt No + 


t(jn Di A No), 
域 


p(NO = TN) -fen) [Bs + Se las, 


更 邯 在 .上 闸 所 作 的 假设 下 , 齐 次 方程 不 能 有 非 需 解 。 事 实 土 ,我们 
亿 企 芋 面 见 到 [93] ; 当 p00 时 可 表示 为 审 悦 势 医 数 的 调和 和 
范 数 ,也 就 是 具 碍 正常 活 线 导数 而 砚 足 天 次 边 值 条 人 性 

(151) OD pLNYuCN) =0 


的 翻 和 画 数 在 8 内 情 等 于 喜 。 现 眶 齐 次 方程 有 解 4(N)。 以 
KW) 为 密度 的 单 层 势 丙 数 满足 乔 次 条 件 (15 了 1) , 因而 在 5 内 部 等 
于 超 。 因 为 它 在 急 穷 远 点 也 等 于 需 , 如 前 , 我 们 从 此 就 得 出 赤 阶 
(NV) 一 0, 部 齐 次 方程 实际 上 钥 解 ,内 而 非 齐 次 方程 对 任意 的 自 
出 仙 了 (No) 有 解 。 现 规划 面 态 为 单位 球台, 而 夯 数 六) 为 正常 
数 天 。 在 这 铺 形 下 , 由 于 70 二 一 4eoa 《80,11o) ,我 们 得 漳 积 盆 方 
可 ; 
(No 一 区 去 省 pW) do + rf (No, 


313， 群 吉 楷 方法 各 下 和 


我 们 在 前 段 中 已 轻 研 究 过 少 。 如 环 陪 部 为 奢 数 ， 那 末 这 个 方程 的 
特征 第 由 方程 1 一 纹 二 2%T1 所 决定 , 这 就 是 特征 箱 为 R=0, 一 1， 
一 2 而 它 所 对 应 的 国 数 往 为 球 两 数 。 我 们 可 以 完 笃 类 似 地 来 
考察 平面 情形 的 第 三 边 什 问题 。、 
212. 咱 玉 兹 方法 再 指出 一 种 解 狄 义 赫 利 阅 题 的 方 注 。 座 
我 们 已 能 对 区 域 瑟 与 Bs 及 性 意 的 
巡 模 届 值 艇 册 犹 你 赫 利 则 题 , 和 并且 ; 
这 图 个 区 城 有 人 其 区 域 妃 , 如 同 图 os 
12 所 示 。 攻 光 配方 法 输出 对 区 域 
B, 与 B, 的 联 台 的 区 域 B 二 Bi 十 Bs 〈 峡 十 二 ) 
解 狄 义 赫 利 间 题 的 可 能 性 。 我 们 在 平面 的 情形 进行 基带 , 但 对 三 
厅 容 尚 的 情形 ,' 芭 仍 然 是 出 样 的 。 区 域 B 与 Bs 的 授 道 出 于 ' 攻 全 
的 迹 点 而 划分 为 若 于 部 分 ,对 了 分 为 od Bi 羡 部 分 ,对 Bs 分 为 
ca 二 及 。 于 部 分 ， 说 在 区 域 B 的 通 和 省 I=ai 十 a 已 其 回 本本 数 
QWN)。 许 元 强 方 革 的 计算 是 接 以 下 方式 进行 的 。 拒 在 a 上 答 害 
的 而 数 wlW) 保持 连 种 手 地 依 鱼 何方 法 延 丘 到 B81， 设 这 样 地 所 
得 的 在 83, 上 的 南 数 为 outN) 。 我 们 解 对 户 的 犹 闵 茜 利 周 题 , 作 
起 在 BB 中 的 宙 和 泵 数 ww.( 汀 ) 、 凑 边 值 如 下 : 
9 (VN) 在 oa 上 
Don 在 上。 
把 这 一 泵 数 在 8; 的 数值 速 朵 of 在 as. 上 的 数值 取 为 新 的 在 Bs 
中 为 调和 的 画 数 24( 和 ;的 边 值 , 即 : 
mW) 
le) 在 Bo 上 。 
更 在 Bi 中 作 痢 和 夯 数 ,其 边 愤 为 : 
心 CN) Eo 上 
at 在 B1 上 。 


wl) = 


G64 菇 四 音 ”所 值 间 是 


扫 作 在 Bs 中 的 调和 图 数 be) ,其 边 信 为 ，; 
va(N) = 人 在 me 下 


zt 在 Ba 上 
等 等 。 而 一 般 地 有 ; 


t(D) 在 BB 调和 和, 月 6 (NY) 二 | 


0 (N) 在 oa 
DtN) 在 有 .上 
wtN) 在 oo .上 
(WN) 在 Bs 上。 
更 证 极限 limw (如) 在 妃 中 存在 , lim vi( 弄 ) 在 Bs 中 存在 ,而 在 
区 域 BL 与 Ba 的 公共 部 分 这 娃 术 限 相 恒 合 ,为 此 ,我们 要 利用 一 
个 即将 令 述 的 引 香 。 首 先导 我 们 提 到 关于 区 摄 的 迪 道 所 放 的 人 恨 
坛 。 我 们 尾 设 ,区 域 .B 与 也 的 角道 是 由 有 限 段 县 汗 炉 变化 切线 
入 曲 黎 强 所 租 成 。 国 而 在 过 济 土 可 能 有 有 有 陵 个 角 点 。 此 人 外 ,我 傈 假 
滩 在 获 成 广 !1 与 入 (图 12) 这 两 个 通道 者 有 : 急 钱 ,而 在 入 与 驴 ; 的 
切线 潼 成 不 等 于 圭 的 交角 。 更 来 活 带 引 溃 :如果 区 域 .8 与 By 的 
悍 遵 满 姑 所 示 的 条 件 ,又 22) 为 在 及 中 的 葛 和 现 数 :在 轩 区 城中 
en 
全 只 与 区 域 与 Bo 有 关 而 与 AR 站 迁 拼 优 关 下 党 笋 人 


oCN) 在 肪 钴 和 , 目 mCV) 一 | 


i i 本 TM 


FR wt ,类 们 的 洲 售 他 正 确 ， 这 时 我 倘 可 以 假 股 ， 本 对 于 出 小 区 
域 是 同一 的 。 我 们 把 引 好 移 放 明 括 置 到 下 一 段 去 , 而 尘 来 谤 用 宇 
来 证 明 疹 互 碌 的 步 骏 的 收 艇 性 。 
根据 作法 : 
四 Q 征 el 站 
Dy) wy 由 在 所 
“1583} 
0 于 Ca 上 


vl ) 一 性 一 1 (NV) 一 tm) 一 如) 在 Bs 上。 


218, 引 至 的 证 明 6g5 


我 全 引信 如 下 的 记号 : 
Ms = max|wnes CN) —un (NW) | = max| on N) ~ ou- (NW)| 


Mo max| Vara NY) on (WN) | =max lu (BN) tn (WN) | 。 
NER, NEPY 


注意 到 边 值 条 件 (153) 及 引退 ,我 们 就 得 型, 志 9 用 ,及 六, 所 qn_1。 
从 此 推出 : MM (和 % 二 名 ， 3, “1 )， 此 邑 NM Ni, 
作 起 圾 数 


(154) wa (M) + funrs M) ~ (M)1, 


从 第 二 项 起 , 它 的 每 项 在 a 等 于 堵 , 且 在 9 于 有 舍 赂 wri (六 ) 一 
一 Wn( 亨 ) | 二 有 形 1。 因而 所 号 出 的 家 数 在 Bi 的 通道 上 上 焰 对 且 . 
一 我 收 雍 ,因而 在 整个 了 团 区 域 也 各 此 。 宪 的 和 %( 玉 H) 在 于 区 域 Bi 
为 速生 , 在 Bi 内 部 为 调和 。 释 数 (154) 的 前 名 项 之 和 为 如 (型 )， 
因而 我 们 可 以 断言 ( 开 -> 弄 ) 在 内 区 域 中 一 我 地 成 立 。 同样 
可 以 证 明 vOM) >v( 形 ) 在 天 区 域 Bs 一 各 地 成 立 , 于 此 %( 形 ) 在 
闭 区 域 Bs 连 炳 ,日 在 Bs 钴 和。 根据 (152) : 

Wn) = 在 Bi 上; 二 (在 Bo 上 上。 

寺 渡 到 栋 限 ,我 个 见 到 wt( 训 ) 与 2( 训 ) 在 B11. 上 与 B84 上 术 重 合 。 
从 此 推出 , 它 在 区 域 记 与 Bs 的 公共 部 分 号 .上 也 处 处 重合 。 二 
而 在 B= 下 Ba 之 内 的 求 数 YE) 与 加) 和 藻 出 唯一 的 垃 和 桓 
数 。 由 于 (152) ， 这 一 和 调和 郴 数 在 迎 道 1= 吧 十 oa 上 有 蕊 葵 的 边 值 
wot 入 ) ,因而 , 许 无 正方 法 实际 上 十 闫 了 上 面 所 提出 的 问题 。 

213， 引 理 秽 枉 明 ” 作 起 沿 训 8; 具 巢 位 密度 而 分 布 的 双 层 势 
图 数 : 
alg 


信 
Pr 


这 就 是 从 点 型 来 看 弧 6 的 税 角 ,于 此 我 们 假设 属于 有 。 在 


565) FM) = -| 
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一 一 一 一 一 一 一 -一 一 一 一 Ti me 


了 闪 为 谢 和 的 商 数 记 55) 在 颖 w， B81 的 内 点 取 巡 续 的 杠 痕 值 ( 图 
18) 。 


(图 十 三 ) 


妆 通 潜 上 的 成 站 只 弧 a 的 一 个 及 从 级 Bi 的 一 侧 接 近 于 点 
Ni 时 ,我 们 就 有 所 考 汉 的 画 数 (NN) 的 不 同 的 圾 也 和 值 ， 我 们 认为 
FNV)S PrN 

这 些 极 限 值 是 制 线 NiNs 与 区 域 B 的 好 道 在 点 和 Wi 的 团 炎 
方向 的 交角 (图 1 名 ,并且 我 们 有 : 
(156) FND)—F- (ND) = 

如 果 我 们 把 点 是 洪 任 一 射线 帮 坦 趋 间 于 各， 痛风 与 图 中 
所 示 的 在 点 六 1 的 切 杷 方向 瑟 角 为 小 瑞 末 不 难 从 图 中 见 到 , 画 数 
(55 将 有 概 限 六 (3) 一 上 根据 人 56) 可 以 牛 它 写 为 形状 ; 


G57) FAND—O= CH ND + (I (NY). 


当 于 的 尾 沪 的 方式 趋向 于 Wi 时 , 半数 (155) 可 以 有 不 癌 的 
极限 值 ,但 它们 应 当 包 合 在 了 -() 与 到 (NT 之 痊 , 乔 画 数 (15B 
在 和 W; 近 帝 为 有 界 。 在 点 Ts 也 可 以 得 到 完全 相 类 似 的 精 果 。 

我 们 现在 炉 定 义 在 涟 道 1=m 十 Bi 上 的 画 数 ,省 在 i 风 
部 等 于 雳 ,在 6: 内 部 等 于 w。 如 前 ;用 了 (N) 来 踊 示 页 数 (165) 的 
极限 值 , 在 四 与 8 内 部 我 们 还 作 起 画 数 户 (W) = 了 CN) 一 ON。 
不 难 杀 出 , 它 瞻 在 莹 个 遇 道 1=om 寺 8B; 上 包括 与 Was 在 内 为 这 
镇 ,因为 碱 数 与 被 减 数 在 这 两 点 有 同样 的 跟 度 。 这 个 丙 数 的 数值， 
钢 刘 在 Yi 会 等 于 Et 。 殴 Fl) 为 在 请 办 诅 和 的 画 数 ,在 


218. EE [再 的 就 明 657 


-- 一 一 一 一 pe pp rci ne 


其 通道 上 有 过 值 疡 (有 N)。 作 FE 起 六 和 面 数 
(158) GM) = EP CM) ~— Fi(M)], 


它 在 a 两 部 的 边 值 为 等 ,在 81 内 部 的 边 全 为 1 。 此 外 ,由 于 
于 过 的 关于 克 () 的 性 持 , 当 戏 臣 向 于 克 : 或 We 时 ，G(aD 的 极 
限 值 必须 属于 区 间 [0, 11。 由 于 椰 天 概 小 佳 原 理 , 画 数 (158) 在 所 
有 内 点 的 佳 香 在 这 个 区 间 内 部 , 即 如 果 亚 在 也 之 网 0<GOND < 
<1。 我 个 贡 所 与 扩 是 曲线 6。 在 点 克 与 太 。 的 切线 与 区 域 B， 
光 道 在 这 些 点 的 切线 的 交角 。 当 好 洪 着 6s 趋向 Wi 时， 两 数 
FCM) 由 于 (1597) 有 权限 LP; CNs) 一 D ,而 其 连续 边 值 fC) 的 机 
数 了 (MD) 稀有 李 限 有 (NI) = 也 -Ni) ,因而 由 于 (156) 让 (158) 
会 有 往 限 1 一 汪 。 同 样 地 , 在 点 W: 丙 数 (158) 会 有 盘 限 1 一 绎 。 这 
十 个 权限 此 小 于 1, 而 在 区 域内 部 我 们 有 0<G (MD <1。 从师 将 
搂 推 出 ,存在 这 样 的 正 数 9 <1, 使 在 Bs 上 GO) <g。 

在 这 些 梢 助 的 作法 之 后 , 我 们 回 型 引 现 中 所 可 到 的 陪 数 
w(M) 。 用 uC /4 来 代替 这 个 丽 数 ,我 们 就 可 假定 在 引 理工 中 
所 具有 的 4 等 于 1 邹 在 阴 区 域 了 上 连续 的 调和 面 数 在 mm 上 有 
等 于 芍 的 极限 值 , 在 8: 上 |w(W)|<1。 首 点 Wi 及 轴 z, 术 限 值 
ww(M) 最 然 等 于 著 。 作 起 调和 图 数 吾 (MY) =G CM) -wa) 。 它 的 
极限 值 在 a 内 部 等 于 嘉 而 在 6; 内 部 为 非 负 的 ,这 是 因为 在 Bi 内 
部 各 (NW) 二 1 而 |w (NW) [<1。 当政 趋 近 于 Ws 及 N。 时 ,HCD 
的 村 限 值 应 当 属 子 区 尚 [0, 1]。 有 从 此 直接 可 以 推出 , 在 于 区 域 坊 
上 五 (M) 0, 序 w(20) <G(M) ,并 因此 在 Ba 上 我 们 有 w(M) < 
GN) gq 完全 出 样 地 ,在 8B; 上 GCID 寺 久 ( 和 ) 宇 0, 而 从 此 
锥 由 在 Bo 上 -wa 二 Ga <q。 珊 个 所 得 的 不 等 式 狠 出 
lw tH) | Ey, 这 闽 是 所 要 证 的 引 埋 。 这 -~ -征明 柯 忆 在 三 = 区 实 堵 中 


| 


ga 一。 


658 北 四 草 ” 朗 什 半 县 


照样 二 进行 下 。 

214. 赂 无 球 方 法 ( 狠 ) ”我 们 已 考察 过 许 吏 兹 方法 运用 在 区 
域 Bi: 与 Bs 有 最 简单 的 相互 位 置 的 情形 。 这 些 区 域 的 边界 可 以 有 
多 于 滁 个 的 交点 (图 15), 可 以 有 公共 的 部 分 (图 16) 。 也 可 能 发 
生 B; 与 Bs 单 连 送 而 它们 的 和 为 名 连通 {图 7} 。 在 图 15 中 区 域 
B= Bi 十 Bs 的 角道 是 OD8FGHIKC。 在 图 16 中 折 久 QD 是 
浊 道 的 公共 部 分 ,在 图 地 中 阴影 的 区 域 是 区 域 Bi 与 Bs 的 公共 部 


( 轿 下 六 ) (加 十 -七 ) 
分 ,在 所 有 的 情形 下 , 许 吾 臣 方 法 中 逐次 到 近 的 作法 基 上 几乎 与 以 前 
完全 相同 。 对 计算 的 方法 作 若 二 的 改 灾 ,在 对 人 区域 Bi 与 Bs 会 解 
狄 尽 将 利 半 题 的 假定 于 ,我 们 能 得 到 的 不 是 对 呈 : 与 Ba 之 和 的 解 ， 
而 是 对 区 域 呈 与 2 的 公共 部 分 的 解 。 在 团 12 的 情形 ,这 就 是 由 
肖 道 81 与 Bs 所 包 图 的 区 域 。 在 这 角道 上 ， 我 们 答 定 边 全 wlN), 
我 们 将 用 两 调和 画 数 之 和 的 形式 

(159) wh) uM) 4s) 

水 求 具 这 个 边 值 的 调和 画 数 , 于 此 w(t 江 ) 在 Bi 为 葛 和 ,vw( 池 ) 在 
Bs 为 调和 。 把 来 知 画 数 分 为 这 样 的 丽质， 星 然 井 不 是 唯一 的 , 但 
这 对 和 进一步 的 作法 莽 直 重要。 拒 依 任何 万 式 给 定 在 B81 上 的 夯 数 
aft 疼 ) 延 拓 划 红 oy 上 ,使 能 得 到 过 车 两 数 ,者 以 pa(rY) 来 记 它 。 


中 税 天 与 藉 尔 粕 特 , 数 学 物理 方法 ， 齿 3。 


314， 诗 其 北方 法 ( 塘 ) 652 


EF i oo 


作 起 对 uCND 与 oC 的 深交 通 近 ,其 第 一 步 是 对 以 下 的 边 们 
条 件 犹 义 笛 种 问题 的 解 : 
把 和 在 al .EF 
太吉) 一 3 
CD 一 La 在 8; 上 
心 在 ma .Et 
,(N) = 
只 
近 叶 我 们 还 注意 到 盖 式 局 (N) 一 好] (CN) 在 点 Ni 与 Bs 等 于 需 。 为 
了 作出 以 后 的 党 近 ,我 们 萤 : 


p18N) 在 上 . 

a -Cn 各 和 上 
0 人 二 

val) 一 在 上 


oo 一 wd 在 Ba 上 。 
这 一 过 程 将 为 收 笋 ,而 和 (59) 将 葵 出 问题 的 解 。 

所 示 方 法 的 祥 杂 叙 议 可 见 工 B. 康 托 洛 礁 奇 (Hany0poBR) 与 
B. H. 克 雷 洛 尖 (Kpi03) 的 亏 “ 高 等 分 析 中 的 近 己 计算 WUJIPHOTE- 
keHHEHB MeTOII HEHOITeTO aHQIHSa) ， 在 其 中 不 仅 对 控 普 按 斯 方程 ， 
而 且 对 其 他 的 办 洒 型 方程 则 下 其 族 用 这 个 方法 。 这 三 法 对 三 准 的 
铺 形 也 适用 。 

还 指出 另 一 能 链 应 用 许 骆 王 万 流 的 情况 。 现 在 我 们 庄 论 狄 义 
赫 利 外 部 问题 ;因此 ,我 们 将 不 考察 平面 的 情况 而 壤 察 三 礁 空 机 了 的 - 
和 情况。 改 在 党 抽 有 中 个 闭 曲 面 Srth=1,2,-…, %9), 其 中 任意 两 
个 肉 有 侦 共 点 。 用 五 梁 和 容 关 和 在 所 有 的 5; 之 外 的 部 分 ,而 Di 用 
来 记 BS; 之 外 的 部 分 。 人 骸 证 我 们 对 每 一 对 Si 上 的 尾 意 的 建 统 按 
值 关于 符 一 六 能 解 犹 叉 赫 利 问题 ,而 要 指出 该 时 可 其 如 何 求解 区 
城 喇 的 狄 义 赫 箱 阅 题 。 所 有 区 城 以, 及 区 域 把 无 穷 远 点 包含 
在 内 部 ,并 且 照 例 ,在 解 犹 义 赫 利 网 题 时 是 民生 谢 种 六 数 在 织 鹤 远 
点 等 十 震 。 


6680 第 国人 章 ”过 值 六 题 
于 样 ,我 们 看 找寻 在 司 内 齐 和 的 尔 数 , 汤 在 曲面 S; 上 沉 了 芭 已 
纵 的 连 午 的 数值 : 
(160) us = fr tN) (hE=1, 2, ,Nh)o 
首先 我 位 对 每 一 亡 求 而 数 wio,x (CM) (二 1， 2， 在 Ds 内 
讽 和 而 在 让 于 采取 人 慎 六 CT 其 次 求 鸭 数 和 (Af) (一 14， 2， 
9) 使 在 Di 内 类 和 ,上 有 具 边 值 : 
{J61) Wp CN ) 二 oN) 在 Sk 上 成 并 (h=1, 2 ny) 9 
于 此 和 式 是 对 从 2 一 了 镜 i 一 n 的 所 有 进行 ,但 = 除外 。 
一 般 地 ， 对 往 一 正 整 数 Tt, 我 全 求 夯 数 di, KE (NW) 光 二]， 2, 
… ,个 在 Ds 内 部 讽 和 大 具 芝 秆 : 
(162) Wn nN) | 本 一 一 各 2 在 六 ;上 咸 站 
z (b=—1, 2, + 0)o 
画 数 
Pum) B=1, 2 由， 
它 2 = fi (A) ™ 全 tt) (#=1, 2, "yy %) o 
从 南边 减 去 和 式 
号 waCmD， 
我 位 就 可 以 把 前 一 等 式 改写 为 形 软 : 
068) 各 习 orC) = 六 CD) -wxCD 在 号 上 成 立 
(£=1, 2， yy fo) o 
如 果 我 俩 证 明了 当 p 无 艰 填 大 有 时, 在 于 区 域 上 中 所 有 的 阔 数 
zf) 址 一 1 人 2， "gs 9 一 至 地 赵 间 于 嘉 ， 悄 示 从 (163) 会 推 出 ¥ 
当 儿 腿 重大 时 ,在 畏 内 询 利 而且 并 到 边民 为 如 粮 的 融 数 ，. 


_214， 群 互 交 方法 ( 氛 ) 661 


ba > Um CA ) 
就 烙 且 对 区 域 DD 盯 在 8S; 上 的 声 ( 玉 ) 为 边 侍 的 犹 尺 办 利于 题 的 
解 : 
(164) w(M) = DD DM) 


转向 于 关上 明 ur 人 iD) 在 闭 区 域 万 中 一 至 地 趋向 于 替 的 条 件 。 以 
ok (=I 9 RW) 总 在 Dz’ 内 为 调和 的 西数 ， 在 S; 上 生 于 
1。 这 时 ,在 Ds 内 sr 人 于) 关 0, 且 由 于 当 下 趋向 于 天 限 这 时 
ait iT 一 0， 所 以 存在 泣 足 条 件 0< 生 人 放 二 的 rs 使 得 

(166) oe 和 三 在 访 上 成 立户 (=1, 2,…, nn)。 

如 果 zew (和) 估 一 二 3，…， 9) 是 某 一 在 D; 内 高 和 而 数 的 图 数 , 次 
到 和 为 连 和 神 , 藉 请 足 条 件 : 

166) wrCM) | 所 a 在 Si 上 上 成立 (8 一 1 2 9 

了 此 如 为 常数 。 那 未 gv CH) 一 wr (天) 将 在 Dz: 中 调和 ,在 同上 
为 非 名 的。 只 此 推出 , 在 于 区 域 记 内 Geok( 有 ) 一 wi (于) 宇 0， 即 
在 也 内 wi( 和 ) 三 qv (WM)。 我 们 可 以 改变 调和 丙 数 ww。( 寻 ) 的 
符号 , 法 时 条 件 (166) 并 不 改变 , 因而 就 可恨 改 在 所 论 的 氮 证 
wz 型 ) 20。 因 而 从 以 上 由 入 就 推出 ; 

(187) [wr CWM) | av A}, 

从 此 ,用 于 (6 国 香 

《168) af | 二 or 和 在 8 上 jb R=1,2, ,no 

朵 此 ;这 个 不 竺 式 是 上 4160) 的 扒 戎 。 凡 4 是 一 正 数 , 它 能 使 在 下 一 十 
4 | ftN) | 寺 C， 双 玉 9 为 人 ds dr 中 的 最 小 者 , 苦 
目 刀 睹 , 0<g9<1。 电 于 们 60) ;我们 在 Ss 上 有 lwo.s(N)| sc。 由 
于 {161) 及 (168) , 我 们 在 SS 上 还 有 | | 所 一 Dag (b= 
1, 3,…, 各 。 再 应 用 w=2 于 的 (162) , 青 一 严 地 利用 (68)、 
我 们 在 Ss 上 得 到 le) 志 0w 一 了 3249 而 一 般 地 , [1,A 和 ND) | 专 


083 第 四 齐 ” 讼 值 疝 题 


二 ”= 


一 reg 在 SS 上 启 开 ,因而 ， 
(169) [wri) im Dolre (A 在 D; 中 ) 

(R=1, 9, + No 
如 暴 曲 面 的 数目 六 = 一 2， 从 此 就 推出 当 2 一 ce 时 加) 一 0 一致 
地 在 DD 中 成 辫 , 轩 而 在 半 区 域 万 中 成 立 。 如 果 ”> 2 那 末 我 们 各 
到 为 使 加 ,stat 一 0 的 如 下 的 充分 条 姓 ; 
(170) (n—1)g<1, 
数 ? 根据 其 本 身 的 作法 与 边 公休 忻 f(N) 无 关 , 宇 仅 羽 由 区 域 
所 决定 。 我 们 也 可 以 完 难 同样 地 考察 区 域 了 为 有 有 界 区 域 的 情形 ， 
写 有 具有 外 边界 总; 与 内 这 界 访 2， Sa3,…， Ao。 这 时 对 访 ! 所 包 国 的 
区 域 卢 我 们 有 具有 狼 义 区 利 内 部 矢 题 , 而 对 区 域 De (8 一 2,，…, n) 
刚 与 前 面 一 样 为 外 部 问题 。 上面 的 作法 属于 了 .MM， 故 悉 浊 (To- 
Hy3HH, MaTemw， eG6opHHE T, 41, 2; 1984) 。 不 难 确 储 , 这 个 作法 在 平 
面 的 情形 世 有 有效 ,其 村 在 各 个 于 多 道 及 .上 葵 定 演 界 值 。 

3215、 次 调和 图 数 与 优 身 各 男 数 在 解 类 义 赫 利 问题 时 ,积分 
方程 方法 在 实质 上 是 受到 相当 重大 的 限 拉 的, 我们 不 得 不 拒 一 些 
限制 加 到 区 域 的 边界 上 去 。 我 人 指出 男 一 个 解 犹 尽 赫 利 轩 是 的 方 
法 , 它 在 对 区 域 边 界 与 对 在 这 边界 上 的 过 值 的 非常 一 般 的 假定 下 
都 能 适用 。 光 一 方 诸 带 有 示 理 基 的 性 质 而 并 和 涪 有 和 焙 出 问题 的 解 的 
近似 的 作法 。 蕊 是 由 潘 加 勒 所 提出 ， 其 后 由 筱 下 予以 精确 化 的 
[Math，2Zeitaehr，Bd 18(1923) , 也 可 次 六 了. 工 . 彼得 罗 夫 斯 基 
在 “yeTexH 了 8T6MSQTEHVeCSHX HRYE7 TYIIT 上 的 醴 开 和 及 他 的 波 
于 偏 微 分 方程 的 害 ] 。 

本 了 段 我 们 要 倒 壕 若干 新 约 概 念 , 宪 全 在 人 儿 间 上 面 所 提 到 的 考 
法 时 要 加 以 利用 的 。 这 些 新 概 念 在 数学 物理 中 还 呈现 了 广泛 的 兴 
下。 所 有 的 叙述 都 在 平面 情形 进行 ,在 三 妈 窑 关中 ,这 急 述 迄 直 是 
一 样 的 。 在 研究 用 所 提 到 的 方 汪 作出 药 调和 画 数 的 边 值 时 是 有 -~ 
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ce -一 一 一 一 -一 一 一 一 一 一 一 一 


些 区 别 的 ,我 们 在 叙 圳 芝 方 法 的 最 后 染指 油 窑 。 

对 于 一 个 自 变 量 的 硬 数 ,方程 yY' (2%) 一 0 是 控 普 近 斯 方程 的 类 
但 ;, 丽 它 的 通 积分 为 一 次 多 项 式 Y=at 十 3, 它 的 图 形 为 于 各。 狄 义 
赫 利 半 题 , 序 在 已 葵 区 间 [&, 妆 内 由 已 葵 在 区 阅 端 点 的 两 数值 来 
确定 方程 (ww) 一 0 的 解 的 名 题 篇 单 地 归 竺 为 过 十 已 输 点 画册 站 
厂 的 闫 题 。 一 次 多 项 式 以 下 面 的 事实 为 其 特征 : 它 在 任何 上 4 一 加 
之 值 是 飞 在 与 4=wo 等 距离 的 十 点 儿 二 Jo 十 hh 与 w= 二 知 一 之 值 的 
算术 奉 均 值 。 现 考 察 岂 向 朝 着 y 轴 正方 向 的 连 太 曲线 。 证 y 一 3) 
为 书 的 方程 。 在 这 曲线 上 的 点 ,我 倍 有 


QT) g (ao) < 于 [9 (0+ 加 十 y(0o 一 了 1 
完全 类 似 地 ,如 果 曲 线 的 凸 问 朝 著 4 轴 的 正方 向, 粥 末 
(GT713) y (80) > 瑟 区 (Geo 十 到 十 g(oo 一 内]。 


不 等 式 人 171) 商贸 地 可 从 下 述 事 实 推出 : 在 所 渝 情形 下 曲 继 的 绎 
一 小 度 才 在 它 的 驼 的 下 面 。 引 入 在 多 变数 情况 下 相应 的 要。 让 
在 二 数 8, 全 得 了 (P) 不 超过 ZIa0 在 以 了 为 忆 以 全 记 的 p86 为 
衬 径 的 国 上 的 平均 值 ， 痢 来 我 们 算 了 (MM) 在 BB 内 为 次 宙 和 的 。 如 
呈 引 入 点 卫 的 坐标 (2, 纺 , 那 末 所 说 的 条 件 可 号 为 形 钛 : 
072) flws WDE) Flortpcosp, ytpsinpg)dp, (p<8), 
如 果 耐 数 了 (CM) 为 在 内 的 调和 国 数 ,名 来 对 每 一- 在 8 内 的 
虚 , 在 公式 (1721) 中 成 立 等 导 [II;194] ， 风 而 , 展 和 画 数 是 次 天 和 
画 数 的 特殊 情形 。 这 定义 也 可 庚 楼 推 到 三 亲 的 情 几 ,只 要 我 们 用 
球 来 代替 图 就 可 以 了 。 可 以 完全 相 类 似 地 定义 优 和 丙 数 。 对 江 
心 ,我 们 对 区 域 的 任 一 内 点 由 有 


(C172,) fiw, 办 > 训 1 fiwtpcodpmy y+ presing)ag 
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这 代 乱 (1721)。 

调和 画 数 也 是 优 珊 和 西数 的 圣 丈 情形 。 从 定义 直接 推 出 :如 果 
NH) 是 次 广 和 责 数 ,CO 为 常数 , 著 末 当 C>0 时 Cr 为 区 再 和 
画 数 , 当 C<0 时 ,局 是 优 珊 和 区 数 。 如 果 (MU) 是 优 希 和 西数 ; 那 
来 当 品 >0 时 COFat) 为 优 表 和 面 数 , 当 C<0 时 二 为 交融 和 夯 数 。 
此 外 , 从 定义 直接 推出 , 有 了 个 优 饥 和 夯 数 之 和 为 优 再 和 醒 数 , 丽 
有 限 个 识 凋 和 画 数 之 和 为 次 调和 两 数 。 

我 们 缸 了 CU) = 了 (gw, 妇 在 区 城 召 有 二 阶 的 速 粮 导数 ,县 


(178)) Af 2 5 >0 (在 下 内 ) 

村 到 所 他 久 为 必 在 天 和 及 。 卫 用 格林 人 公式， 着 利 &% = 一方 9 一 
二 1 ， 我 们 就 得 出 : 

(174) | w=-|| Af do, 


于 此 0; 为 图 区 , 的 图 周 。 对 两 数 了 再 应 用 公式 [IT; 193]: 


‘~ 1. algr maf 址 | 
1 一 jb En lgr oh) s+ or Ailgrdo, 


各 


于 此 了 是 从 (x, 殷 到 积分 变 点 的 距离 。 在 0, .上 方向 1 重合 于 方 
同 7; 而 虱 二 p dp 二 利用 (L749) ,我 们 可 以 改写 前 一 公式 为 : 


- 二 
fe DB | FeTososgyg 二 psing)dg 二 
0 
1 中 人 
十 去 二 ) AFf le i 


在 图 区,, 我 们 有 7:p 志 1, 而 由 于 1731) ,最 后 的 一 个 代 式 就 
粉 出 不 等 式 (1721) , 印 当 在 条 件 (78) -F 图 数 了 (CD) 为 在 8 内 的 . 
次 油 和 痢 数 。 完 至 同样 地 ,如 时 在 8 中 

{1732) Af 0, 

沙 杰 AU) 为 在 卫 中 的 优 赤 和 夯 数 。 要 据 次 届 和 酷 数 及 优 画 和 
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FO EE JI rr 一 下 -下 rr 下 Ta er 


画 数 的 定义 , 我 们 自然 并 不 假 瞪 导数 的 存在 性 。 条 件 (173,) 与 
《IT732) 汪 向 于 已 知 的 曲 厂 的 凸 与 是 的 条 御 EI; 7141。 

现 现 明 次 秋 和 现 数 与 优 普 和 末 数 的 某 些 简章 的 性 坝 。 陵 所 好 ) 
在 翔 区 域 束 转 , 在 区 域内 为 次 调和 的 。 这 时 从 人 721) 直接 推出 ,次 
讽 和 图 数 在 边 虹 于 取景 大 值 。 此 外 ， 如 它 在 革 内 三 的 导 域 不 为 党 
数 , 那 未 它 就 不 能 在 这 一 点 有 禄 大 。 滞 样 地 ， 估 丙 和 国 数 在 边界 上 
了 到 最 小 什 。 

216.， 辅助 的 命题 。 我 们 现在 来 灶 明 有 关 次 调和 一 数 与 优 讲 
和 国 数 的 一 些 命题 , 我们 在 解 狄 尽 赫 利 问题 时 需 杰 到 ' 蕊 全。 全 后 
照 价 用 B 论 有 上 蜡 区 域 B 与 其 边界 之 和 , 即 记 闭 的 区 域 。 

定理 I 山 f(M) (=1， 为 丰台 刺 模 的 丽 数 ,有 县 在 PB 
二 1 ;2w 中 的 最 大 值 ,名 
(175,) 9 一 Ia 六 全 人， at)]。 


Re pr 


定理 1 类 似 地 如果 fC 天 ) 0 为 多 网 和 上 
(176:) pM =minLfi (dd),., fm (AM)], 
基业 ( 冲 ) 也 是 优 蛮 和 的 。 
9 (MH) 在 B 的 丫 奈 性 是 直 续 可 由 户 (2 的 连 粮 性 推出 。 长 
toy Yo0) 为 B 内 的 某 一 成 , 埋 不 妨 裔 在 这 一 点 (0o， Vo) 等于 


fitwos oo。 由 于 万 忆 ,用 的 次 证 和 性 ,我 们 省 : 
po, Yo) 一 六 人 io Yo) 二 让 | (gopeosg, yopsin gy) dp, 


但 是, 由 于 (I75y) ,在 积分 进行 所 沿 的 图 周 上 ww( 和 ) 宇 六 (8) ,因而 
更 会 有 : 


Po Yo) < | gp {wotpeosp, 的 十 pgin ydgp, 
演 就 给 出 p (MD 的 次 雍和 和 性。 i 
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定理 工 ， 识 了 (MM) 在 B 内 为 次 调和 ,在 8 为 连篇 , 为 包 合 
于 BB 于 BB 中 的 加 ， 多 Wx (并 ) 为 在 五 中 的 唐 各 两 数 , 它 在 ££ 的 图 周 上 


Pa Tae ry ee ee tere, 


的 数值 重合 于 了 (XY) 的 能 。 这 时 在 五 中 成 立 


[764) FOMY ur MY), 
定理 II 类 似 地 , 如果 (MM) 为 估 钢 和 画 数 ,外 来 在 下 中 
(1762) FM) >ur(M) 


表示 式 了 一 Ux 一 十 (一 Wg) 为 京 谢 和 辆 数 ( 江 ) 与 评 和 责 数 
(一 4 【 电 为 次 调和 ) 之 和 。 此 印 上 一 民 在 五 办 为 次 乎 和 画 数 ,在 
边 愉 上 等 于 车 。 国 而 根据 .上段 所 诅 , 在 妆 内 上 -所 0 这 就 导 得 
(人 761) 。 


1 


rr 


“定理 TI， 对 优 天 和 男 数 的 同 任 的 作法 全 烛 出 优 是 和 西数 
fa 

在 下 之 外 , 六 数 fx 与 了 相 重 合 , 而 条 件 (17 久 ) 对 区 让 的 性 
一 成 当 6 充分 小 时 显然 满足 ,在 到 办 fzx 为 调和 的 ,而 (I721) 成立 
等 号 而 满足 。 所 余下 来 的 这 怠 诈 在 加 天 的 图 周 .上 (172,) 也 满足 。 
识 (xo, yo) 为 这 样 的 点 ,并 且 , 如 果 所 认 团 周 与 区 域 B 的 超 界 有 翁 
共 点 ,于 末 我 全 恨 酸 to 加 ) 在 总 的 内 部 。 我 们 有 : 


.1 fs 。 
Faso Wo) = (Po, Yo) 所 可 | Frotpeosp, yoi+psin gdp 


(p<0), 
在 下 内 由 于 定理 1I， eh 及 在 廿 外 fx= 了 ， 因而 更 有 : 
fr (eo, Yo) SS 世人 Fx {Wo PCOS yot pn PR, 


法 雪 是 所 引 明 的 。 . 
2317， 上 医 数 与 下 画 数 法 ”我 们 现在 妆 转 向 于 急 述 解 狭义 赤 
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1 


利 问 题 的 一 个 新 方法 。 矣 在 平面 上 有 一 有 界 区 域 ,1 为 其 过 界 ， 
我 们 对 它 暂 时 不 作 性 何 力 定 , 役 在 1! .上 闪 定 丽 数 (NN)=@t 公 , 切 ， 
我 伴 贰 时 只 慨 定 它 为 有 界 , 即 存在 数 a 与 5, 使 得 
C177) oulN) Eb, 

任 一 画 数 w (MM) 如 在 闭 区 域 B 连 粮 , 在 区 域内 部 为 次 市 和 ， 
又 在 边界 上 满足 条 件 pCN) oCN) , 我 位 就 称 它 为 下 而 数 。 类 似 
地 ， 上 画 数 外 (W) 应 为 在 区 域内 为 优 再 和 , 在 过 界 上 应 满足 条 件 
VON) (NN)., 

显然 , 存在 儿 次 多 个 这 十 类 的 而 数 。 例 如 , 不 超过 a 的 常数 就 
是 下 画 数 。 发 p 为 业 一 下 黄 数 ,由 鸭 某 一 上 责 数 , 宸 示 式 % 一 9 一 
一 上 = 十 (一 遇 ) 为 十 个 次 希 和 而 数 之 和 ,是 一 次 铀 和 ! 丽 数 , 且 在 
上 x<0。 从 此 推出 在 上 x<0, 朗 在 关上 wp 拉 出 。 换 营 之 , 鲜 
一 下 画 数 在 8 中 不 大 于 任 - 一 上 画 数 。 从 定理 工 及 了 直接 推出 ; 如 
暴 记 (CM) PC (为 下 夯 数 , 那 来 由 公式 (17 后 ) 所 


he 


图 数 。 由 于 定理 1 及 LT 同样 地 可 推出 ,加 果 了 WM) 是 下 夯 数 ， 
那 未 页 数 fr 也 是 下 夯 数 , 类似 地 如 洒 fd) 是 上 责 数 , 那 末 
Fr 也 是 上 面 数 。 

十 分 显然 ， 所 有 下 画 数 以 某 一 数 为 上 界 , 所 有 -上 夯 数 有 下 界 。 
屋 如 在 不 短 式 忆 7 记 中 所 描述 的 上 是 一 个 上 库 数 ,对 于 任何 下 面 数 
就 有 9 (型 ) 所 8 。 完 全 类 倍 地 ,对 于 性 一 上 画 数 ,有 站 (ad ez。 因 


集合 有 一 下 确 务 代 ; 人物 ]， 我 鸽 训 放 为 <) 。 这 就 是 在 了 内 定义 
的 画 数 。 从 出 (型 ) 之 & 推出 YE) ca 及 因 为 已 是 三 研 数 , 我 们 有 
oa) 5, 即 所 作 的 汐 数 满足 条 件 sutaty 二 5 。 根据 下 确 界 的 
定 祥 ,对 在 总 内 的 每 点 型 o 存在 一 上 碳 数 的 序列 (CU) ,使 当 
Hoo 时 一 2 有。 如 时 存在 上 夯 数 上 1 六 使 得 开 料 0) 一 


本 6 将 四 间 过 箱 晒 是 


一 一 ee ee meme mm mm 


二 (Mo) , 那 末 我 们 例如 可 以 假 定 对 性 意 n 灿 ,HD) 一 出 ( 肌 )。 于 不 
同 的 点 型 o 序列 贞 ,( 开 ) 可 能 是 木 辐 的 。 现 证 定理 : 

定理 “0 为 在 B 内 购 课 和 图 数 。 

我 们 指出 , 在 后 交 中 , 画 数 的 指标 不 写 在 下 面 , 而 写 在 上午 的 
括 弧 中 。 

预先 证 明 引 理 : 

引 理 ”如 果 卫 晤 B 内 部 任意 的 定点 5 证 点 , 泪 未 存在 军 届 的 上 而 数 
序列 
(178) PHM 在 吾 中 ) 
使 得 pg 中 (P)—>w(P)。 

如 我 们 以 上 所 昂 , 存 在 上 画 数 序列 加 CD) ,使 由 CPP)-aB) 
俩 : 
(79) YN 一 Pin[ CM), 人 CD]。 
如 我 们 上面 所 见 ，p5() 为 如 绪 的 上 画 数 。 当 郊 培 加 时 ,作出 极 
小 值 的 南 数 Vs (CM) 的 个 数 是 增加 的 , 因而 YimCU) 满足 条 件 
(78) 。 从 画 数 4LM) 是 上 前 数 的 下 确 界 这 一 事实 及 (179) 式 推 
出 六 让 )P), 而 从 此 ,由 风 GD 一 w(tP) 就 推出 
pLP) 一 w(P)。 引 理 计价。 

注 肯 政 基 在 B 内 以 了 为 心 的 任意 一 轿 。 恢 定理 TIT 中 
所 示 方 法 作 pCM)。 由 于 在 略 五 的 图 周 .上 成 立 不 等 式 (173)， 
屠 未 类 但 的 不 等 式 在 整个 于 园 六 上 成 立 。 在 网 天 外, w 姑 (MD) 重 
合 于 g 中 (RM) ,因而 也 满足 短 件 C178): 

pp 和 (MD)>… (在 B 中 )。 

此 外 ,2 用) 三 gC) 二 (和) ,及 因 pg 中 CP) 王 w(P) ,我 们 有 . 
PAP)3WL 了 DP) 。 因 而 我 们 可 以 假定 ,在 引 理 中 用 到 的 图 数 pA 玉 ) 
在 仿 于 .8B 内 的 以 了 鸭 心 的 途 一 面 定 图 汐 为 裔 和 网 。 

转向 定理 的 证 明 。 只 朗 鞠 明 wtM) 在 位 于 5 内 的 任 一 加 到 内 
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为 郑 和 画 数 就 钥 了 。 需 了 为 这 个 图 的 中 心 。 根 据 引 理 及 关于 兴 的 
注 , 画 数 p 中 ( 阳 ) 在 到 内 诗 和 ,这 一 巩 数 在 卫 点 有 术 限 %( 了 PP)。 要 据 
哈 精 殉 定 理 , 这 些 历 数 在 下 内 的 一 切 的 点 此 趋向 于 基 一 宣 和 和 国 数 : 
0 ao) (可 在 长 内)， 
奔 且 芒 个 收 化 狂 在 含 于 挟 内 以 为 必 的 图 下 "内 为 一 致 的 。 我 
全 要 人 馆 在 挟 中 成 立 "Gd) 一 2 。 洲 点 让 明 了 ，, 定理 就 算 证 滩 。 
我 仙 应 用 反 证 法 。 沪 在 玫 内 的 某 一 点 了 :我 们 有 Yu 4 人 Pi。 
因而 应 当 存 在 上 画 数 w(at , 什 得 wCP <oeuy。 训 五 为 城 卫 
为 让 的 图 ,使 点 五 在 其 图 嘻 上 。 作 超 寺 画 数 : 
pM =mintw (dD), Pa 项 ph (MY, 
并 且 pM) Sp M), 
内 为 g%XM) 在 并 图 五 内 一 致 收 化 于 以 形 ) 我 何 能 断 诗 ，A 亿 天 ) 
在 并 图 于 也 -一致 收 八 于 入 限 调 数 ， 
pM) =min[w CMY, ma)]。 . 

国 而 在 图 吾 " 的 圆周 上 一 数 妆 化 性 从 成 立 , 而 我 位 就 可 以 新 党 ,在 
到 ' 内 番 和 的 函数 pt) 在 开园 乓 ' 一 -发 笋 钱 于 荣 一 短 和 页 数 
frr 于) ,因为 加 (Pr) 之 24PD 我们 有 PP 之 04 了 Py ,而 一 般 地 ,在 
入 玉 ' 的 图 周 上 我 位 有 Pl 懂 ) 志和)。 因而 由 讽 和 和 画 数 的 平均 位 宕 
理 ，, 有 : px 中) 之 2(P)。 可 基 8(P)==w( 了 ), 由 由 推出 pk 去 
WtP)。 在 点 卫 醒 数 pm (以 ) 是 上 商 数 oo 人) 的 稳 限 ， 而 不 等 
式 px 了 P) <w(P) 与 wtP) 为 上 夯 数 在 点 了 的 下 确 界 这 一 事实 各 
了 矛盾 。 因 而 “在 吾 内 为 调和 函数 这 一 定理 证 界 。 

在 三 砍 的 情形 ,守明 几乎 是 完全 一 余 的 。 这 样 ,对 在 边界 1 上 
绍 定 的 任意 的 有 界 夯 数 oCN) , 利用 上 面 所 指 册 的 方法 就 可 以 作 
出 在 B 内 为 租 和 和 的 范 数 &( 开 ) 。 如 果 必 人 们 不 作画 数 的 下 确 界 
4 于) ,我们 也 还 可 以 作 下 国 数 的 上 确 异 to{ 机 )。 和 如果 w(W) 是 
在 边界 1 上 的 巡 硬 图 数 , 著 杰 可 以 茬 明 ; wo (并 ) 与 wa 是 重合 
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的 。 在 后 文 ,我 们 灰 常 时 窒 上 丽 数 的 下 确 界 。 

如 我 们 已 痪 提 到 的 ,所 有 的 作法 可 以 无 变更 地 税 到 三 闪 的 情 
形 中 去 。 画 数 4(Y) 称 为 以 wCN) 为 边 值 的 犹 义 赫 利 辣 题 的 广义 
解 。 宪 的 意义 移 在 下 段 解 释 。 

注 ” 当 在 边界 1 上 的 wm(N) 为 连 征 时 ,上面 所 指出 的 犹 义 赫 
利 问 题 的 广义 解 还 可 有 另 一 作法 , 现 来 指出 它 。 把 画 数 w(N) 扩 
充 到 全 硅 面 ,而 避 持 它 的 连 纺 性 。 再 贷 B, (n=1, 2, -…) 是 区 域 序 
列 , 它 们 这 周边 异 4 都 在 B 内 ， 面 趋向 于 B, 这 就 是 衣 , 在 8 内 
的 等 一 点 型 位 于 从 革 一 ”开始 的 所 有 的 B, 之 中 。 上 比方 襄 区 域 
B, 可 以 是 由 有 限 个 图 所 售 碾 , 融 对 区 域 B,, 对 在 玉 上 任何 的 速 梭 
的 边 值 ,我们 已 能 解 狄 义 赫 利 问题 。 

酸 ww.( 和 H) 是 对 B, 的 犹 义 炎 利 问 题 的 解 ,并 且 在 i, 上 的 极限 
值 为 由 我 们 已 说 过 的 w(Y) 的 延 折 所 给 出 。 可 以 证 明 , 当 羔 无 限 
增 大 时 , wn (WM) 趋向 于 上 而 所 作出 的 犹 义 赫 利 间 题 的 广义 解 
wl 了 H) ,并且 在 B 内 的 每 一 于 区 域 上 , 这 收 笋 是 一 致 的 。 这 样 ， 
tn( 型 ) 的 和 焰 限 原来 是 降 与 (NW) 的 延 拓 方 法 无 基 , 也 与 区 域 BB, 的 
选取 天 关 。 重 要 的 仅 是 我 们 上 面 悦 针 的 这 些 区 域 的 性 质 。 这 些 事 
实 的 证 明 可 以 在 M. B. 饥 尔 达 感 的 论 交 中 找到 (Yemexn Marex， 
HayEK, T. VII]), 

818、 边 界 值 前 研究 ”到 此 为 止 我 们 还 没有 对 区 域 B 的 边界 
作 性 何 假 贡 。 我 们 现在 对 它 汪 吉 革 些 条 件 ,它们 将 是 对 区 域 B 的 
边 寞 上 定点 Wo 面 进行 表述 的 。 区 域 B 的 边界 点 第 本 为 1。 

条 件 I、 存 在 .上 束 纺 与 在 B 内 优 秋 和 的 画 数 wCG) , 汤 全 
得 ww(No) ~0, 面 在 B 的 其 他 部 分 w UD >0。 

我 们 现在 来 证 明定 理 。 

定理 ”如 果 条 件 工 猜 足 日 沈 界 函数 e(N) 在 点 We 速 粳 , 屠 


DR 
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用 6; 记 区 域 B 中 漳 wo 的 距离 不 大 于 9>0 的 那些 点 。 恋 8 
为 已 锋 的 正 数 。 由 于 of 在 点 wo 的 连 米 性 , 故 存在 一 正 数 9 
使 对 属于 6B, 的 区 域 8 的 边界 点 碟 立 不等式: 
(180) ow(No) 一 eolN)Sw(No) 二 Te (WN 在 1! 上 ,又 周 于 80)。 
作 起 在 8 连 缠 又 在 BB 内 次 证 和 的 认 数 
(181) pi CM) wo No ~ 8 Cw (NH), 
于 叱 C 为 我 们 及 于 就 线 选 定 的 茶 一 -正常 数 ,由 于 (180) 及 羽 蝇 ) 闵 
实 0, 对 在 上 而 又 刀子 BB 的 点 有 gil) 所 wlW)。 选 提 C 相当 
大 ,使 得 在 B, 之 外 昌 在 上 E 的 点 满足 同一 个 不 等 式 : 
(1829) 加 (证 由 一 8 一 Ce) 过 四 (在 三 而 在 ,外 )。 
在 83 中 浏 Wo 的 距离 不 小 于 站 的 所 有 的 点 ， 面 数 刀 g) 达到 最 小 
的 正 值 , 我 位 衣 汉 为 ms 。 这 商 访 由 以 下 事实 的 出 , 所 己 出 的 点 三 
一 隔 第 又 夯 数 w (了 在 这 点 梨 中 为 速 秆 是 为 正 值 LET; 的 1。 为 使 
不 等 式 182) 能 着 足 , 只 要 职 

全 ~ No) 一 如 一 多 ， 

2 

就 可 以 了 , 干 此 4 为 在 (17 站 中 有 过 的 数 。 在 0 的 这 样 的 选取 下 ， 
画 数 人 站 8) 为 下 商 数 。 同 样 地 当 C 充分 大 时 ,图 数 
(188) pM) = No +ei+ Cw tM) 
为 上 画 数 。 从 名 {Wo) =0 推出 : 

pilNo) = No) — 8, 
及 由 于 pr( 开 ) 在 五 的 建 炉 性 ， 计 以 找 出 一 个 小 的 正 数 9, 使 得 
在 Bs 中 : 


Vi) wtNo) 一 28 (YH 在 Bs 中) 
假 册 Cd) 为 任意 的 上 商 数 。 对 所 有 凯 于 也 的 点 型 ,成 主 由 ( 形 ) > 
关 pPag)， 因 而 ,从 最 后 一 个 不 等 式 推出 : 
让 wD) 一 28 (于 在 Bs 中 )。 
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醒 数 见于 ) 的 下 确 民 也 庶 当 注 足 这 一 不 等 式 , 即 : 
(184) ww(No) 一 28 〈 开 在 3 内 叉 必 于 B86}。 
完全 同样 地 ,从 (183) 推 出 : 
VtNo) = wm No) 8, 
因此 ,由 于 二 (六) 的 回 砂 性 存在 小 的 正 数 562, 使 得 在 有 中 有 : . 
和 We (在 Bs 中 )o 
并 县 更 加 有 : 
1865) wD oNo) TT2e 《在 五 中 月 局 于 6 。 
说 为 数 计 与 结 中 的 最 小 者 。 由 于 34) 与 (185) ,我 个 有: 
(186) wlNo) —2a: wu (NH) wf) 二 28 ( 洪 在 BB 中 有 旦 风 于 BB,) o 
由 于 #8 的 性 辣 性 ,从 此 了 永 推 出 , 当 关 在 区 域内 部 趋向 于 加 ,时 
wu(MN) 趋向 于 w(No) ,而 定理 部 晕 。 这 证 明 在 二 杂 与 三 亲情 形 都 
有 效 。 知 果 wm(NW) 在 边界 的 每 一 点 岂 为 连续, 又 在 每 一 点 条 件 
江 均 满足 ， 于 未 画 数 w(CE) 在 尚 区域 互 为 束 粮 且 在 边界 点 到 秆 

wiN)o 

定义 ”和 如果 对 于 任 着 选 树 的 在 { 上 为 速 丢 的 画 数 mw(N)， 车 
MU>NWo 肝 册 数 wN) 趋向 于 wwy 亚 末 点 Ai 称 为 正 划 的 边 训 
点 。 不 县 有 这 样 性 质 的 动 办 点 称 为 非 正 有 则 的 边界 点 。 

有 质 上 面 所 证 的 定 还 锥 出, 条 件 工 基点 Wo 为 正则 的 充分 条 件 。 

现 指 出 在 三 杂 风 精 形 下 的 关于 正 册 边界 点 的 几何 性 质 多 一 个 
充分 葵 件 。 呐 点 Wo 为 一 边 男 点 , 禄 具有 如 下 的 性 慎 : 存在 一 球 宇 
除 虚 六 外 不 包含 吾 的 任何 点 。 发 型 : 为 这 个 球 的 中 必 , 号 为 它 
的 全 符 。 秆 7? 漆 计 距 议 1 对 | 于 | 而 作 起 夯 数 : 

: w(M) 一 大 一 十 。 

丝 然 这 一 贾 数 能 满足 条 件 工 的 所 有 的 要 求 ,并且 在 五 内 它 是 调和 
的 。 
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现 垃 察 和 平面 的 情况 , 识 号 的 边界 是 由 有 限 个 只 方程 % 一 和 的) 
4 一 # 起 的 南 向 线 所 稻 焉 ,于 此 如 白 与 3 全 
为 套数 二 的 束 炉 的 周期 醒 数 (图 18)。 首 
先 催 ,点 Vo 在 姑 退 道 五 上 (本 18)。 把 坐 
标 扶 成 2 一 0 什 杆 酸 碾 是 选 择 单位 ,使 区 域 一 一 
语 们 于 图 1z| <。 之 中 作 起 画 数 《图 七 及) 
1 
]g2™ 
当 # 在 8B 中 变化 时 , 它 不 能 科 原 点 一 周 , 因而 五 (3) 在 B 为 军 值 
画 数 而 在 了 上 为 束 稿 , 且 (0) =0。 

性 2 二 pe?; 对 了 (2 的 实 部 我 们 有 才 示 式 : 


Fz) ~ — 


-lgrp 
"OT pT 
于 此 ljgp<0。 这 一 清和 交 数 消 人 上 面 所 汞 的 全 部 的 条 ff。 
峙 别 ,在 6, 之 外 ,成 竣 : 


.lg 
"> gr 


于 此 po 为 gg 在 吾 的 最 大 值 , 又 吾 是 库 点 到 疙 点 最 大 的 距 痪 。 
现 刷 Wo 在 内 好 省 2 上 。 在 5 之 交往 选 一 点 ea 作 平 面 的 保 
和 角 变 换 


1 
2 =- 
一 区 


测 道 2 变 为 外 通道 , 而 对 所 考察 的 点 入。 可 以 用 上 而 所 示 的 方法 
作 超 库 数 wd)。 回 到 原来 的 变量 > 我 们 得 到 所 要 求 的 醒 数 。 
头面 如 果 wtN) 为 在 所 论 通 道 的 每 氮 速 壬 ， 球 未 wd) 就 会 站 到 
过 道 巡 续 日 在 其 上 等 于 wm( 信 )。 

现 设 mo 是 wt 好 ) 的 不 连 粮 点 , 大 且 当 六 深 通 道 从 博 边 趋向 
Wo 时 入 上 限 都 存在 ,但 这 些 禄 限 是 不 同 的 《第 一 类 间断 所 )。 邦 官 从 
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ee 


部 为 oaktAwo) 吕 wa (N00) 村 识 ol(Ao 过 wa (No)。 进行 与 以 前 一 
样 的 容 述 , 代 桂 (1844 ,我 们 得 到 : 
uM) wl No) —28, 

而 代 殖 (185) 的 是 ; 

uM Ew No) 28, 
当 前 队 B 的 内 部 趋向 Wo 时 xf 好) 可 能 有 不 同 的 标 限 值 。 得 由 
于 前 一 不 等 式 及 。 的 任 演 福 , 对 人 尾 一 这 些 极限 值 tm 有 趟 等 式 : 
(187) OND SE wa (No) 。 

和 如果 wtN) 为 有 界 函 数 , 郎 斑 足 条 件 人 4177) , 痢 末 如 我 们 所 上 见 ， 
汞 数 w( 开 ) 也 满足 这 一 条 件 。 因 而 xD 是 有 扯 的 普 和 丙 数 , 在 
@ (VW) 的 所 有 的 速 德 点 , 它 取 利好 和 值 (六 )。 

现 国 到 三 多 空间 的 情形 。 可 以 作 起 比较 简章 的 县 有 非 正 则 点 
的 计 曲 而 。 这 情况 是 由 勒 具 烙 所 发现 ,其 后 下 0. 乌 来 松 世 独 查 地 
渡 弄 吧 。 边 界 值 问题 的 屏 痒 和 普 的 通明 可 以 在 M. B. 鼎 尔 渤 漠 的 答 
丈 引 找 革 (YeIHexH MaTex，HayE，T。VIII) 、 

在 笠 面 的 情形 下 再 举 一 例 。 内 为 以 坐标 原点 为 中 心 的 轿 ， 
恰 原 所 除 邹 。 码 内 氮 得 为 圆周 及 其 中 心 。 汶 在 图 周 上 以 下) 一 0， 
在 图 心 w (入 ) 一 4 。 这 样 的 夯 数 在 工 上 为 速 入 。 当 好 趋 苘 国 周 上 
发 有 时 ， 乔 和 夯 数 wl 有) 显 见 是 趋 有 于 崇 的 。 现 慎 %(Cat) 当 开 趋向 
于 圆 它 时 凶 研 能 趋向 于 +。 如 果 是 放样, 珊 来 (NT) 起 在 整个 国 
内 部 番 和 ,只 要 把 几 在 原点 的 数值 取 为 1 就 可 以 了 [R081。 但 在 阅 
尾 这 是 与 关于 慢 和 画 数 的 平均 值 定 理 相 矛 盾 的 。 因 和 形 坐 标 原 点 为 
非 正剧 的 这 只 点 。 

不 难 证 明 在 所 蕉 情形 wo) 三 0 。 实际 上 ，vw (az) 有 界 , 因 击 
妾 型 枫 向 于 中 心 时 有 梅 限 [203] ， 如 果 把 2) 在 中 心 的 数值 取 
作 这 个 数值 , 屠 末 5&(Caz) 在 山内 处 处 遍 和 [203] 是 在 阅 周 上 等 于 
需 , 朗 wk) 二 0， 
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还 指出 ,可 以 作 起 另 -一 正 妈 性 条 和 任 以 代替 条 件 [。 送 个 条 件 只 
阐 涉 到 点 和 Wo 的 近 劳 , 井 可 以 证 明 ,这 一 新 的 条 件 等 价 于 条 件 T。 
条 件 TT， 对 点 2 的 荡 - 拓 发 6 1 (1, 密 丰 6， 


rr 


Te ee TE TE Te eT 


所 Wn (A >0。 

可 以 证 明 , 在 三 纵 窗 间 中 如 果 点 六 。 为 某 一 则 对 的 顶点 , 而 世 
加 座 的 与 Wo 充 稻 接近 的 点 在 外 ( 陈 点 Wo 外 ) , 闭 末 点 No 满足 
条 件 末 , 因而 这 样 的 点 为 正则 (上 见 HH 煞 得 男 堪 斯 基 , 己 微分 方 
程 议 义 )。 

在 以 后 如 果 不 另 外 击 明 的 阁 , 我 们 常 假 迟 , 包 图 所 讨 座 的 区 域 
的 过 效 或 曲面 上 的 所 有 的 成 均 为 芷 芭 的 。 例 如 了 略 普 诺 去 曲面 就 是 
这 样 的 曲面 。 对 于 定 们 , 我 们 已 圳 利用 势 丽 数论 与 积 共 方 竹 来 作 
出 狼 尽 关 箱 问 丁 的 解 。 

如 果 在 边 男 上 赂 定 连 奈 夯 数 w(N) ,及 所 有 点 均 为 正 其, 那 末 
所 作 的 调和 夯 数 &{ 六 ) 奉 到 边界 连结 ,上 且 在 边界 .上 取 巴 ww{N)。 我 
们 知道 ,只 可 能 大 在 一 个 这 样 的 醒 数 。 如 果 在 边界 上 有 磊 正 基点 ， 
那 末 器 和 国 数 ul 新 ) 在 区 城内 有 绰 并 在 所 有 的 正则 迎 界 点 取 值 
of 。 可 坟 话 明 , 只 存在 一 个 具 这 样 性 览 的 两 数 。 这 -重要 葵 断 
的 鞍 明 可 以 在 以 上 提 到 的 包 尔 选 漠 的 论文 中 找到 (Yerexn Mare- 
MATHIACKHS HayE, 1. VIfT, 1941), 

219，% 杂 罕 间 中 的 狂 葡 拉 斯 方程 ”到 赋 为 下 我 们 考察 了 在 
腹面 上 与 在 三 杂 窒 关中 的 近 状 拉 斯 方程 。 

这 晤 二 果肉 易 推 到 "入 空间 的 情形 ,这 时 方程 易 有 形状 : 


A = Dn 0 。 


举 出 关于 解 这 一 访 程 有 关 的 主要 的 猪 果 。 有 到 二 阶 连 简 导 数 且 满 
足 这 一 方程 的 硬 数 称 为 调和 的 。 尖 本 坷 解 具 形 状 : 
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人 @> 允 ， 
干 此 之 数 0 渤 为 二 芒 洒 ， 于 号 o 为 站 空 疝 中 尝 位 球面 的 面 
识 , 芝 衣 是 ,基本 奇 解 具 形状 : 


1 
Po lr) TA (> 


以 7? 为 年 径 的 w 次 球 的 体积 2 可 用 如 下 的 下 式 吉 达 上 LE; 
| : 


一 全 -本 ”为 负数 时 


| 下 


必 十 生 


[中 


TT ”区 
mT 六 为 奇数 时 ， 
如 易于 验证 的 ,可 以 扫 它 们 写 为 太 一 的 形式 : 


wl 


轩 此 ,对 了 微分 并 时 ?一 二 我们 得 到 : 
VE) 
名 
(3) 
对 在 以 8 为 表面 的 区 域 D 中 的 项 和 凋 数 , 城 吉 公式 [II; 194]: 
xD = (golr) MB ua )as, 


千 此 , 我 们 处 处 都 仅 写 出 一 个 积分 号 。 量 7 为 曲面 8 上 的 积分 变 
点 到 Y 的 距离 。 询 和 醉 数 的 许多 基本 性 里 ,在 其 中 有 关于 岗 和 图 
数 在 球 必 数值 的 举 均 秆 定理 , 犹 义 赫 利 问题 解 的 唯一 性 定理 等 等 
都 仍然 正确 。， | 

解 以 瑟 为 秆 笃 的 球 的 犹 义 殖 利 问题 的 县 式 具 形 状 : 


Oh 


320， 拉 普 拉 斯 算 子 的 补 林 醉 数 677 


(188) wM) EE | FN) 0 
人 (R32 p32Rneoud) 


于 此 Pp 是 从 球 心 到 并 的 距 痪 ,是 球面 上 的 变 成 ,8 为 DON, DW 
间 的 变 角 。 

在 % 鸠 襟 向 中 解 犹 义 赫 利 问题 的 .上 图 数 与 下 夯 数 法 可 以 不 加 
改变 地 予以 欧 用 , 开 且 前 所 证 虹 的 曲面 上 点 的 正则 性 条 件 也 臧 立 。 

2%20， 挤 蔓 拉 斯 算 子 的 榨 灯 秦 数 ”对 于 已 微 秀 方程 ,我 们 世 可 
以 类 人 向 于 对 党 微分 方程 的 作法 , 来 定义 烙 宁 画 数 。 我 侧 先 从 近 普 
挤 斯 方程 的 格林 男 数 开始 ,这 值 条 件 是 下 烈 二 个 齐 次 条 性 之 一 : 
(189) wls=0, | 


(190) SL tp (Nuls=0 (p(N)>0, 


工 旦 , 我 们 所 考察 的 是 三 休 的 情形 。 我 们 弃 可 以 对 在 8 内 的 有 限 
区 域 D,, 也 可 以 对 妖 外 的 无 限 区 域 D。 作 格林 页 数 。 先 从 腿 区 
域 属 开始 。 稿 林 国 数 应 当 是 点 对 {全 , 的 的 醒 数 (PP; 提 ,大 且 ， 
如 果 招 宅 看 成 点 了 的 阔 数 , 它 在 D 内 陈 点 & 外 , 有 二 阶 的 连续 
的 导数 , 满足 拉 普 控 斯 方程 , 在 边界 上 满足 边 从 条 件 。 其 次 , 税 作 
点 卫 的 画 数 的 人 (Pi 人 应 当 在 点 @ 带 有 青 异 性 , 它 是 与 一 个 集 
中 在 点 @ 的 有 限 的 电荷 (或 质量 ) 相 适应 的 。 广 得 测 在 公式 [II; 
2011 
a91) 4[ 中 EO) qr | danMo) (r= [MoM!) 
中 的 因子 dmx, 我 们 就 定义 对 条 件 (189) 或 (190) 的 格 袜 萝 狼 如 和 下: 
定义 ”对 记 于 边 值 条件 89) 或 (190) 的 拉 普 扩 斯 生子 的 格林 
图 数 是 指 一 个 风 数 安 (P; Q@), 官 满足 下 烈 条 你; (T) 在 Di 办, 徐 
& 点 外 这 一 画 数 是 斋 和 的 ; (3) 它 满足 边 信条 件 (189) 或 (190); 
(838) 省 可 以 表示 为 形式 : z 
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-or 


PP 


N92 GP G0 Em oP; OW 


式 中 7 二 PQ , 而 g(P; 他 其 在 上 D 入 处 妈 为 衣 和 的 训 玫 
格林 男 数 的 制作 轨 精 为 寻求 它 的 正则 部 分 9(P; 名 。 在 这 值 
条 件 (189) 下 ,在 心 内 调和 的 画 数 yg(P; 久 在 8 上 应 取 边 链 


(198) gq(N; Q) = 一 > (r= |NQ|)。 


在 GL90) 的 情形 ,9(P; 印 的 边 值 条 件 具有 形式 : 
1 
. dG 
G99) (GEO pngN; Vio + | 。 


因而 ,格林 画 数 的 制作 归 之 于 解 拉 敬 搞 斯 方程 的 第 一 边 值 问题 与 
第 三 边 值 交 是 ,如果 昼 是 赂 普 路 夫 曲 耐 , 我 们 就 可 认为 格林 页 数 
是 存在 的 。 

对 外 区 域 D, 应 当 招 在 无 淄 远 处 的 正则 性 的 条 件 添加 到 格林 
画 数 的 定义 上 去, 这 就 是 对 任意 的 在 有 限 处 的 固定 的 @, 如 果 点 P 
趋向 然 筋 远 ，G(P; 9) 就 应 当 趋 向 于 才 。 

识 D; 是 任意 的 有 界 区 域 , 卫 为 其 卉 异 点 梨 。 在 了 中 以 
(198) 为 边 值 条 件 的 狄 义 厅 利 问 题 的 广义 解 存在 。 这 时 ,公式 
(192) 定义 由 对 于 区 域 D 的 在 演 值 条 件 《189) 下 的 广义 格林 而 
数 。 如 果 Wo 是 边 异 上 的 正 肌 点 , 那 未 当 P>N。 时 G(P; 8)->0。 
还 可 以 省 明 其 道 , 部 如 果 当 PP->N 时 G(P; @->0, 那 末 Wo 是 
边界 的 正则 点 。 

在 第 面 的 情形 ,格林 责 数 的 定义 是 完 至 相 类 似 的 ,但 是 要 成 立 
公式 
(195) G(P; OW = lr+g(P; 外 


坟 代 炉 (19。 从 公式 (192) 与 (195) 推 得 , 当 点 卫 与 入 重合 对， 
烙 林 画 数 化 为 抱 限 ,地 用, 当 卫 充分 楼 撑 @ 时 ,格林 医 数 是 下 的 。 


230， 招 普 拉 斯 算 子 的 徐福 玛 数 679 


点 @ 称 为 格林 夯 数 的 要 点。 后 文中 , 我 们 只 考虑 过 值 条 件 《139) 
下 的 格林 画 数 。 我 们 来 证 明 :如 果 点 卫 , @ 不 相 重合 , G(P; @) 是 
它们 的 速 模 面 数 。 注 意 到 人 199) ,就 可 断 营 ,9 (P; @) 的 速 模 性 的 
苹 明 要 归 灶 到 y(P; @ 的 速 术 性 的 证 明 。 居 计 苏 式 g(P'; 8') 一 
一 gy (P'; @0) 。 添 加 并 减 去 gCP'; Q) ， 我们 得 到 
18GP 一 PSP 一 PS 他 ?| 十 
二 19 全 —g(P"; |), 

其 式 y(P'; 人 2) 一 g(P"'; @0) 是 g(P; 8") 在 点 P 与 P" 的 着 值 ， 
当 PP' 时 , 它 显 后 趋向 于 雾 。 差 式 9(P3 8@) 一 g(P'; 您] 显 
然 是 前 和 而 数 g(P; 9@) 一 g(P; 8") 在 点 P' 之 值 。 这 个 金 和 面 数 
在 的 达 值 是 亏 -( 考 一方 ), 这 里 7' 与 "是 如 上 的 淆 点 卫 到 
点 @' 与 和 "的 上 距离。 

忠 点 Q" 与 @ 充 秀 楼 近 , 那 米 当 站 在 8 上 变动 时 , 差 ( 二 ~ 
一 访 ) 的 稳 对 值 是 可 以 任意 小 的 。 但 戎 和 硬 数 9(P; @") 一 g(P; 
Q") 在 边界 8 上 取 到 最 小 值 与 最 大 值 ,我们 就 可 断 首 , 当 > 他 
时 g(P'; 9) 一 9(P'; @D 一 0。 这 样 也 就 证 明了 g(P; @) 的 过 加 
和 性, 因而 也 狂 得 G(P; Q@ 的 速 策 性 质 。 

西数 会 (P; Q) 在 @ 点 近 旁 为 正 ,在 8 上 等 于 适 , 因 而 它 在 区 
域 D, 内 为 正 。 在 三 外 的 情形 , 这 一 葵 述 对 Ds 也 适用 。 再 引出 一 
个 有 关 9(P; Q) 的 盘 哩 的 不 等 式 。 画 数 yg(P; @) 在 8 上 有 人 负 的 
边 值 (198) 。 国 而 在 于 区 域 Di 中 9(P; 全 <0, 所 以 在 内 


(196) 0<G(P; WD < 人 =|Pel)。 
对 D, 同一 估计 也 有 效 。 

更 进行 对 平 而 情形 的 葵 直 。 涩 4 是 翌 面 上 有 限 区 域 的 度 径 ， 
印 区 域 万 的 一 点 的 最 大 距 爷 。 凋 和 画 数 9(P; @) 十 去- 过半 在 边 
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界 5 上 取 值 这 -说 与, 对 极点 蛋 在 B 内 的 任何 位 种, 这 值 总 是 贡 
的 。 国 而 我 们 有 : 在 中 9 + 计 - 霹 子 <0, 即 9(P; Q) < 


1 1 . 
< 一 Br 也 证 。 这 葵 出 : 


G(P; 罗 < 二 区 工 一 二 本子， 
郎 成 立 形 为 
(197) ‘0<G(P;@)<alg 广 +b (在 B 内 ) 
”的 不 等 式 , 这 里 4 与 是 常 教 。 不 等 式 (196) 与 (197) 答 出 格林 加 
涩 的 一 个 属 计 , 它 与 点 了 , Q 问 的 距离 + 有关。 


281、 榕 林 面 数 的 性 质 “” 考 察 在 中 的 格林 画 数 。 如 前 , 写 
7 为 空间 变 点 到 点 @ 的 距离 。 定 义 而 数 


9(P; Q) 在 内 
(198) - ulP) -| 1 

一 zm 在 总 外 。 
它 在 访 内 及 在 D, 内 都 是 调和 的 ,在 无 穷 远 为 项 。 在 D, 叱 有 直到 
8 为 速 荐 的 任意 阶 导 数 。 我 们 可 以 把 在 Ds 中 的 v( 了 P) 禹 为 具有 边 什 
(199) f(D) = 一 亡 -i) 
的 潍 伊 坚 问 题 的 解 ,因而 我 们 可 以 在 D。 内 把 w(P) 未 为 共和 
密 讼 的 单 屋 北 丽 数 


{200) Os (r= |NPI), 


这 一 势 而 数 在 全 上 的 人 等 于 (一 了 7) 于 此 rr 一 |WQ|, 部 , 它 与 


9g(P; @) 在 SS 上 有 相向 的 值 。 从 此 可 上 昂 , 出 等 式 (198) 所 定义 的 
v(PP), 在 埃 个 空间 都 可 以 用 公式 (200) 求 表 法 ,部 


231. 炉 术 立 数 的 福 禄 G81 


GoD gkP; = 上 9 亿 在 旋 申 ) 


所 以 , 9(P; 外 在 D, 中 对 有 平常 法 线 导 数 。 显 然 ， 对 G(P; G; 
世 可 以 作 和 同样 的 论断 。 

我 们 指出 ,由 于 边 值 第 件 (199) ,对 点 @ 在 Pi 中 的 任意 位 置 , 画 数 二 不 
仅 在 8 上 ,而且 在 与 5 相近 的 全 空间 都 有 任何 阶 的 导数 。 在 8 上 ， (199) 的 
右边 显然 潇 足 李 全 希 花 条 件 : 

7 —f ND) | ary (ris= |NNal), 
而 我 们 就 可 断言 “(N) 满足 李 营 希冀 条 件 [196], 因 而 9(P; 8) 就 有 到 8 为 
回炉 的 一 阶 了 导数 [198] 。 


现 让 格林 画 数 的 对 称 性 : 
(202) G(P ® =G(Q; P)。 
这 时 , 我 们 指出 , 由 于 前 面 所 计 , GCP; 8) 有 在 8 上 的 正常 法 粮 
导数 ,在 Di 内 , 除 点 由 外 , 它 有 连 凿 法 米 导 数 。 更 对 图 数 w= 
一 他 (下 1) 及 9 二 人 CP; 外) 度 用 到 式 


作 (一 六 4 Cr 一 中 (wr 2 0 )a8, 


选择 积分 区 域 六 为 由 D; 除去 两 个 以 点 外 与 @ 为 中 心 ，s 为 华 
径 的 小 球 后 的 区 域 。 由 于 前 可 事实 ,这 下 式 是 可 以 这 样 地 应 用 的 。 
因为 格林 西数 在 极点 以 外 满足 撤 普 拉 斯 方程 \ 所 以 沿 这 区 域 的 三 
重 积 苍 为 项 。 由 于 过 租 条 件 在 有 上 等 于 圭 ,所 以 在 8 上 的 积分 化 
为 零 。 因 而 我 们 导出 等 式 : 

人 [es ep 和 人 -G(Pi 0) ei Jas+ 


82 


+ (ft ] dS=0, 


a 


式 昌 8 与 5 是 上 述 的 球面 。 在 点 Qa, 夯 数 全 (了 ; eu 并 无 奇异 
性 , 面 画 数 G(P; 94) 在 点 Qs 趋向 于 急 限 , 其 阶 数 为 二。 注意 到 
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= 与 球面 积 4re 的 荣 积 当 s 一 0 时 也 趋向 于 圾 。 我 们 潘 到 ， 当 


->0 时 ,所 有 的 不 趋向 于 等 的 项 就 只 是 那些 包含 B(P; 9) 在 这 
种 点 近 党 的 法 黎 导 数 的 项 ,那些 点 是 使 G= 十 co。 有 汞 个 这 样 的 
项 , 取 其 和 ,我 们 得 到 : 
a a 
让 用 9 9 - | 9(P; 9 40， 


式 中 , 当 s 一 0 肝 720) 7 汶 变 点 三 到 全 的 此 高 ,fs 为 变 点 三 到 
Q4a 的 距离 ,在 格林 公式 中 ,我 从 用 外 尘 绕 ,因而 在 于 面 的 那些 肛 式 
中 , 甘 杰 要 朝向 球 有 的 内 部 ,这 就 是 与 年 径 相反 的 方向 。 我 们 还 有 : 


7 GP; QV dS — 4 | G(P; QO) AS +1—0o 


应用 积分 的 中 值 定 理 ,我 们 可 .号 册 : 
(Ps; QD 一 他 (PP Oo) 十 人 一 个 
于 此 Pz 是 3s 上 的 某 一 把 ，Pi 是 8 上 的 某 一 点 。 取 在 8>0 时 的 
极 版 ,我 们 就 得 到 : 
Gs; Q0) = (0; 0), 


这 就 证 明了 格林 画 数 的 对 称 性 。 
球 的 格林 公 取 具有 形式 [LT 188]: 
(203) G(P; 全 = 共 ( 订 -站 


起 中 是 戌 量 到 中 心 的 距离 , 总 是 点 卫 到 点 凡 关于 球 的 对 称 点 
@' 的 距离 , 六 是 球 的 平 径 。 用 侣 ,加 分 与 咎 ,9 来 训 点 卫 与 
急 前 航标 ,可 以 写 出 : 

i A CR CA 


nV 
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FE 


儿 一 此 | < 与 | 
中 他 了 


<1y 
我 个 就 得 到 估计 : 
2 


注意 到 对 球 内 的 成 了 有 >7 及 二 <]， 我 们 每 到 : 


(204) < < , 
对 湖 的 入 导数 也 每 到 类 侦 的 合计 。 

散 w(2) 是 对 由 曲面 5 所 图 成 的 区 域 D 的 具有 边 值 (2) 
的 狭义 再 利 内 部 剧 题 的 解 。 如 果 我 合 知道 (于) 有 正常 法 六 对 
数 ; 王 未 我 个 全 9 一 8(P; 外 而 可 以 对 区 域 忆 应 用 公式 (41 。 这 
时 ,我 俩 得 到 上 见 TI; 198]: 


GC08) 3 wl@=— {| ds, 


AM. 咯 普 诺 夫 证 上 明 过 , 对 任 深 选择 的 作为 边 值 条 件 的 束 琅 画 数 
了 (0) ,这 一 公式 痊 出 犹 义 赫 利 问题 的 解 。 格 宁国 数 对 称 福 的 第 一 
个 严格 的 媳 明 也 是 属于 他 前。 这 些 车 果 , 以 及 以 前 我 个 说 直 的 那 
些 关 于 热 夯 数 葵 的 项 果 ,包含 在 A. 对 . 略 普 诺 夫 的 荐 文 “与 犹 义 
灰 利 问题 订 基 前 某 些 问题 ”01898) (O neK0T0PHX POIpOC4X，CBAB8H* 
HIx 6 99nade 本 8pHzIe) 中 ,这 篇 文章 我 柄 在 以 前 也 已 提 到 过 。 

222， 平面 上 的 烷 林 岁数。 对 平面 上 的 格林 画 微 的 研究 与 袜 
介 的 情 玩 相 比 呈现 了 车 于 特殊 性 。 我 个 将 考察 具有 角 道 {的 有 界 
区 域 B 中 的 格林 曾 数 ,在 1 上 的 边 值 条 件 旺 (189)。 

如 癌 在 [ 郧 11 中 的 情形 一 样 ,我 个 写 义 在 平面 上 的 画 数 v(D) : 


084 | 


ytP; 0) 在 上 内 


(903)》 v(P) 一 

|- 下 8 二 在 1 外。 
和 如同 在 [ 呐 轨 中 所 作 的 一 样 , 作 起 单 层 势 丽 数 : 
C207) v1(P) 一 | 的 区 方略 


式 中 是 了 测 在 ! 上 的 变 点 太 的 距离 , 在 ! 外 的 区 域 B, 中 , 画 
数 v1(P) 对 上 上 的 法 线 导 数 的 极限 信 是 


1 81.1_ cor, 和 2) 
(208) FN) 3 Bn lg TP Orr 


式 中 7' 是 方向 QW, 而 于 是 的 法 楼 的 方向 ， 它 指向 天 于 遵 了 的 
外 耐 。 现 作 起 在 B, 内 的 葛 和 而 数 四 


(209)》 wo(P) 一 | “的 区 六 几 上 下 开 GmLPQL ,9 在 1 办) 


也 在 了 上 有 等 于 堆 的 正 囊 法 线 导 数 。 在 B。 内 部 作 任 一 闭 迎 道 ? 
使 它 园 稀 1 ， 对 图 数 w=w(P) ,v=1, 在 1 与 所 团 成 的 区 域 中 
应 用 格林 公式 。 我 们 有 

并 且 , 在 丙种 情形 中 , 即 都 是 关于 闭 凶 省 的 外 法 绕 。 从 此 , 并 由 于 
在 1 上 22 0, 就 有 : 


重 


Bw {PP) 7 
em [Dae 
Bw (Py) _ Cog(r', PR) oo0g {fF , RR) 
但 Or | + (8) a 


这 里 是 方向 BN 。 沿 1 积分, 改变 积分 次 序 [181, 并 注意 到 点 
五 与 允 都 在 了 内 部 ,由 于 (210) ,就 得 : 


27 | prt1=0, 
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我 们 现在 可 以 改 寻 (209) 为 形式 : 
QD ww 站 =| rsd (rolQPl; rm |NPI), 


当 点 卫 无 服 和 远离 时 , 比 了 一致 地 趋 癌 于 ， 朗 对 尾 何 一 已 六 正 数 
5, 存在 一 个 正 数 对 它 使 得 对 坟 在 ! 上 的 任意 位 置 ,只 要 六 划 ， 
就 有 |1 一 与 | <s。 因而 在 也 内 部 为 调和 的 而 数 (21D) ,在 7 上 有 
正常 法 厂 导 数 , 当 了 无 限 远离 时 ， 攻 趋向 于 零 。 对 这 一 而 数 应 用 


公式 
目 [ 人 全) + 一) js-J( 作 ), 


从 此 推出 ,在 B, 中 名 (P)=0, 此 部 在 B 中 有 


1 1 
[OTE 有 ”一 


和 如同 [81T] 中 一 样 ,从 此 直接 推出 ,在 全 平面 上 ， 单 层 势 病 数 (207) 
与 由 (206) 所 定义 的 丽 数 (了 P) 相同 。 还 可 以 断 首 ,在 ! 上 g(P; @) 
有 正常 法 厂 导 数 。 其 次 ,与 在 [2211 中 一 样 ,可 访 呈 阁 , gy(P; Q) 在 
Bi 中 有 直到; 为 束 粮 的 第 一 阶 导数 , GCP; @) 的 对 称 性 可 完 公 
与 [98 匡 的 情形 一 样 进 行 。 对 定 径 为 的 图 , 格 标 而 数 具 形 固 : 


(212) G(P; OD = 名士， 

式 中 所 用 的 记号 与 [2211 中 的 一 样 。 让 就 引出 如 于 的 估计 : 
a0{P; 动 ) 1 .12800P;@ 1 工 

||| < 


对 Bi 中 狭义 赫 利 则 通 的 解 ,成 立 类 似 于 (205) 的 郊 趟 。 
在 边 信条 件 (189) 之 下 拉 普 拉 斯 算 子 的 对 平面 单 联 区 域 的 格 

.村 页 数 与 把 所 衣 汉 域 保 角 上 映照 到 图 1w| 过 1 的 实现 面 数 有 密切 的 

-联系 。 典 呈 为 有 近 道 为 二 的 在 腾 区 域 , 证 各 一 上 十 地 是 著 区 域 的 
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一 一 一- 


某 一 内 点 。 油 za 一 jz) 实现 区 域 也 到 单位 团 的 保 角 变 扒 , 且 
了 (zn) =0, 这 就 是 点 z 二 zw 变 为 哩 位 图 的 床 点 。 从 变 铭 的 单 呈 性 扒 
出 , 了 (2 只 在 点 3 一 2 有 一 审 根 : 

(和 的 = (一 各 [oo 二 ai 一 各 十 lao) 

作 起 厅 数 


(215) Gt, 全 = 一 起 -lg|f (2)1。 


不 难 验 欧 , 这 就 是 对 区 域 B 以 人, 办 为 极点 的 客 林 画 数 。 事实 
于， Jg|f@@) | 为 区 FG) 的 实 部 , 因此 它 满足 拉 普 拉 斯 方程 。 根 据 


《214) , 画 数 (215) 在 点 避 , 吕 的 趋向 于 乱 限 的 部 分 为 i 


而 最 后 ,由 于 区 域 8 的 巡 道 ! 变 为 晶 位 简 周 , 朗 在 二 上 | ge) 1 一 工 
而 知 在 读 负 道上 , 冰 数 (315) 化 为 雾 。 
用 五 作 ， g 7) 来 起 (215) 的 共 示 完 和 硬 数 ,我 们 就 有 : 


(216) G4iH- 让 kg 六 (2 ， 
因而 可 以 把 fa) 用 格林 画 数 及 其 共 枉 夯 数 才 示 起 水 


f (2) 6027+AD, 


画 数 互 除 一 种 上 项 外 为 确定 的 ,因而 上 述 下 式 的 右边 , 还 有 一 个 
模 为 1 的 种 数 因子 可 为 任意 ,这 对 应 于 单位 因 |ww| 所 1 乌 蜀 厚 点 的 
柱 意 的 转 勒 。 
设 区 域 8 的 沽 溃 有 和 如 下 的 性 愤 : ?的 切 揣 与 任 一 铬 十 方 商 的 交角 0(8) 

是 弧 綦 3 的 画 数 ,请 足 地 普 希 弟 条 件 : 

(C217) [Bt82) — O80) | Eb |8s— 851 |s, 
式 中 与 8 都 具 守 常数 。 可 以 栈 明 ,这 寺 y 导 数 产 (x) 区 到 i 连 岳 , 还 存在 十 
个 正常 数 加 与 型 恒 得 

(218) db | 

自然 , 这 些 常 数 与 点 和 的 选 鼻 有关 (zo 就 是 变换 到 ww 平面 上 率 标 原点 的 那 
[起 ) 我 恨 确 定 了 这 一 点 5， 并 作 起 吾 到 国 | 必 1 的 一 艇 的 保 角 焉 策 ; 在 


3335.， 二 B87 


其 下 ;在 B 内 的 某 一 点 x" 挛 为 华 标 申 点 。 为 此 , 须 先 实现 保 角 变换 娄 = 了 了 (2) ， 
然后 把 团 | 二 | 去 1 让 换 为 自身 ,使 得 点 了 (1) 站 为 坐标 耻 点 。 这 后 一 变 搞 式 
为 一 次 分 式 , 舍 去 模 为 工 的 常数 因子, 我 们 料 于 得 出 : 
_ No fF 
z x0 (3 #1) B|z 三 | 
”这 时; 照例 用 五 来 慌 示 实 部 的 可 号 ， 人 ti so) 家 东 以 点 # 为 极点 和 的 他 城 耳 
的 梢 林 败 数 。 关 于 = 微分 ;这 时 可 以 招 = 事 为 任何 的 方向 ,就 得 出 : 
2 人 sy ees 加 
RE el TOY 了 一 | 
-| 1 | 
CF — FD — fF D1 


或 者 ;用 模 来 代替 实 部 : 
2x | 22 人 全 Eb 
FO) OT LF]? 
并 注意 到 | 了 63) | <1，| (ay | < 了 人 
2 #7 | 1— [f(rn 12 2|7°'()1 
(18) az| < 他 Te FD) -Fan 


访 #=q(tw) 是 wp 的 逆 栈 数 。 它 在 图 |w| 1 中 定义 。 从 (318) 中 扒 出 
| | 二， 而 我 俏 就 得 到 : 


| 到 fo) ~ | 一 I pir dr 


着 且 ;地 示 和 芍 积分 可 以 入 站 粮 稻 进行。 最 后 一 个 不 等 式 夫 出 | (0) 一 了 (030) | 亡 
产 沪 |# 一 #'|s 间 注 意 到 ( 氏 8,) ;由 于 最 后 的 不 等 式 就 会 得 出 : 
(210) 2 < 
式 中 7 表示 点 上 与 了 阅 的 距离 。 因 而 在 对 鞍 道 ! 所 作 章 假 役 下 ,我 傅 得 到 覆 
机 国 数 和 洽 企 何方 向 的 导数 的 合计 ,这 佑 计 内 与 让 宛 * 有 关 。 

如 果 区 域 BB 为 多 乏 通 的 , 每 一 国 枫 它 的 闭 通 道 者 谎 吓 上 延 牺 件 ， 那 末 ， 
在 这 情形 下 也 可 得 到 (2 甸 型 的 估计 。 人 居 计 (219) 的 上 述 黎 明 , 以 及 对 多 思 省 
区 城 的 圭 录 的 征明 (我 傅 井 未 进 行 ) 是 工 对 . 戈 符 天 告 诉 我 们 的 。 

283. 和 例 。” 琨 在 来 讲 怎样 作出 格林 图 数 的 例子 。 我 们 从 贺 1*] <1 的 格 
林 丽 数 开 船 。 归 前 ;我们 已 杷 决定 过 使 这 个 人 六 为 自身 的 羡 闭 ; 它 还 说 全 使 
入 内 上 共 一 点 变 为 床 点 。 这 一 图 数 厢 写 汶 LITIs; 所 


1 
< ww], 


098 兹 四 从 ” 动 箱 而 组 


Fi 当 一 并 
Ee—] 志 ——_ +} 
x 者 一 全 


式 中 纪 是 与 4 共 元 的 复数 , w .是 w 关于 加 的 对 称 点 , 冯 o=<B1。 用 放 与 因 
也 点 ”到 点 x 与 a! 的 距离 ;就 鹿 接 地 得 出 他 的 格林 醒 数 的 如 下 的 表达 式 


。、_ 工 ei #—%m | __1 1 1 TT 
GG Oa te 


现 设 区 域 B 为 一 矮 形 ; 其 于 点 为 (0) 从; (0; 四 (ay 区 (0s 耻 。 查 
wh 二 24y wg 二 20i ， 作 起 释 尔 斯 特 拉 斯 轩 匆 oC83 wy mg) 。 我 们 已 昂 到 和 过 ; 把 
这 个 短 形 变 为 单位 加 ,而 使 点 2 二 4 十 开 亚 为 原点 的 计数 是 具有 形 失 [ITT; 
188]: ， 


ty (一 上 一 人 人 人 ( 才 十 二 十 用 人 
1 er oflgmt trys tt— Hn) " 


大 而 , 迷 展 的 格林 疼 数 有 如 下 的 表达 式 ; 


网 g(a Eats tein) 
sa—t+tmorteti- 7 | 


复 麻 请 数论 也 可 以 应 胃 于 和 制作 儿 巡 通 区 域 的 棋 林 图 数 , 并 日 ,我 们 也 利 
不 前 一 样 ; 原 于 在 地 上 的 边 钊 条件 (189) 。 绪 如 识 , 设 B 为 由 外 测 道 1 与 内 
测 道 1 所 国 成 的 双 巡 泛 区 如 ,Gef a) 为 这 区 域 的 格林 医 数 。 作 起 与 8(2; 四 
兴 宰 的 调 利 辆 数 五 (z; a) 及 复 变 煞 画 数 (2) 二 G2; q) 十 五 (x7 oi。 在 格 
林 训 数 的 粮 点 “一 op 责 数 (9 有 -对 数理 异 点 , 邹 在 这 一 点 的 器 戌 , 它 可 坟 
表 东 为 在 这 点 为 正则 的 一 些 项 与 丽 数 - 亦 - LIg Ge 一 的 的 和 。 但 ; 此 外 ， 沿 包 
食 的 肝 酒 蒂 送 行 一 同时 ;请 数 7 (3) 会 得 到 尘 一 序数 的 项 尖 的 添加 ， 而 多 
数 了 (2) =e-2re9 将 会 得 到 一 个 模 沪 王 的 因子 et。 此 站， 后 一 国 数 在 rea 
时 交 一 加 要 ;而 宇 队 油 道 斑 占 i 上 ; 它 的 模 竺 于 1, 芝 是 因为 在 这 些 湘 道上 ， 
格林 图 数 (x; a) 化 为 避 。 因 而 ， 棋 术 本 数 的 制作 归 猪 到 筋 作 这 样 的 一 个 解 
入 应 数 了 (j, 它 在 和 多 连通 区 域 B 的 内 部 有 测 值 的 机 在 区 域 的 滑 道 上 这 模 
等 于 1 而 在 点 x 一 % 有 了 叭 一 的 饪 要 。 

我 们 来 考察 由 十 个 同心 锅 所 图 成 的 环 域 的 情况 为 例 。 把 入 共 的 园 心 取 
为 原点 , 而 加 的 中 笃 等 于 与 碟 , 于 此 0<h<1。 营 常 可 由 一 适当 渴 竺 的 
相似 变 换 来 达到 。 优 公 式 * 一 er" 来 引入 一 个 新 的 杰 量 上 代 替 5, 际 了 轧 
以 外 ,我 们 还 考察 一 个 田代 式 h=e=ri 所 定义 的 针 克 数 * 一 ci(e> 0) 。 上 壕 环 


起 在 * 平 而 上 对 应 一 个 由 平行 于 疾 畏 的 要 看 4 一 士 2 所 相 成 的 带 城 ;, 它 还 术 


Gi = 


224. 禧 林 遂 数 与 非 弄 次 方程 889 


而 条 半 行 于 名 必 ; 帅 高 为 2 的 宜 各 所 界 竹 性 。 
- 前 数 了 (3) 也 作为 了 的 图 数 ， 应 当 是 在 所 诊 的 整个 带 城 中 解 林 。- 由 ?3 到 
tw 十 区 相当 于 在 丈 内 龙 厌 点 一 阅 ， 而 这 时 加 数 了 (2) 应 当 得 到 一 个 模 等 于 主 


的 因子 。 在 必 域 的 过 异 y= 士 态 土 ; 这 当 注 足 条 件 1 (2 1 1 并 且 ; 如 果 


#=0 为 格林 图 数 在 * 焉 面 上 的 极点 , 那 末 作为 5 的 陋 数 移 了 (2) ， 应 当 在 由 等 
式 =e 所 定义 的 那些 后 让 上 有 音 根 。 这 些 点 应 当 为 了 (3) 在 带 城中 根 的 
全 体 。 我 们 可 候 设 “为 正 实 教 。 这 -点 党 可 篇 音 地 由 作 环 城 入 原 点 的 族 转 而 
达到 。 不 玲 驹 省 ,图 教 


一 避 
su( 生 + 号 ) t+) 
会 满足 上 面 所 提出 的 至 部 的 条 件 。 在 所 每 出 的 公式 里 ， 如 全 与 如 (0) 是 我 
拉 从 前 所 定 文 赵 妆 的 丽 数 LIXI; 全 的 ,而 数 6, 为 了 确定 超 见 , 基本 方程 
5 一 cnpl 的 缕 麻 数 的 解 。 为 了 山东 跑 数 了 (2) 的 所 有 的 性 费 , 我 们 必须 利 几 
[IIIT; 17 中 的 类 109 与 10) , 岂 须 利用 下 述 事 实 , 对 洋 数 jb 画 数 (9) 
对 4 的 蕉 都 确 数 甸 有 共 析 的 成 数值 。 有 了 两 数 (3) ， 我 们 就 可 依照 公式 


Ge3 q) 一 一 到 |7G)i。 


0 2 9 五 一 -5 sp (和 


得 出 裕 林 责 数 。 
我 们 指出 ,对 过 入 条件 
Ba oo 
二 
加 |#1 < 工 的 格林 柄 数 兵 有 祖 当 复 水 的 形式 , 妆 ， 
Gs) 0) -让 


arr E09 (0— A +3 


上 TT 
| |， 
a 1— 


式 中 Cy 0 与 C1 1 记 点 #3 与 & 的 极 坐 标 ， 是 实 部 的 记 续 。 于 有 = 
时 我 们 应 讽 合 去 最 启 一 项 , 不 难 积 钙 , 它 就 化 为 前 面 所 指出 的 对 过 慎 牺 件 
(189) 的 格林 图 数 的 表示 式 。 

224， 格 林 砚 数 与 非 齐 次 方程 ”考察 在 由 曲面 S 所 图 万 的 区 
域 DD; 中 的 非 齐 次 方程 : 


400 第 办 党 ” 边 包 阅 题 


(220) slP) = — ytP), 

我 他 假 家 , 9(P) 在 D 中 让 到 8 为 加 模 , 在 D 角逐 错 的 一 阶 
导数 。 现 求 (220) 的 解 ,使 它 直到 8 为 束 太 ,并 满足 边 值 条 件 ; 
(221) we=0。 

这 样 的 解 只 能 刍 有 一 个 。 这 是 直接 由 下 迟 事 实 推 出 ,方程 (290) 在 
初始 条 件 (221) 下 的 两 个 解 的 盖 应 当 满 足 拉 普 拉 斯 方程 及 条 件 
(221) , 朗 这 个 差 应 当 恒 等 于 零 。 现 证 ,所 求 的 解 具 有 形式 : 

@29) Y 人 = 川 eceseorG@)ar 

或 其 男 一 记 法 ? 

《228) Uw Y, 2) -|i| ee， Y, 2 En, ©) PE, at dndt, 
由 于 (192) ,还 可 以 写作 : 

C2 up) -去 | 2(@ Fert fg; Votar, 


Dr 


第 一 项 在 D: 中 有 巡 禹 的 二 阶 了 导数 , 拉 普 拉 斯 算 子 作用 于 它 的 灶 果 
是 [一 gtP)1[LIT; 3011。 现 证 第 二 项 可 以 关于 点 了 的 华 标 2， y， 
z) 在 积分 导 下 任意 次 地 求 导数 。 从 此 就 可 推出 ， 它 上 自身 就 是 在 区 
域 D; 中 的 笛 和 夯 数 (因为 9(P; 龟 是 在 点 了 的 调和 画 数 ) 。 首 先 
作 一 个 注解 。 能 钴 和 郊 数 的 边界 值 (NN; o) 恢 加 于 一 个 窗 数 4 。 
这 时 讲 和 男 数 本 身 也 是 焦 环 于 a 韵 夯 数 (了 了 ; 2) 。 和 如 果 4>ao 时 
Fo 在 上 上 一 致 地 趋向 于 了 了 (NW; a0)，, 那 未 wtP; 9) 在 队 区 域 
DD 也 一 致 地 趋向 于 ww(P; co) [201]。 

画 数 g(t 了 PP; 则 是 点 QR(E; m6) 的 询 和 图 数 [280] , 其 边 值 为 
(于 VTC-t。 我 位 孤 卫 是 
在 六 内 部 。 

图 数 


224. 格林 绢 数 与 淹 齐 次 方程 691 
[225) 帮 十 A 2 < 人 一 古人 - ¢ 


1 41 
和 4 民 机 了 和 二 本 5 ym es 


_ 1 | 
ye re 
当 4o-y0 时 这 些 边 界 值 在 S 上 一 救 地 趋向 于 


28) - 春 训 (7) 


而 因此 就 直接 推 由 , 此 (225) 在 阴 区 域 D, 中 一 致 地 趋向 于 点 他 ， 
7， 好 的 调和 画 数 , 其 边界 值 为 (226) 。 类 似 的 论述 也 适用 于 性 何 
阶 数 的 其 他 的 导数 。 因 而 画 数 g(P; 9@) 对 在 区 域 D 内 的 点 卫 的 
从 标 有 任何 阶 的 导数 。 从 此 世间 接 扒 出 , 惨 式 (224) 的 第 二 项 关于 
Cw, 2 2) 在 各 分 号 下 求 导数 是 可 能 的 。 

所 剩 下 焉 让 明 的 是 ,由 公式 (222) 所 决定 的 丁 数 满足 边 值 条 件 
(221) 。 实 质 上 ,这 是 从 下 壕 事 实 中 推出 素 的 , (了 P; 旬 如 作为 了 
的 画 数 来 油 , 就 满足 这 个 条 件 。 这 个 论 还 的 不 足 之 处 在 于 :在 积 从 
时 点 已 可 以 与 8 任意 地 接近 , 但 另 一 而 , 当 我 合 检 验 条 件 (22J) 
时 , 点 卫 应 该 趋向 于 驴 。 在 这 时 , 国 数 G(P; 包 的 性 术 肖 未 清 
楚 。 

进行 对 男 数 (222) 满足 条 件 (221) 这 一 事实 的 严格 证 明 。 讼 
记 为 区 域 Di 纳 一 部 分 , 宪 是 在 以 Wo 为 中 心 、 dd 为 秆 径 的 球 的 外 
面 的 部 分 , D! 是 D 在 这 一 球星 而 的 部 分 。 如 呆 糙 定 一 个 正 数 8， 
新 林 由 于 注意 到 估计 (196), 我 们 可 以 选取 di 这 分 小 ,使 得 党 焉 作 
次 式 (229) 中 的 积分 时 , 当 卫 为 在 所 说 的 球 的 内 部 任何 位 证 时 ,各 
分 的 友 对 值 小 于 2 。 在 沿 Di 作 积 分 时 ,点 妃 症 Di 内 ,而 点 了 此 
如 说 可 以 改 为 在 以 je 为 中 心 、 呈 为 千 径 的 球 内 部 。 在 这 时 ， 距 


e99 芝 四 者 ”过 俯 问 题 


高 1PQ| 大 二 多 而 从 12301 就 推出 ，G (P; g 为 点 对 (P; g) 的 
连 粳 醒 数 。 

因而 ,在 沿 以 的 积分 中 ， 我 们 可 以 关于 卫 取 P_，W。 时 的 枉 
限 , 因 为 G(P; Q) 满足 条 件 (221) ， 所 以 这 个 极限 等 于 需 。 所 以 ， 


当 忆 充分 接近 于 NW。 时 , 治 下 的 积分 的 纯 对 值 小 于 总 ， 因 而 ,只 


要 二 充分 转 近 于 丰 o, 在 公式 (222 中 的 整个 积分 的 狠 对 值 也 小 于 
so 从 此 ;四 于 = 的 任意 性 ,就 推出 这 一 积分 请 足 条 件 (0221 。 关 而 
公式 (2 包 苍 出 方程 (220) 的 满足 边 什 条 件 (221) 的 解 这 一 葵 断 ,就 
完全 证 好 了 。 

注 工 ， 在 体积 势 面 数 的 违 炉 一 阶 导 数 的 存在 性 与 普 阿 松 公 式 
的 证 明 中 , 可 以 只 假 紫 , 它 的 密度 在 区 域 D 中 满足 李 普 种 兹 条 件 
以 代 杰 第 一 阶 巡 重 的 导数 的 存在 。( 例 如 , 寥 浪 HH. MM, 根 特 尔 ,“ 执 
西数 班 论 及 其 对 数学 物理 的 基本 问题 的 应 用 ”, H, M. onxep, “Ta 
théorie du potentiel et ges applicationg auz Trioblsrmed fonr 
damentaux de la physiques methématigue’’) , 国 而 如 时 gLP) 满 
足 栾 普 希 冀 策 作 : 

(227) |g (Pa 一 (PD) | ris (m1,3= | PiPsl) LD 

屠 末 我 们 的 鞠 断 一 一 会 式 (222) 铬 出 辣 题 (220) , 0223) 的 解 一 一 仍 
然 有 效 。 如 果 9 (P) 只 在 阴 区 域 卫 .上 这 各 , 那 未 我 个 就 不 能 断定 
公式 (224) 右 法 的 第 一 项 有 二 阶 的 导数 , 也 不 能 断定 它 适 合 方 程 
(220)。 但 是 所 提 到 的 公式 的 第 二 项 为 诅 和 轴 数 以 及 公式 (222) 所 
定义 的 丁 数 满足 条 件 (221) 等 证 明 保 持 有 效 。 z 

注意 到 , 具 可 和 统 密 度 的 体积 势 夯 数 是 方程 (320) 的 广 六 解 
[160] ,我们 可 以 断 首 , 对 在 六 区 域 DD 中 的 建 炉 画 数 p (P) , 公式 
(222) 苯 贞 满 足 条 御 (221) 的 广义 解 。 

现 证 ,这 样 的 解 是 唯一 的 。 放 存在 方 各 (人 2920) 的 责 个 速 千 的 广 


224 ， 灶 条 珊 数 与 非 齐 次 方 机 698 


义 解 局 人) 与 ww(P) , 宅 们 都 满足 条 件 (224D 。 我 全 有 


[faseae =— ff ooer; 


所 sdor dr 一 咱 podr, 
这 里 * 是 在 内 有 连 千 一 阶 的 导数 的 任意 画 数 , 但 在 所 有 移 与 
SS 直 当 王 近 的 点 , 它 每 于 堆 。 逐 项 相 减 ,得 到 |; 
J Gs 40 ge=0, 


所 此 可 人知 ,fa 一 的 为 在 DD 内 的 天 和 艾 数 [160] 。 出 于 (ws 一 w) 枯 
到 8 为 速 本 ,而 在 8 上 等 于 规 , 就 推 知 ,在 D, 中 ts 恒 等 于 1。 

因而 , 对 和 任 剖 的 速 续 曾 数 gp (P) 公式 (22 鸭 糊 出 方 种 220) 的 
唯一 的 满足 条 件 (221) 的 解 。 这 个 解 在 DD 有 沉 纺 的 第 一 阶 导数 
LII; 200], 

注 9. 现 识 4(P) 是 一 在 万 上 速 秆 的 已 拾 面 数 , 它 满足 茶 件 
《221) 且 在 4 内 有 束 炉 的 一 阶 导 数 , 它 能 使 扩 普 控 斯 算 巴 4u 
前 到 5 为 速生。 把 这 个 西数 代入 三 程 (220) 的 左 映 ,我 们 就 得 到 
在 朋 区 域 连续 的 珊 数 p(P) 。 短 然 , 画 数 &(P) 钙 为 方程 (220) 
的 满足 条 件 (221) 的 器 通 解 , 又 是 它 的 广 闵 解 。 因 此 , 这 一 画 数 
wu(P) 应 当 用 %(P) 依 到 式 (222) 表示 起 来 。 

所 述 的 一 切 也 可 忆 移 置 于 二 奴 的 情形 ,这 时 方程 (22 人 0 具有 形 
状 


(228) dt Y= — YE, Yo 
在 具有 洒 滥 了 的 区 焉 了 中 的 解 ,如 果 宪 满足 边 任 条 件 ; 
(229) w|i;=0, 


汪 末 ' 它 就 可 以 电 公式 
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(230) wley WD=|| Gy; 6 DE DE 


滁 出 。 
如 5、 特 征 值 与 特征 夯 数 。 以 上 所 证 上 明 的 格林 两 数 的 有 关于 
非 齐 次 方程 4220) 的 基本 性 痪 楼 厂 应 用 格林 画 数 来 解 方 程 


(981) 4 了 Xu0=0 (在 DD 办) 
在 边 什 条件 
{2282) v|s=0 


下 的 边 值 问题 的 基础, 而 这 一边 值 问题 联系 于 解 波动 方程 与 热 休 
导 方 程 的 边 值 册 题 , 我 们 在 后 文 还 村 嵌 述 这 一 点 。 

把 Xe 移 在 右 端 , 如 在 [178] ,我 全 征明 所 提 的 问题 (231) ， 
(232) 等 价 于 具 对 称 核 的 积分 方程 : 
(288) oP)=A ||| GP; ot@)ar, 


当 卫 与 @ 重合 时 这 方程 的 核 化 为 乱 限 , 但 由 于 (199) , 核 的 种 性 
的 阶 次 为 二 ， 即 


C234) G(P; @ = 


式 中 五 (P; Q) 为 过 横 画 数 ,所 以 [18] 中 的 全 部 再 葵 都 可 应 用 。 
把 方程 (288) 吉 为 形 玖 : 
@85) oP -2 [fo@ Fat [|| gp; Oo (Qa 


”=|PQ|)。 
如 时 9(P) 基 这 一 方程 的 连 凿 解 , 那 来 石 六 的 第 一 项 , 宇 是 作为 有 
回炉 密度 的 质量 分 布 的 势 本 数 ,在 .D; 内 有 连 禹 的 第 一 阶 导数 。 而 
右边 第 二 项 , 如 我 们 以 前 所 昂 , 在 丸 中 有 运 闫 的 任意 阶 的 导 
数 。 因 此 , ztP) 在 DD 内 有 连 午 的 一 阶 导数 。 沁 这 时 ,各 我 从 所 知 


28， 特 秆 储 与 特征 贤 效 695 


[1;201] , 有 边 的 第 一 项 在 D. 内 有 过 奸 的 二 阶 导数 。 应 用 普 阿 松 
公式 , 由 于 《285) ,我们 就 得 到 在 心 内 的 五 程 49 一 一 ww。 如 在 
[2% 条 所 蝎 , 澡 以 得 到 边 值 条 件 (282) 。 相 芭 地 ， 如 在 [2884 所 昂 ， 
从 (281) 与 (282) ， 可 直接 得 出 〈383) 。 因 而 我 倘 葱 明 了 边 值 条 件 
(282) 下 的 方程 (281) 与 积分 方程 (288) 是 等 价 的 。 对 这 一 积分 方 
程 的 较 , 我 们 有 (284) ,从 此 可 直接 推出 不 等 式 ; 


(286) {ieee;e; dr<0, 
子 此 为 菜 一 营 数 。 


识 辕 与 vx) 为 万 程 283) 的 特征 秆 与 特征 丙 数 , 也 就 是 问 
是 (231) (232) 的 特征 信 与 特征 画 数 : 


(2372) dwrthivs 一 0 《在 疡 内 ) 
(237s) 类 大 | 电 二 0., 
可 总 役 珊 ,wx 人 在 了 中 构成 正 交 称 蕉 化 系统 : 
_ 当主 m 时 
(238) 于 vl (Pon(P)ar—1) i 


设 羡 葵 (了) 及 其 一 阶 与 一 阶 导 数 在 DP 直到 为 巡 继 村 加 此 而 
数 满 足 条 件 “282) 。 我 们 可 以 把 它 去 示 为 形式 [2 人: 
(289) “(P=—|||e(P;® do (ar, 

a 


了 而 应 用 区 3 中 的 展开 式 的 基本 定理 ， 我 倍 就 可 断 车 , w 局 ) 可 按 蛙 
征 机 数 展 开 为 富里 埃 考 数 : 


{240) wiP) 一 Sor(P) 4 


并 匡 这 一 籽 数 在 了 区 域 DD 正则 收 敏 。 孙 数 是 可 以 用 通常 的 方法 
来 决定 的 : 
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ee ee 


(241) x= Me vr Per。 : 


因而 我 俩 有 : 

定理 “ 径 一 涉 禾 画 数 o(P) ,如 又 在 阳 区 域 束 有 志 到 = 轨 外 
束 征 导数, 又 满足 朵 件 (282)， 可 以 展开 为 特征 画 数 ox (P) 的 富里 
堵 般 炊 , 寂 在 了 朋 区 域 D 正 划 收 伍 。 

甘 次 我 个 指出 ,特征 值 和 的 个 数 是 稀 限 的 。 在 写 出 级 数 (340) 
时 ,我 们 已 轻 利 用 济 这 一 点 。 从 航 数 (240) 的 一 至 收 敦 性 就 推出 ， 
如 果 w( 卫 ) 满 足 定理 中 所 按 出 网 条 件 , 车 未 束 成 立 封 阴性 方程 : 


(242) || | wr(P)dr = 
Ey 


在 以 下 ,我 全 证 明 这 一 沪 程 对 性 何 的 在 于 区 十 玉 中 淄 续 的 夯 数 都 
废 立 。 不 难 永明 ,如 果 在 于 区域 五 中 的 某 一 巡 积 画 数 un(P) 的 富 
里 二 疫 数 

(248) 马 eof 


在 应 一致 收 禾 ;末末 它 的 和 就 等 子 wi.(P)。 有 用 ws 了) 过 记 报 数 
{248) 的 和 ， 我 们 素 洲 察 菠 数 ws(P) 一 ofP)， 世 在 D, 连 各 ,与 所 
有 的 特征 丙 数 正 变 。 因 而 , 攻 们 与 转世 正光 ,部 


人 geie@)reak@) -oar=0 中 在 五 由)。 


从 此 可 晃 , 在 条 件 (282) 下 , 沪 称 
一 一 0 
的 广义 解 是 tt( 忆 ) 兰 0, 因而 ，os(P) 重 侣 于 wa(P)。 
从 最 后 的 论述 直 楼 推 由 , 核 G(P; @) 是 完全 核 [ 昂 区 54， 因 
而 有 钨 限 个 特征 什 Xx[851。 现 指出 封闭 性 方程 对 任何 的 在 玉 中 
为 连结 的 画 数 wo(P) 都 成 立 。 这 样 的 夯 数 必须 是 有 办 的 ; 这 就 是 ， 


2336. 特征 慎 刁 特征 瑟 数 B07 


i 


存在 一 正 数 对 , 使 得 |o(P) << 用。 虑 6 为 已 输 正 数 。 选 取 开 区 
域 Di, 使 在 DD 到 ,并 使 (D: 一 Di) 的 体积 小 于 #37。 在 DD: 一 了 D 
兴 部 作 一 于 曲面 5', 使 包含 及 于 其 内 部 ,并 且 定义 一 夯 数 wp(P)， 
忌 得 它 在 阴 区 域 D; 中 等 于 w(P)， 在 8f 上 与 3 外 等 于 千 。 这 一 
醒 数 可 以 扩充 到 全 空 疗 , 使 得 它 为 速 秆 , 并 浦 足 不 等 式 19 (P) | < 
和 到 587。 惟 ge) 为 9 (了?) 的 平均 图 数 。 它 有 所 有 阶 的 导数 ， 
对 所 有 的 充分 大 的 wm， 它们 在 曲面 8 上 等 于 雾 , 又 满足 不 等 式 
|p(P) 1 < 开 。 豆 数 pe(P) 在 及 中 一 至 收 敏 于 (了 P) ,我 们 可 以 
国定 一 个 充分 大 的 %, 使 碾 立 : 


jee pn(P)]sdr< 人 。 


对 夯 数 pr(P)， 由 于 -上面 所 鹏 的 事 完 , 成 立 封 六 性 方 种 , 这 就 是 ， 
存在 这 样 的 也, 使得 当 mm>> 于 时 
|f| E956D) -sn (p12 dr< 


Di 


式 ` 中 2 和 井 为 夯 煞 pn(P) 的 富里 埃 航 煞 的 一 段 。 注资 到 不 等 式 
(ce 十 六 <2(a2 二 5) ， 就 可 到 瑟 出 : 


中 Lew (CP) 一 sf J]? ds = 
| {Cop) -pI Ep (P) -ww(eD]jzers 
出- PAP dr 2 上 [galP) —sn (gr) ]2Gs < 


<2]]| [oP) ~ pnP) DP det 


牙 突 我们 有 : 
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2 中 [a(P) ~ galP) Ydr= 


=2))| ot) -oP art |etP) —9P) are 


De i 
< 用 [wo(P) — pn(P) J? dr $, , 
对 最 后 一 积分 ,我 们 利用 不 等 式 
jo(P).~ pn(P) la<4as， 
而 得 双 : 
2 用 [oP) 一 gx(P)]?Gr&8M?,《(D; 一 DI) 的 体积 < 半 ， 


由 此 , 前面 的 不 壬 式 烷 出 ,在 呈 关 站 时 
jj retm -mtpoj*ar< 呈 + 是 + 量 =e。 
可 进一步 [中 , 在 记 关 入 时 
者 [oP) sul) dr<e, 


从 此 ,由 于 8 的 任意 性 ,就 推出 对 人) 的 封闭 性 方程 。 
还 指出 ,从 心 3 站 搂 推 出 , 般 数 


是 ] 耻 仇 航 数 [3]。 不 难 证 明 , 封 于 性 方程 对 于 [8] 中 所 指 由 的 那 种 
类 型 的 无 界 夯 数 ,特别 是 对 格林 画 数 GCP; @ 是 万 站 的 。 

206， 特 征 画 数 的 法 本 导数 ”对 我 们 今后 重要 的 是 :研究 函数 
2 玖 享 数 当 了 迫近 于 曲 画 S 时 和 的 性 态 。 

定理 ” 陋 数 引 (P) 在 .9 .上 有 正 党 法 线 录 数 。 

作 起 导体 势 出 数 ;: 


926， 特 征 殴 数 的 法 矿 导 数 699 
ulP) -入 用 PY az (rlPQI), 


它 在 又 空间 有 定义 ,连篇 , 爱 炽 的 第 一 阶 导 数 , 在 禾 鸭 远 符 于 震 ， 
吾 是 D, 中 的 调和 画 数 ,在 D, 中 有 到 二 阶 的 连 禹 导数 而 且 满 是 方 
程 : | 
(244) Lu 一 和 os p 
我 们 可 以 作 起 昔 层 势 画 数 : 

mi 人 egDas， 


它 在 3 上 满足 按 值 条 件 : 
(GD)) - -acm， 


On On, 

霸 且 , 必须 指出 ww(P) 在 全 空间 有 连 粳 的 第 一 阶 导数 。 作 起 丙 数 : 

wu P) ~ Po 
巧 在 也 内 有 界 , 在 无 软 远 等 于 雳 ,在 S 上 有 等 于 需 的 从 外 部 的 正 
常 法 线 导 数 。 对 在 D, 的 西数 纪 ( 了 P) 可 以 应 用 格林 个 式 [200] ,从 此 
推出 在 Ds 中 必 人 ) 二 0, 因而 这 式 邓 在 8 上 志 成 立 。 由 于 (324 多 ， 
在 内 内 部 的 画 数 w{ 了 P) 满足 方程 

A de AV= Avy, 
有 基于 推 得 ,在 DD 中 w(P) 重合 于 (了) ,部 

28 (2 = uP (在 轧 中 )， 
式 中 必 P) 与 2(P) 前 已 定义 。 从 玫 站 楼 推出 ,特征 画 数 tv ( 忆 在 - 
心 上 有 上 芷 党 法 邦 导 数 。 注 意 到 这 一 点 , 我 全 就 可 以 对 西数 几 (P) 
( 非 革 和 的 ) 应 用 格林 公式 
) + ) jw- 


JJ 
-| co) Ag — 吕 vi Av dr o 
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注意 到 方程 4 一 一 sx 和 条 件 (2372) 以 及 函数 加 人) 已 为 标 淮 
化 , 即 
上] 吉 (Pdr=1, 


Dy 


我 们 就 得 到 公式 
45) = TCS + (Be) + (YTar, 


从 此 挫 田 jx 是 正和 的 。 这 一 圭 果 也 可 以 吏 简 峻 地 得 到 。 它 直接 地 可 
从 如 下 移 定 型 推出 ,在 和 和 <0 和 条 件 (23 久 下 ,方程 人 4284) 共有 等 解 。 
我 们 将 在 [ 品 4 中 证 明 这 一 定 埋 。 

在 [208] 中 提 到 的 斯 穆 楼 医 基 的 论 交 中 在 曲面 为 充分 光 漠 的 假设 下 ; 太 
完了 特征 济 数 的 各 阶 导 数 。 

三 明了 如 下 的 事实 划 果 如 斋 于 类 5445; 屠 末 内 (P) 属于 类 Lipp( :一 2 
Op 全 ,于 此 0<8<1 为 任意 的 ;而 B 的 选 称 决定 了 数 0 的 选择 。 

在 入 面 的 情形 , 特征 图 数 的 正常 法 米 导 数 的 存在 性 的 禾 明 , 由 于 把 改 前 


的 租 有 明 司 遍 形状 之 后 ， 就 归 灶 第 与 在 [2221 中 所 法 生 的 关于 格林 本 数 的 正常 
罕 末 导数 的 存在 性 的 肚 明 的 作法 祖 类 侯 的 过 程 。 


887， 特 征 值 与 特征 本 数 的 梯 值 性 里 完全 与 [186] 中 相 类 
位 , 我们 可 以 侧 明 特征 值 x 与 特征 曾 数 ww(P) 的 往 值 性 质 。 如 我 
们 雇员 ,它们 是 有 勇 术 性 [依据 (23 和 4)] 的 对 称 核 的 积分 方程 (288} 
的 特征 值 与 特征 面 数 。 我 们 假 具 ,特征 值 % (它们 为 正 ) 依 和 不 减少 
的 区 序 排列 , 即 入 在 和 n 夺 … 我 们 知道 , 1 是 积分 


@s6) fe; dopo darear 
在 满足 条 件 
咱 [J ec; Q)o(@ dre| dzr=1 


的 在 溃 秆 画 数 类 of 中 的 最 小 秆 ,而 这 个 最 小 什 可 以 在 w(P) = 


327 特征 箱 与 特征 本 数 的 稻 值 性 贤 01 


=w( 了 PP) 时 和 达到。 在 下 处 的 和 号 是 指出 积分 的 变 点 的 。 在 积分 
《248) 中 ,关于 点 了 与 点 @ 的 积分 的 坎 序 是 无 关 的 f 风 荆门 。 
为 了 得 到 后 面 的 特征 侍 与 特征 画 数 ,必须 添上 正 变 性 条 件 ; 
咱 w Pp PAr0) (=1, 2, ,no1), 


dr 


引入 可 以 用 核 来 表示 的 男 数 类 4: 
"(P= 用 ss oemr 


起 中 wk) 是 恕 中 的 任意 违 策 画 数 ,我 们 就 可 以 把 上 面 的 周 是 分 
述 成 如 下 的 问题 :在 条 件 


咱 oa( Pdt=1 


Hs 


川 vy (Pyw( PYds 


在 上 壕 的 面 数 类 4(P) 中 的 极 小 。 
这 一 类 丽 数 是 对 于 任何 一 个 在 了 中 如 午 的 夯 数 w(P) 的 普 
阿 松 为 程 
A4u(P)=—atP) 
的 广义 解 类 :它们 在 8 上 等 于 堆 。 责 最 后 ,我 们 可 培 巷 葡 积 分 


(247) 一 从 gd 


在 类 4 的 极 小 , 这 里 4v 是 广 立 的 拉 普 拉 斯 算 子 。 如 同 [1861, 上 
苗 所 示 的 正 这 性 条 件 归 类 为 画 数 ofP) 的 正 交 性 和 条件 ; 


(248) 省 y{P)o (Pdr=0 (B=1,9,...,n—1), 


类 4 中 的 男 数 2 让) 在 记 内 部 有 巡 午 和 的 一 阶 导数 ,如 果 我 们 重复 
[2261 中 的 窒 述 , 我 从 就 会 证 明 , v(P) 在 六 上 有 正常 法 约 导 数 。 


0D3 可 四 杂 ”过 信和 疝 络 


现 来 定义 作为 类 4 的 部 秀 的 类 41。 类 1 是 一 具有 如 下 的 
性 贤 的 画 数 oP) 的 集合 : 必 代 在 闭 区 域 歼 速 稿 , 在 8 上 等 了 
屠 , 在 D; 中 避 们 有 到 二 阶 的 巡 烤 导数 , 并 且 它 的 拉 普 拉 斯 算 子 克 
潭 5 为 巡 入 。 所 有 的 特征 画 数 都 属于 类 41。 如 果 %(P) 态 于 类 
41, 那 示 我 例 可 以 对 积分 (247) 用 格林 公式 , 而 注意 测 在 8 上 
of =0,， 就 可 以 写 出 积分 
(2491) 由 (v5 二 vy ve dr 


Ds 


以 代替 积分 (247) 。 因 丽 ， 我 全 能 断 普 , hx 是 这 个 积分 在 业 四 中 
的 满足 条 件 


249 用 03075 一 工 


i 


的 最 小 值 ,而 这 个 最 小 值 在 ?4P) 一 (了) 时 达到 。 为 了 得 到 后 面 
的 特征 值 与 特征 画 数 ， 必 须 利 用 蕊 求 到 的 特征 锁 数 而 深 加 上 面 提 
漳 过 的 正 诡 性 条 件 (248)。 可 以 证 明 , 格 林 仅 式 ， 


中 (如 十 史 填 V2) dr 一 一 川 vAv ds 


hs 


对 类 4 中 的 任 写 两 数 "成 立 , 式 中 4e 是 广义 拉 普 拉 斯 算 于 。 
因此 , 上 洲 的 特征 值 与 特征 丽 数 的 极 值 性 贤 对 类 4 中 的 图 数 
也 成 立 。 在 第 五 千 中 我 同 要 克明, 这 些 棒 值 性 质 在 广泛 得 多 的 一 
类 画 数 中 也 成 立 。 
88 薪 姆 荷花 方程 与 由 射 原理 ”考察 波动 方程 ; 


(250) Sy gy 
间 洲 看 求 它 的 县 有 已 烙 上 业 率 的 正 续 驻 波 柔 统 型 的 解 
{261) w= 。 


对 0， 我们 得 到 执 坦 入 新 方 各 
(252) do 十 jg=0 (b=a: 办， 


”288 .六 姓 靖 挝 方程 与 巾 射 原 更 Y03 


其 形 固 与 拉 普 拉 斯 方程 相 类 似 。 首 先 我 们 机关 明 这 方程 的 解 在 扰 
圭 远 处 要 满足 什么 样 的 条 件 。 我 们 已 在 [IIIs; 1541 中 提 到 这 个 
厅 件 而 称 它 为 辑 身 愿 理 。 在 本 段 中 我 全 要 和 葵 出 这 个 条 件 的 数学 的 
说 法 。 呐 在 某 一 曲面 S 外 有 一 肚 波 系 称 , 以 S 外 的 某 点 型 为 中 
心 作 球 &,, 这 个 球 的 牛 径 取得 相当 大 ,使 得 六 在 访 , 之 内 ,应 用 殉 
希 蔡 夫 肥 式 [IT; 80 : 


seas0~ 去 用 夺 [ 钴 ] 才 [和 ] 名 -只 Jos 


到 解 (251) 。 在 所 写 的 妈 式 中 ; 积 俘 沿 S 与 8。 进行。 对 解 (251) ， 
我 们 有 : 
Ea] eo [04] oe 00, [4] -ioeerw 


而 党 A。 吉 男 时 我 们 得 到 各 下 开 隐 的 各 办 


(258) | 人 +iko) ds )as+ |} 3 ettr dSs, 
各 


Er 


并 且 在 积 从 号 下 , 应 七 ?=p 。 自 然 就 要 求 , 当 p>oo 时 这 一 个 表 
示 式 要 赵 问 于 圭 (在 无 宕 远 点 没有 振动 的 源 朵 ), 球面 的 面积 元 沼 
包含 因子 PP, 如 果 使 涌 足 要求: 当 "一 co 时 


?2 有 和 异 ， "( 字 十 证? )->0， 


车 且 沈 个 条 件 对 尾音 选 摔 的 向 径 7 的 始点 都 成 让 。 还 关于 这 些 疝 
径 的 方向 一 致 地 或 立 。 企 后 文中 我 们 将 利用 如 下 的 记号 ,用 7 中 
来 妃 , 使 当 "一 cc 时 比值 = :7° 保持 有 界 的 这 种 量 z， 而 用 0(7”) 
来 用 使 当 一 co 时 比值 =: 9“->0 的 这 种 匣 % ,并且 这 关系 式 锯 关 
于 向 径 + 风 方向 一 致 地 成 立 , 且 与 原点 的 选择 无 关 。 以 前 的 条 件 
可 丝 作 形 式 : 

(254) v= ; 1 


YyD4 第 四 性 ” 涩 证 辣 题 


(055) iku=0(r 1), 


这 些 条 件 也 就 是 在 三 维 空 湖 情 形 下 的 辐射 原理 的 数学 
法 ,在 二 座 瞪 易 1 元 鲍 相 类 供 地 ， 这 些 条 件 上 共有 形式 . 


(256) Or 人; 
(257) +ihom0 (7 

庙 电 过 射 原理 的 基本 解 , 在 三 维 情 形 下 为 解 : 
(258) vlP) 一 全 一 


式 中 * 是 从 某 一 定点 到 动 点 卫 的 中 高。 对 解 (358) 关于 了 微 从 ， 
我 个 能 断 愤 , 它 能 满足 比 条 件 (256) 更 强 的 条 件 , 邹 在 右 媒 可 以 用 
Oe) 来 代替 oftz- 。 这 时 ,我们 在 否 式 (259) 中 , 假定 焉 高 姑 从 
辐 一 点 口算 起 的 。 现 在 验 媳 公式 (25 约 与 (855) ,但 假 咒 距 高 是 从 
曾 一 点 01 算 超 的 , 震 冯 OLP=p。 pt 的 有 界 性 直接 可 从 p : 71 
而 推出 。 仅 式 (255) 的 验证 可 以 简 理 地 由 于 对 解 (258) 惜 助 于 了 关 
于 的 葵 分 而 得 到 。 这 时 ,我 们 有 |; 


ar 
Bp ys 


式 中 是 方向 "与 p 的 安 甸 。 应 用 对 三 角形 001P 的 过 其 00 
平方 的 公式 ,我 们 得 到; 
(259) ‘cosy =1+0O(- 0 , 
在 孚 面 的 情形 , 满足 辐射 原理 的 基本 和 解 是 解 召 8 (8 ,于 此 
百 (z) 是 第 二 汉 交 尔 夯 数 。 为 了 哈 征 它 , 只 须 利用 汉 克 尔 画 数 的 
渐 近 表示 式 与 公式 
(260) HPG-- HP 


就 够 了 。 这 时 条 件 (257) 在 较 蝇 的 形式 下 得 到 满 是 , 序 在 右边 将 有 


338. 典 一 性 定 表 ¥0g 


0(r 习 求 代替 or 多。 我 们 把 这 一 解 瑟 信 Chr) 乘 以 如 训 的 常数 ， 
因子 ,使 得 在 r= 0 时 ， 解 的 奇异 性 时 精 为 区 二 。 因 而 我 们 六 到 
人 懈 : . . 

(261) oor HO(k?).。 


如 同 从 前 一 样 ,可 以 证 明 , 解 
(262) HO (kr eosmp; Hohr)gsinmp (n=1, 92,8,.) 
也 满足 辆 射 原理 。 

239， 叭 一 性 定理 。 在 辆 射 原理 成 立时 , 可 以 证 明 唯 一 性 定 
理 , 就 是 :如 果 丽 数 4 在 其 一 了 迎 道 ! 之 外 满足 方程 (252) ,在 然 迪 
迹 处 满足 辐射 原理 ,在 ! . 土 满 足 齐 次 边 值 条 性 , 铭 如 条 和 件 v=0 


EE ee pe ea ope Ee ee ee re ep ee ee 


或 -从 | ,=0, 那 术 它 就 恒 等 于 爱 。 
应 用 肥 式 


(963) | (ea dua — Had ) dS = | (mw Sm — ws -3 ) ds, 


到 区 域 B1, 通道 ! 是 它 的 内 边界 ,以 某 一 定点 为 中 心 ,适当 大 的 御 : 
径 的 加 周 以 是 它 的 让 边界 , 并 置 四 一 如一 5 于 此 3 是 名 的 共 
辆 和 旭 数 。 恨 识 。 但 到 7 巡 比 且 有 正常 法 黎 导 数 。 由 于 (259) 
一 重 积 分 会 等 于 雳 ,由 于 过 值 条 件 , 洛 夺 的 积分 也 要 等 于 等 。 所 余 
下 来 的 只 有 沿 5, 的 积分 ,而 在 这 一 多 滥 上 ,方向 nm 重合 于 方向 rs 

条 体 (2 们 使 我 全 可 以 量 


有 =—ibhv+o(r 到 如 = 二 or 
因而 我 们 引出 等 式 : 


EF -去 -二 
2 | 西 ds+ | volr )as+ | veolr #) qs- 0 


Ss 


因为 Ta 与 Ary 当 Yoco 时 都 有 异 , 所 以 最 后 十 项 趋向 


708 毕 芝 意 ”天 箱 问题 


于 袁 ,而 在 国 周 S, 上 引进 称 坐 标的 虫 角 p， 我 们 有 : 
[26 人 | [ATFolaep-y0 

现 把 格林 芭 式 用 到 解 ， 及 (26 多 的 第 一 个 解 。 一 重 积分 仍旧 
可 以 消去 , 而 余下 党 了 与 治 5 的 积分 ， 因 而 说 5 的 积分 与 急 
关 。 所 取 的 十 粗 解 都 满足 申 身 原理, 并且 解 (262) 如 同 解 五 op(ir) 
一 样 , 以 较 强 的 形式 满足 条 件 (257) 。 如 前 ,我 们 利用 条 件 (257) ， 
就 会 得 到 沿 8, 的 积 妇 趋向 于 辟 , 而 因为 它 的 数 入 与 7 天 关 , 所 以 
它 就 单 炖 地 等 于 零 , 此 部: 

HP (hr) | NW cosmpap™— A | voosmg dp—0, 


如 及 置 


jn 人 = | voosmgp dgp, 
那 末 芝 就 类 出 : 
HP Fun) = HD flr) , 


从 此 了 = 60 kr) “于 此 Li 是 知 狐 
完全 类 个 地 对 


got9) 一 | von nop dg 


可 以 得 出 表达 式 gw (7) 二 0. hr), 于 此 如 也 是 常数 。 到 所 性 
方程 [8] 及 仆 式 (26 入 指出 , 当 tr 固定 而 ?>oo 时 ， 
env THORr) 与 dvr HO) 06 . 
但 由 五 2 人) 的 渐 近 表示 推出 AT 瑟 2 (pr) 的 模 当 7 很 大 时 , 保 
持 大 于 某 一 正常 数 ,从 站 就 推出 cm 一 6d, 一 0, 部 fn(7) 一 gn(7) ==0， 
承 此 得 出 ,由 于 封闭 性 方程 ,在 圆周 5S, 上 等于零。 
如 果 [为 图 周 , 那 末 只 要 取 8 为 与 了 同心 的 圆 , 我 们 就 得 独 
w 在 工 之 外 恒 等 于 执 ， 这 就 是 所 要 证 明 的 。 在 一 般 的 退 道 的 情形 ， 


858， 极 降 操 幅 原理 TO7 


上 面 的 论述 指出 , 在 无 穷 远 点 的 痢 域 中 2 化 为 雳 ,在 后 文中 [各 让 
数 。 而 根据 解析 延 拓 的 原理 ,由 于 4 在 铸 匆 远 点 的 淹 域 为 丑 , 就 推 
出 在 ;之 外 ? 处 处 为 雾 。 在 三 准 衬 疝 的 唯一 性 定理 , 也 可 以 用 完 
全 相 类 位 的 万 法 来 羯 明 。 

280， 极 限 振幅 原理 ”以 前 所 表 壕 的 棋 射 原理 与 如 下 的 事实 紧 关 地 相 
联系 : 考察 方程 (2352 的 区 城 包 售 了 扒 穷 远 点 为 内 点 。 在 点 . 也， 吉 评 庙 夫 
(Tnxon0op) 与 让， 让, 薄 马 尔 斯 基 《Caaapegri 的 论文 “前 概 射 原 理 ?” (0 
Hpnaunne H3n79OHIEE 7 由 7PHad 39KCIGDHMBIHTaJIpHO 注 如 Te0poTEH9eCR0O 革 
dmaamkmz，BEIm，2; 1948) 表述 了 一 般 的 幅 轩 原理 ， 它 可 以 应 用 到 各 种 类 型 的 


揪 界 区 械 。 记 提 到 的 一 般 的 幅 射 原理 归 持 为 : 方程 
dvsn = — (PP) 


的 解 应 当 为 莱 积 %(P;) 们 se-mt 当 失 >s 时 的 短 随 ,于 旺 (PP; 如 为 方程 
人 一 -二 at —F(P)etst (= 等) 
的 往 趾 齐 次 初 雄 条件 


好 | + 一 0 二 | ro 一 0 
的 解 。 在 以 土 捧 到 的 那 篇 论 交 中 指 咏 ;在 括 界 的 空间 的 博彩; 所 沾 涝 的 幅 射 
藉 理 它 可 忆 称 为 栋 限 振幅 原理 -一 -可 与 [228]1 中 记 表 湛 的 原理 引导 到 方 
程 (26 人 2 前 同样 的 解 ;这 就 是 由 全 式 


一 二 中 和 一 ar (r=|PQ|) 


四 


记 确 定 的 解 。 并 且慢 委 , 在 有 限 区 域 刀 之 外 ， 了 人) 等 于 管 。 

在 A. 工 斯 维 什 有 尼 可 夫 (Cpenmrsat0B) 的 罗 作 “辐射 原理 ”(JIpaamar 
E379eHEH OFJT3TH 上 FaIeMEIL 再 ay COCP, 1950, T. 73; 是 5 。 考察 
在 三 翰 空 间 中 由 吾 面 =0 与 ?= 工 所 区 成 的 区 域 中 的 对 区 类 2(P5 的 的 方 
程 ; 其 初始 条 件 与 边 慎 条 件 海 齐 次 的 ， 曾 证 明 栋 限 tt 了 P) = Dmu(P; 有 eit 
基 丰 在 移 , 且 2 满足 方程 (252) 。 

黄 次 ,确立 了 如 下 的 事实 ,如 果 #tP) 满足 条 件 ; 


_1 
n= ep 3) 


320， . -3 
Bp ti tn =0tp ), 


?708 包 玛 并 ”这 值 问 茹 


po=V 古 + 归 及 和 -5 一 (总 ) ma 。 


那 来 在 当 *=0 与 s=1 有 时，% 一 0 的 条 件 之 下 方程 (252) 只 有 告解 。 在 以 上 指 
则 的 条 件 中 数 m 取 链 从 m=1 到 -- 的 车 数 部 分 。 利 用 往 限 振幅 原理 所 区 


分 员 来 向 解 满 是 所 示 的 幅 射 原理 。 在 所 51 胃 和 的 点 车 铁 灵 什 尼 可 夹 的 喻 文 
中 也 考察 所 让 极 了 肢 眶 收 原理 ,依据 它 要 求 上 省 方程 

下 十 癌 b 二 从 
的 解 在 s->0 时 的 框 限 , 于 此 本 二 矶 二 8i (> 站。 


231. 转 二 入 站 方程 的 按 信 问题 ”方程 (259) 前 解 (258) 在 
7 一 0 时 有 极 性 二 ,这 就 葵 出 对 方程 (259) 来 作 势 夯 数 理 褒 的 可 能 


性 ， 这 于 询 完 至 类似 于 对 拉 普 拉 斯 方程 的 牛 天 势 硬 数理 涂 。 用 了 
来 记 曲 而 8S 上 的 变 点 六 与 点 了 的 距 高 , 在 三 厅 的 情形 我 们 有 如 
玉 的 童 层 势 画 数 与 双 层 势 夯 数 的 类 做 : 


“= 有“ : 


于 此 


(265) 


请 


-人 foon 间 (人 


)as, 


式 中 是 8 在 变 点 克 的 外 法 线 方 向 。 如 果 在 核 中 取 册 极 性 的 项 
了 二， 我们 就 得 到 普通 的 势 画 数 , 当 了 趋向 于 曲面 时 ,它们 的 极限 情 


况 由 [3931 与 [195] 的 公式 所 表明 。 在 所 余下 的 积分 的 核 中 , 在 
7 二 0 时 已 经 漫 有 奇异 性 , 就 可 玉 在 积分 号 下 也 极限 。 因而, 我 们 
得 到 与 [193] 与 和 全] 中 的 公式 洁 全 类 伺 的 公式 ; 


(2 ) 2 Got 人 em 专 (SS)as 


(266) (ro=)NNol) 
Ee A 


Tp 


231. 幸 姆 诡 兹 方程 胡 过 值 问题 709 


与 


wr No) -2 RO+|| a 人 a ag : 
(267) " 


Biro 


~)as, 


WANO) = — 2xM (Nao) +|| wlN) 这 ( 守 


于 此 在 (266) 中 积分 的 核 乃 是 测 在 点 Wo。 的 法 嫉 方 向 wm 的 导数 
值 在 (267) 中 税 从 中 的 核 是 治 当 点 卫 合 于 Wo 时 点 到 的 法 线 方 
向 ne 
在 帮 面 的 情形 ,我 们 有 军 诗 势 丽 数 与 双 层 势 面 数 } 
(下 二 | nN) THY br) ds 
(268) 
wip) =| (Nm A Cr) | 
对 于 它们 也 成 立 完 全 与 公式 (366) , (267) 相 奖 侯 的 一 些 到 式 ,并 且 
有 按 的 因子 2m 必须 改 为 “。 所 写 出 的 状 夯 数 满足 方程 (259) ,而 
由 于 核 的 特殊 选 定 ,所 穷 出 的 税 分 的 每 个 元 案 涌 足 辑 射 原理 ,因而 
出 就 是 这 些 积 分 本 身 都 满足 辐射 原理 。 
引入 核 


K(No,N;D = 2 


式 中 9 为 方向 % 与 方向 入 6 玉 的 交角 。 它 的 畏 诈 榨 为 : 


8 Be gikro (ihro + | 
EAN, No; 太一 | To )= 三 到 Ta eos, 


9 (ee (ihrot) 
Fo 


-安生 写 (人 . 
号 1 Ps 


式 中 由 为 点 Wo 的 法 入 方向 m 与 方向 克 o 的 灾 角 。 完 全 如 同 对 
等 超 苏 档 斯 方程 一 样 ,可 以 提出 狭 尽 夫 利 问题 与 路 情 螺 问 题 。 
狄 立 赫 利 内 部 辣 题 是 在 于 寻求 在 地 遵 ! 内 的 方程 (252) 的 解 ， 
它 鹤 上 铀 中 边 人 秆 和 荣 件 : 
uls=f (No)o 


了 10 砷 四 束 水 请 周 昭 


外 部 问题 岂可 以 作 类 似 的 表 壕 ,并 日 在 无 劣 远 处 应 满足 四 射 原理 。 
在 诺 伊 曼 琴 题 的 情形 ,我 们 有 边 黎 条 件 ; 


ou| _ 
dy ,一 了 (Wo)。 


从 唯一 性 定理 [229] 推出 , 外 部 闫 题 只 值 有 一 个 解 。 对 内 部 间 
盘 , 并 莫 对 所 有 的 五 都 成 立 唯 一 性 。 

如 果 在 ! 内 存在 方程 (252) 的 解 ( 非 平凡 的 -一 - 译 考 ) ,在 1 上 
满足 齐 坎 条 件 ; w |s=-0, 那 末 称 数 矿 为 狼 义 将 利 内 部 各 题 的 特征 
值 。 对 座 煞 曼 内 部 错 题 ,也 可 同样 地 定义 特征 值 。 | 

如 果 我 们 用 双 层 势 画 数 的 方式 来 求 犹 义 赫 利 刘 部 问题 的 解 ， 
以 日 层 势 画 数 的 方式 来 求 族 伊 昵 内 部 辕 题 的 解 , 鄂 来 我 们 引导 到 
联系 的 积分 方程 : 

(269) NO + || CM) ENo, N; bas=—f (No 


[3 


GT70) pW + || EON, No; Was——-f No, 


式 中 We 是 恒 的 变 点 。 设 矿 不 是 肉 伊 曼 内 部 问题 的 特征 值 ,我 他 
证 朋 , 这 时, 章 次 方程 (269) 仅 有 走 解 。 我 们 用 反 证 法 来 证 明 。 识 
它 有 非 土 解 , 这 时 齐 姑 方程 (270) ,应 鼓 有 不 等 于 均 的 解 yo(N)。 
作 起 以 Jo (NW) 为 密度 的 单 层 势 面 数 ,我 们 就 得 到 具有 齐 次 边 值 条 
件 塞 |, =0 的 方程 (259) 的 解 。 但 因为 Pr 并 非常 伊 曼 内 部 问题 
的 特征 值 , 所 以 这 个 解 应 当 在 ! 之 内 等 于 才 。 由 于 连 炉 性, 所 说 的 
军 层 券 面 数 应 在 {上 等 于 雾 ， 因而 , 据 唯 一 性 完 理 , 宅 应 当 在 ! 外 
也 等于 需 。 估 时 。 贝 于 与 全 分 相 类 似 的 公式 , jo() 应 当 恒 等 于 
土 。 所 得 到 的 矛盾 证 明了 , 如 果 全 并 非 滞 仇 晤 内 部 问题 的 特征 


Tee FS LF ee er te Fe PY Th ae ee ee TY 


方程 是 可 解 的 , 即 , 对 任意 的 了 (No), 狭义 多利 外 部 因 鞭 有 具 冯 层 


3231.， 幸 姆 莫 兹 方程 的 运 值 沿 题 YE1 


Sli em 二 


势 夯 数 形式 的 解 。 完 全 类 人 己 地 ,如果 矿 并 非 狄 尽 灰 利 内 部 园 题 的 
特征 值 , 那 末 讲 伊 明 外 部 问题 有 有 具 单 层 势 画 数 形式 的 解 。 

在 不 久 玉 前 进 版 的 了 下 科 布 拉 齐 (Kynpame8) 的 天 “振动 理 
涂 的 边 值 问题 与 积分 方程 ”(“Tpaadamre sanaun Te0pHE OleGaRHH 攻 
H HHTeTPaTEHHIB 了 paBHeHHSE ) 中 , 立 帮 地 分 述 了 作者 在 电动 力学， 
弹性 理 共 的 性 流体 系 方 面 的 研究 ,特别 是 纱 射 方面 的 研究 ,我 们 在 
下 一 段 要 蕉 到 蕊 。 在 所 提 测 的 这 本 书 中 ,也 考 罕 大 是 狄 义 赫 利 内 
部 销 题 或 弯 伊 上 曼 内 部 问题 的 特征 值 的 情形 , 莽 指 出 ,如 何在 这 些 情 
形 下 必 外 部 问题 的 解 。 

现 证 明 , 方程 (252) 的 每 个 在 某 一 区 域 也 办 县 连 种 二 阶 导数 
的 佣 v(P) 是 坐标 的 解析 夯 数 。 为 此 ,只 要 斌 明 2(P) 在 以 了 内 任 
意 点 Po 为 中 心 的 某 一 球 So 内 为 解析 就 可 以 了 。 

要 算法 把 So 内 的 24P) 融 示 为 双 层 势 画 数 4265) 的 形式 。 为 
求 这 一 势 图 数 的 密度 ,我 们 EE 


CTD pW = -| Ss, 


By To 
这 里 了 (N) 是 o(P) 在 球 S86。 上 的 数值 。 这 个 球 可 以 取得 充分 小 
使 得 方程 
(272) WWD) = 一 各 = um 吉 -( 守 一 


只 有 需 解 。 现 证 明 这 一 点 。 能 hu 是 方程 dw 十 w=0 在 边 值 条 件 
usja=0 下 的 第 一 个 特征 值 , 这 里 的 Se 是 以 1 为 生 径 的 球 。 施行 
相似 这 锦 ,不 淮 重 各 ， 对 以 忆 为 生 征 的 球 , 忆 的 第 一 个 特征 值 等 于 
月 ? 而 数 呈 可 以 取得 相当 小 ， 使 得 闪 大 于 数 下 。 这 时 方程 dw 十 


+ 的 狄 义 奉 利 内 部 关 是 的 具 刘 赤 过 值 条 件 的 解 公 是 等 角 。 
积分 方程 (272) 是 对 双 层 势 而 数 密 度 的 方程 , 它 烙 出 我 们 副 才 所 襄 
的 齐 均 犹 义 殖 利 内 部 问题 的 解 。 注意 漳 这 个 问题 公有 雳 解 ,进行 


一 )a8 


To 


F129 第 三 大” 款 局 伍 是 


TY 


与 [807] 中 完 允 相同 的 小 衣 , 我 们 就 会 得 到 , 对 以 如 为 牢 径 的 球 ， 
方 稳 (279) 只 有 和 需 解 。 在 的 这 样 的 选择 下 , 我 们 可 以 断 营 方程 
(271) 的 解 的 存在 性 , 二 有 四 
， 他 一 一 上 
oP) =|| nN) 翅 (2 as CP 在 So 内 ;r=|PN|) 


Hn 


或 [TIE 197] 


(278) op = 一 jE (NW) 和 一 r+D .Et dg, 


文中 请 为 6 的 第 径 ，p 一 | PP| 。 裕 积 国 数 是 在 名 内 部 的 点 
的 坐标 @， 9, 办 的 解析 丽 数 ,而 从 (273) 就 推出 2(P) 是 (coh 劝 
的 解析 画 数 [内 苇 9]。 在 平面 的 情形 ,借助 于 对 应 的 奇 解 (我 们 在 
下 面 要 讨论 它 ) 可 以 类 似 地 进行 证 明 。 
如 同 对 拉 昔 镁 斯 方程 的 作法 完全 一 样 ,我 们 可 以 对 方程 (359) 
作 格 林 夯 数 。 在 三 站 的 情形 ,这 个 方程 的 基本 奇 解 可 以 写 为 2 如 
的 形状 。 对 应 于 条 件 
(274) |s= 心 
的 格林 国 数 可 以 求 为 如 下 的 形式 : 
(275) Gu(P, Qs = tg(P, Q; He) G=1PQD， 
式 中 gi(P, Q; 太 ) 在 也 内 满足 方程 (259) ,在 8 上 满足 边 值 条 件 
,na og Rr 

BO) | Tar | 
如 果 如 并非 方程 (252) 在 边 值 条 件 (27 人 下 的 特征 值 , 闭 末 我 们 识 
可 以 作出 这 样 的 画 数 。 

”在 在 而 的 情形 , 方 稳 (252) 的 只 总 距离 ”= | PQ@| 有 关 的 解 具 
有 形 固 Zo(br) , 于 此 Zolz) 是 考 阶 的 具 塞 尔 方程 的 任 准 的 角 


C7T) ， 天 全 二 疙 乓 十 和 的 =9。 


总 


231， 详 召 冤 开 为 程 的 边 值 问 置 718 


和 人 训 各 全 下 [III; 814] 

(278) No 的 一 三 Jo 人 (lg +0)-— 
f 一 tl)” 1 1 
王 忆 is Ci 人 )】( 坟 tt) 

作为 这 方程 的 一 解 。 

在 @ 点 有 极 性 区 -ie 二 的 基本 奇 解 就 是 
(279) 一 二 Wedir)。 
从 (278) 推 则 ;除去 带 有 极 性 的 项 外 ,在 画 数 (2 的 的 汉 达 式 中 还 有 
亿 合 gr 网 形 疾 为 们 2 lgr n=l1, 2， …) 的 项 。 站 了 一 心 时 这 些 项 
趋向 于 雳 。 由 谊 接 微分 ,不 难 恒信 , 屁 们 的 关于 坐标 的 -- 阶 导数 也 
趋向 于 震 , 而 两 数 (279) 在 点 Q 有 一 阶 加 村 尽 数 。 避 并 非 方 程 
(252) 在 边 值 条 件 27 和 下 购 特 征 值 。 对 于 这 样 的 就 不 难 作 起 广 ， 


程 人 2529) 的 格林 两 数 Gs (P, @; 的 。 
要 求 峙 县 下 述 形 黑 的 格林 国 数 


Q80) (P,Q; = FNo(hr) tg (Pp, Q; 可。 
因为 右边 第 一 项 满足 方程 ， 且 有 所 要 求 的 极 性 。 间 题 化 济 决 


定 项 天 (P, 昌 ; 8), 司 得 它 没有 柱 性 ,而 注 足 方程 (252) , 在 通道 ? 
上 上 注 足 如 下 的 非 齐 次 边 侍 条件 : 


gj 一 于 Wo(im)。 


我 们 注音 到 上 并非 特征 值 , 我 们 蒜 得 漳 满 足 辽 些 条 件 的 范 数 锡 的 
唯一 的 确定 。 ， 

重新 回 到 三 妈 的 情形 ;还 指出 一 个 与 方程 i 相 联 系 的 全 
式 。 通 to(") 是 这 一 方程 的 尾 -… 奇 解 ,有 慷 星 二 ,并 设 9(P) 是 在 
轧 中 调治 有 加 态 范 一 阶 的 导数 的 廷 一 卫 数 。 进 行 与 厅 1 如 到 出 


| 和 44 第 四 改 好 信 阅 时 
胡同 的 花 述 ,就 得 到 公式 : 
oP) 1 有 的 名 v oo |as — 1 去 咱们 dz, 


Bn 二 让 


这 里 卫 在 D 内 而 7? 是 了 到 积分 变 点 的 厂 病 。 和 如 果 % 满足 方程 
(352) , 则 三 者 积 分 舌 于 需 。 应 用 所 得 公式 于 8 为 以 总 为 全 笃 的 
于， 了 为 它 的 中 心 的 情形 ,选择 to 舍得 vo (RR) 一 03 


yo lr) = Nr 一 oo 二 ER ee 


车 采 我 们 得 到 : “ 
sin FR 
RR?(P) -pi 中 ?9S， 
在 右边 是 ? 治 入 的 平均 。 这 一 下 式 推广 了 贡 和 醋 数 的 平均 性 质 。 


282， 电 磁 流 的 太 射 ”在 具 介 电 肖 数 * 与 导电 澡 娄 = 的 物体 中 进行 的 正 
豆 弄 的 电 柚 波 的 栋 射 现 巢 归 桔 为 更 和 华 杂 的 问题 。 我 们 考 岩 平面 的 情形 。 役 
? 为 物体 的 尖 道 ;这 就 是 说 在 7 之 外 就 是 美空 。 用 B; 与 B, 本 平面 在 1 之 内 
瑟 在 1 之 外 的 部 分 。 阐 同 可 以 数学 地 糙 畦 为 求 酮 数 号 (e 扩 ;局 满足 方程 
(281) 4 十 本 =0 (在 Bi 内); 4 可 十 恕 如 一 0 《在 Bs 内 )， 


ote -一 奖 
于 此 寻 一 一 


wo 是 波 进 行 的 频率 ; < 基 光 在 芮 宝 中 的 速度 。 在 B; 中 国 数 总 力 是 由 于 进行 
著 的 扰动 4(oy 办 et 面 产生 的 电场 强 诬 向 基 在 2 灿 方 网 的 分 量 , 在 妃 中 ， 
万 是 进行 善 的 滤 4 与 从 角道 的 机 射 转 果 所 得 到 的 没 的 和 ， 这 就 是 论 ， 差 式 
(也 一 4) 放 请 足 辑 射 原 理 。 已 烙 的 汪 数 4 应 当 在 至 平面 请 足 方程 ; 
[2352] 4d4 十 姨 44 一 0 

边 午 条 件 为 刀 与 < 于- 越过 演 洛 峙 的 过 枢 性 。 

对 区 域 Bi 及 柄 数 万 (@) 与 
(283) GP; 从 一 六 HY) 人 r 一 |1PO]) 


上 庶 用 格林 估 式 ,而 假 朋 卫 在 EB 内 部 。 这 时 我 们 用 一 小 加 7 把 也 则 出 ,把 所 
全 的 玉生 Be: 


339， 电磁 波 的 红 身 Ti5 


. jeac-~eamas= | (E 2- G8 jas + (ES- 6G Sas 


BB 
(231) 中 的 第 一 个 方 稚 及 对 画 数 (283) 的 类 亿 方 程 烙 出 : 
EG— GAE= (hEQ), 
注音 到， GCP;Q) 在 + 一 0 时 有 一 生性 志士, 并 月 纤 限 地 压 磊 园 周 7; 我 们 能 
得 到 [ 兄 了 T; 186]: 


(284) 2rB (PY (在 二 下) je WE@as+| (E50— GE)as。 
设 多 为 以 原 点 为 中 心 . 克 分 大 的 p 为 平反 的 晤 内 ; BB 为 BB 在 性, 中 的 部 分 。 
对 Be 应 用 裙 林 公式 并 假 机 卫 在 PP 内 部 ,我 们 就 得 到 : 

(284 0= 人 ( 2 5 ds +| (E20 a 


更 宙 卫 在 B, 中 而 对 BB 性: 
(284sy 0= (好 一 | |e tr;0 as +f (am a8. -8 名 jas。 


最 后 , 讽 三 在 3 中 而 对 zz 应 天 格林 人 涩 式 , 了 就 得 到 : 


(284,) 2xE(P)=| (B _a 党 jt (#3 -GE )as。 


在 公式 (2841) 与 0384a 中 通道 二 的 并 法 缕 方 向 是 帮 友 的 。 在 入 式 《28d3) 与 
(2844) 中 蕊 成 立 同 样 的 素 实 。 把 (2841) 与 (2849) 粗 加 3 也 把 (284s) 与 (3844) 


相册 ,我 们 注意 到 与 全- 越过 台 道 1 时 的 速 视 性 ,我 作 得 到 当 卫 在 B, 中 

或 在 Be 中 时 的 统一 的 方程 
pp . BG 5 

{285) 2xE (CP) 一 (可 a (5 -二 Jas 


Eh 
而 所 余下 来 的 就 是 使 po 一 局 时 的 种 限 的 过 程 。 对 由 图 岂 各， 所 图 成 的 图 } 对 
国 数 瑟 上 应 用 格林 公式 ; 江 设 卫 在 3 内 ,我 全 就 查 到 : 
274(P)=|, (4 26 _ 0 84 Vs， 


A ah 
了 而 因此 , 在 公式 (285) 中 的 曲 灯 积分 就 等 于 刘 下 的 表达 式 : 
(388) 2rAP)+|, JIE(O) AQIS 


， -GP;0)5 [LECW) —A4CW)] 


716 毕 喝 事 ”站 人 书 癌 题 


全- 一, -scan ee ee me emer 1 Leer re rr mw 一 一 


条 用 差 式 (一 和 4) 应 当 识 足 杠 射 诛 理 这 一 率 实 ， 我 们 在 下 一 组 生 来 必 游 隆 明 ， 
所 号 的 积分 趋向 于 需 ; 而 公式 (285) 奏 上 出: 


(287) (Pp) = | |p; OE Qas + AP), 
BI 


如 时 已 设 卫 在 BB 内, 那 末 所 二 出 的 方程 就 是 闲 通 的 积分 方程 。 从 其 中 决定 
吾 (E)， 此 时 PP 在 Bi 内 ,把 Bi 每 到 鬼 解 伐 到 (237) 的 右边 ,就 得 划 当 卫 属 于 
B, 于 ， 百 (DP) 的 最 式 才 示 。 我 们 在 则 三 存 在 解 的 仍 设 下 得 到 方程 (287)。 严 
略 地 访 , 必须 对 方程 人 287? 进 行 鲜 综 , 并且 明明， 当 产 在 饭 时 恬 有 解 ,而 这 个 
解 就 是 所 坦 出 的 二 射 间 题 的 解 。 这 些 是 在 下 一 节 末 居所 指出 的 论文 中 完成 
的 。 述 指出 ,方程 (287) 中 的 积分 并 非 涪 1 所 作 而 是 港 整个 区 坡 马 所 作 。 
288，、 砍 声 强 庶 向 最 ”为 了 决定 磋 塌 训 芽 向 其 豆 (z 用 ,我 们 有 同样 的 


方程 车 间 样 的 条 件 , 而 只 有 一 点 变动 。 我 们 成 当 以 工 -3 的 刀 夸 性 代 符 


-5 的 涉 糯 性 ,这 里 在 蕊 由 zy 在 zs 中居 = 如 。 此 外 , 差 式 (瑟瑟 ) 阳 
当 关 时 共 只 本 此 Go 雪 是 光 广 各 (2 的 由 现 数 。 科 们 仍 公有 
程 (284) 。 由 于 注意 到 天 -全 的 池村 性 的 要 求 ,把 (2840) 吏 太志 ;把 (3849) 
乘 以 忘 要 即 。 对 (2849) 与 (384) 也 进行 同样 的 手 铀 。 然 后 ,如 前 地 过 该 到 生 
限 , 就 有 ; 


天 (P) _ 阴 一 胡 
ee A @) IOAS+ 


-ao Rn em 


-在 
CP) 阳 一 三 
区 衣 je WHOAST 


1/1_1 2G (P; BP 
;EE) ao ar at 2 (P 在 Bo)。 


Br 
出 于 融 数 GPR 仙 当 邓 罩 合 于 量 时 有 标注; 妆 刁 趋向 于 油 道 时 ; 雇 富 出 
隐 曲 询 积 分 的 性 态 与 双 慎 势 加 狗 相同 ;因而 当 卫 在 池 遭 上 ;我 们 就 得 到 : 
3 识 + 吉 )(P) =...，, 
时 岩 * 右 这 是 与 前 面 的 方程 一 禅 的 。 我 全 可 以 把 前 面 的 三 个 方 君 写成 一 个 从 
起 的 形式 : 
{288) 喜 坟 CP) 一 下 || Gc; QH ag+ 
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+ 闲 ( 矶 FR 去 | H (0) -SP Oa 加 二 了 CE 人 2 ， 


直路 消 三 检 为 办 时 oa= 克 少 卫 在 忆 内 时 扩 一 秀 ; 而 当 卫 想 1 上 内 二 二 
-2 (+) 
2\ 有 也 这 

如 果 卫 在 朋 区 域 中 , 那 未 (288) 基 一 个 省 权 的 积分 方程 [49] , 对 于 尼 
甘 通 的 弗 记 德 和 丝 定 理 孝 是 运用 的 。 可 以 黎明 它 有 一 个 确定 的 解 并 且 这 解 
粉 出 所 提 的 稀 新 间 是 的 解 。 我 们 指出 , 如 果 我 们 已 破解 出 上面 所 就 的 积分 访 
程 ,这 就 是 已 趣 知 道 在 也 区 域 B; 中 的 三 (9) ; 那 末 公式 (288) 给 出 在 Bo 中 的 
HP), 

更 在 证 明 在 去 示 式 (286) 中 的 积分 当 6-> co 时 趋向 于 零 。 田 于 HG) 
与 五 0) 购 渐 近 和 表示 式 , 我 们 有 


3 ih GP:; +40) (r=|PQ|) 


在 下 面 ;我 析 假 没 卫 为 图 定 而 色 在 5S, 上。 我 们 有 : 
RP;@) 8 Br 
Bp Br 机 Dr 


这 里 对 eos 7 我 们 有 心太 式 (25 中 。 
其 次 ;成 立 内 普 的 等 式 : 
Dr 一 全 60 


而 因此 
SOP: 0) ih Pi 0) +0(0 DD), 


在 才 示 式 (286) 中 的 积分 可 以 赤 示 为 形式 : 

|, {BADE-i Gt DI~-GL iho(B 4) +olr ds, 
或 县 1 

7=|。 LE-AY'Otp 3) + (as =| Toetfyr-13 +o(r- iy) lds, 

从 此 就 讶 接 挫 量 J->0。 可 以 在 下 介 论 文中 找到 关于 诡 射 间 题 的 研究 。 

1. 他, 且 . 科 布 拉 章 , 手 瑞 理论 的 边 鳃 网 是 与 积分 方程 。 

3. 斯 端 保 (Sternberg) ; 积分 方程 在 光 前 电磁 还 论 中 玖 应 用 (Anwen- 
dune der Integralgleichnngen in der elektromnaenetishen Hiehitheorie, 
Compositio Matetmatica: vol. 3, 下 2 1036) 。 

蘑 洁 以 双 本 (Frendental) 花 光 的 电 赚 理论 中 购 禾 射 (Uber Beur 
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gnnasprobleme der elektromaemetisehen Lichttheorie, Compositio Mate- 
Inatica, vol. 8, f. 2,1938). 


234.， 横 侠 型 方程 狄 义 款 利 问题 解 的 唯一 性 ”考察 十 个 目 变 
脐 的 矿 性 椭 园 塑 方 程 


(289) LW= 忆 Co Da) hase 二 全 (on 人 十 
tort Wea) tet dm, Ta (Ry Wa) 【GE 一 Get 
所 有 的 系数 者 假 仍 为 在 (w,, zz) 平面 的 闭 区 域 B 为 连 入 , 由 于 方 
程 是 哺 轩 型 的 , 变 莉 名 ， 姑 的 一 其 形式 
(290) Damo ob 


在 整个 区 域 吾 应 是 定 导 前 。 可 以 假定 它 旋 正定 的 。 对 方程 (289) 
的 狄 义 赫 利 间 题 是 ; 求 贰 方程 的 解 , 使 它 在 B 中 有 到 二 阶 的 连 
千 导 数 , 在 六 区 域 B 中 这 粮 , 在 区 域 B 的 迎 道上 取 已 糙 的 数值 。 
这 个 问题 的 解 的 唯一 性 的 应 骨 归 革 为 证 明 如 下 事实 : 齐 实 方 程 


(291) LW =0 
的 具 竟 奕 这 储 沉 件 
(299) Ea = 0 


的 解 在 闻 中 恒 千 于 等 。 在 证 贡 这 一 论断 时 , 肝 汝 on， 的 符 导 

起 重大 的 作用 。 不 难 举 出 例子 ,方程 (291) 与 边 值 笨 件 (292) 有 非 

零 解 。 可 以 从 出 一 个 初等 的 这 样 的 例子 ; 在 正 万 形 0 所 所; 

0<oa 安 和 中 的 万 程 

(991 1) Un nt DE = 0 

不 难 胜 明 , 如 果 上 为 非 零 整 数 , 那 末 齐 痰 问题 (29 了 DD , (292) 有 人 解 : 
二 Gn kw gin beso 

还 应 提醒 , 在 条 件 (292) 下 , 方程 (4291 有 上 无 限 个 特征 佳 。 在 了 唯一 

性 的 证 明 中 我 们 恨 蕉 系数 5oaiy wo) 在 8 内 不 取 正 值 。 首先 候 设 ， 

在 当中 


284， 杭 贺 型 方程 狐 头 硅 利 向 题解 的 叭 一 性 ig 


(298) bw1y wa) < O, 

四 时 网 题 (291) (292) 有 非 需 解 , 那 末 这 个 解 在 BB 内 或 者 有 正 的 最 
大 值 ,或 者 有 人 负 的 最 小 值 , 或 者 二 者 委 而 有 之 。 如 果 必 要 的 芯 ， 我 
们 改变 解 的 符号 ,就 可 假 融 ,这 个 解 达 到 正 的 最 大 值 ， 因而 在 号 内 
某 点 Po 为 杷 大 。 在 这 点 应 有 : un (Po =w(Po) 一 0 而 方程 人 289) 
在 这 后 业 出 ; 


Q9D) Ban(Powa(Po) +6 (PYV(PO) =0。 
画 数 在 点 Po 为 县 大 的 条 件 莉 出 : 
(295) Uno 0) Ue OD; Wawa — Hs 0, 
这 里 ,我 们 未 写 出 变 点 Po。 

这 一 条 件 等 价 于 一 灵 型 
(296) DB vom PO Es 
不 采取 正 值 。 在 方程 (294) 左边 的 和 式 丰 以 写 为 
(297) p> [总 tip Eo) Us (Po) | 


的 形状 ,从 王 可 昂 , 这 个 和 式 是 短 障 a@m (Bo0) 与 wn(DPo) 的 乘积 的 
迹 。 它 不 因为 转变 为 相似 乍 阵 而 改变 LET 中。 利用 祖 似 变换 ， 
使 得 乞 阵 gatPo) 与 wm 人 Po 同时 化 为 平方 和 [IILs; 37]: 
Pt ote; 十 1 
菲 且 机 >0， 上 >0, 五所 0, js 所 0。 和 式 (297) 效 有 形式 如 有 二 bls， 
从 此 旺 兄 
> Tp CPo) Ua C Po) 去 0。 


注意 到 (29 ,我 们 有 5(CPo}yw(Po) >0, 由 于 (298) 及 条 件 4(Po) > 
>0, 这 是 不 可 能 的 。 因 而 齐 次 加 题 (291) , (292) 只 有 替 解 。 

更 证 ,可 以 用 条 件 在 有 内 5(eiy os) 所 0 以 代替 条 件 (298)。 一 
入 新 的 画 数 (PP) 1 
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上 一 一 一 


(298) A 
以 代 符 w(P) , 这 里 a, 有 都 是 和 常数。 对 2%( 了 ) , 我 们 得 到 如 下 形状 
的 方程 : 


时 
(2 99) > ri yn 十 [由 十 a Vs, 十 dy 一 者 | a 


二 ,正二 


式 中 


d= b+ Be Ha {a > D0) 


_ | 


而 可 以 选择 适当 大 的 正 数 4 与 6, 使 得 a 一 er 9 之 4, 于 此 4 为 正 
汶 而 二 0。 

条 件 (292) 等 价 干 
(30D) |1=0, 
对 » 齐 次 更 题 (299) 和 (8300) 都 只 有 和 零 解 ,而 由 于 (298) ,就 可 汤 音 ， 

并 题 (291) 采 1{292) 也 者 只 有 寺 解 。 夫 而 ,在 条 件 5 (wi1; 22) 所 0 下 ， 

在 B 内 的 交 题 (2 了 L) 和 (292) 只 有 和 直 解 。 

这 个 烙 果 可 以 窒 搂 地 推 到 任意 个 自 变 颐 的 情形 : 


@0D ”LO = Dawnt 局 cant hu=0 
(302) |s=0, 
这 里 太 是 空间 (8 gD) 的 区 域 了 的 边界 。 二 次 型 
ob 
为 下 定 ; 而 在 莉 数 4% 的 棣 大 点 ,二 次 型 
3 Wowie 


不 能 取 正 使 [ 晃 185] 。 好 前 ， 从 此 就 挫 出 : 在 所 操 到 的 极 大 点 
> as 


而 证 明 就 可 以 完全 如 前 一 样 地 进行 。 


2383， 方程 dy 一 w= 习 1 


835. 方程 4o 一 2w =0 考察 方程 


(308) Av Ay =0, 
于 此 六 荐 一 正 数 ,我 人 提出 犹 义 赫 利 内 部 问题 ,其 边 值 区 件 沪 
{804) vls=f (N), 


在 区 域 也 ,内 ,方程 (803) 的 解 不 能 有 正 的 稳 大 ,也 不 能 有 全 的 极 小 

[233] ,从 此 就 推出 所 示 的 狄 义 赫 利 闫 题解 的 叭 一 性 。 
如 果 画 数 了 (加) 满 是 林 等 式 一 a 亏 了 (NWN) 6b, 王 此 6,8 是 某 些 

正 数 , 那 末 犹 义 赫 利 问题 的 解 在 DD 内 术 应 满 是 同 -不 等 式 。 
首先 考察 非 弄 区 方程 


(805) -0= 一 g(P) (在 了 Di 内 ) 
具 齐 次 边 值 条 件 : 
(306) vis=0 


的 情形 。 我 们 候 融 p(P) 在 于 区 域 互 速 楼 , 在 Di 内 有 连 积 的 侣 
数 。 辕 题 (805) , (806) 等 价 于 积分 方程 [号 224]: 
(807) vw (P) = -和 | | GP;W oO art 


+ 用 ee， 


式 中 , G(P; 9) 是 拉 普 拉 斯 方 各 以 (306) 为 边 竺 条 件 的 格林 夯 数 。 
因为 (一 为 是 一 负数 ,但 粹 GCP; @) 的 所 有 特征 值 均 为 正 ,所 以 方 
程 (307) 对 于 任意 的 自由 项 有 -个 多 定 的 解 ,' 它 也 就 是 问题 (305) ， 
(806) 的 解 。 
现 收 到 狭义 坎 利 问题 (308) 与 (304) 。 咒 wo(P) 为 拉 普 拉 斯 广 

程 以 (80 儿 为 边 值 条 件 的 犹 义 赫 利 则 题 的 解 ,西数 

(808) up) =v(P) — wtp) 

应 当 满 是 方程 

总 钙 一 让 如 二 六 4 
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与 边 秆 条件 4|s 一 0。 
我 们 刚才 证 过 这 问题 的 解 的 存在 性 。 知 道 了 m4P) ,就 可 依据 公式 
《308) 求 出 犹 义 赫 利 问题 的 解 CP)。 
方程 4808) 的 基本 青 解 是 解 
Fr 


(809) vo(P) 一 “一 一 


于 此 7? 是 点 卫 济 某 一 定点 @ 的 距 疹 。 塘 这 个 青 解 为 基 研 ,也 可 以 
先例 如同 以 前 的 作法 一 样 1231], 建立 势 面 数理 论 ， 我 们 不 讨论 这 
一 睫 面 而 转向 于 定义 格林 男 数 。 . 

方程 人 803) 在 过 信条 件 (806)? 于 的 格林 画 数 Ga (PP @; 加 ) 是 在 
区 域 DD 内 除 点 急 外 站 到 8 的 点 了 的 连续 画 数 ,在 疡 肉 除 点 Q 
负 有 漳 二 芥 的 连 纺 的 导数 , 在 疡 内 满 是 方程 (808) , 在 S 上 满足 
这 值 第 忻 (806) ,着 可 写作 

BVAr 


(310) Gi(P, G; 为 = 所 


TT 


er +gtP, 好 和) 
的 形状 ,这 里 名 (了 P,Q; 和) 在 D, 内 到 处 有 到 一 阶 的 速 入 导数 。 画 
数 gCP, @; 各 是 方程 (308) 专 
ev | 
(811) JE | 一 一 | 


为 过 值 条 件 的 狄 尽 赫 利 问题 的 解 。 完 全 同 [ 品 0] 中 的 情况 一 样 ,可 
志 证 明 中 人 @; D 昨 点 对 卫 ; 的 连续 画 数 ,而 在 Di 内 成 立 不 综 
式 -: 


一 Ar 
(812) 0<G(P, Qi < (在 D; 办 ;7=|PQ|)。 


其 欢 , 也 完 至 同 [88 中 一 样 ,可 以 黎明 G4(P, Q; 入 的 尘 称 性 ， 
在 条 件 (B06) 下, 方程 (80 有 的 解 可 用 公式 
G13) ob)=|| [GP, g; Wp(Q) a 


Di 


来 过 示 。 寂 徇 证 其 出 与 [ 宫 人 中 相同 。 积 分 


可 26， 许可 和 一 1 一心 和 9 


一 mr 一 ai re —— — —— 


Js, @; De (Oa 
在 D, 中 洞 是 漠 次 方程 (303) [32 多。 会 有 奇 性 部 分 的 积分 可 表示 


为 形式 : 
Ws | 


+ 和 ~ er)? \Q) dr 


对 第 一 项 应 用 普 阿 松 从 式 ,而 在 第 二 项 中 因 已 把 椰 性 分 出 而 能 在 
积分 号 下 两 实 求 寻 数 。 从 此 将 楼 得 出 , 应 用 算 子 (4 一 人) 到 (818) 
会 输出 [一 p(P)]。 对 阔 数 (818) 的 边 值 条 件 (306) 可 以 如 在 [289] 
中 一 样 米 验 荐 。 

可 从 另 一 方法 求 引 向 格林 西数 的 艇 念 ， 这 就 是 我 们 在 [172] 中 的 作法 的 
关 包 。 洁 察 非 齐 次 方程 (305) ,并 铺设 , 陈 掉 以 @ 为 中 心 和 很 小 的 半径 * 的 球 
DD, 外 9(P) 处 处 化 为 图 ,并 且 


(314) | p(P)dr=1, 


转向 积分 方程 (307) ,我 们 可 以 把 它 的 解 写 为 形式 [ 拉 : 
(315) v (DP) = | RP, @'; Wp(Q dro., 


式 中 全 (P，@; 和 ) 是 方程 (807) 交 解 核 。 考 姬 到 gC 的 定义 ， 可 以 期 癌 ; 当 。 
趋向 于 者 时 , (316) 的 左边 趋向 于 玉 (P, 0; 罗 ,所 以 
GPs ;= EAP, Ws; A) 
这 就 是 ;格林 图 数 号 (P 8; 人) 基 积 分 方程 (430 六 的 解 悉 。 
自然 地 , 这 就 会 引出 下 述 关 系 : 
(316) GP, @; NW =0P; 0) a|| [Gp; 0 640’, Q; dro， 
Dr 


它 不 难 可 在 下 述 基 础 上 证 实 ; 蒸 式 五 (了 外 一 后 (Py 和 和 一 GP; 抽 识 是 浪 
程 4 扩 (P; =X (P; 多; 和 )、 边 值 笨 件 (306) 以 扩 在 点 忆 保 持 为 连 炉 。 但 我 
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位 已 有 关于 把 解 术 依 所 的 转 征 国 数 民 开 的 负数 到 示 形 式 [3 的 ,在 所 论 人 情形 
下 ? 它 答 出 

Ca i =P — ey， 
式 中 Xx 车 wz 是 核 全 (的 的 特征 慎 与 特征 辆 数 ， 即 方程 (23D 在 条 体 
232) 下 的 特征 值 与 特征 辆 数 。 刁 13167 月 缠 更 就 得 帅 : 


po ， 六， I 
(317) 川 ee eee, dre 二 祈 A A) 


上 上面 所 襄 的 事实 并 不 是 有 严格 的 基础 的 。 现 在 我 们 对 进行 对 
-8417) 式 的 证 明 , 我 们 在 后 文中 需要 它 。 
首先 要 我 们 各 起 ,如 和 为 核 GOP; @ 的 特征 值 , 般 数 
= | 
(818) > 
收 族 。 


我 们 决定 面 数 全 (8@'; @; 和 0 关于 核 虽 CP; 旬 的 特征 丽 数 的 蕊 
里 埃 系 数 : 


= 人 ee @; NotQ dre, 


i 


用 w(QD = 一 2 来 代 天 ,我 们 得 到 
和 一 一 中 (@ Q; dos(@Dgron 
从 最 后 珊 个 到 式 推出 : 
(819) Gat 才 Gi(@’, GSN) dos(Qn -pr(QD1dgron 


注意 到 格林 西数 的 六 称 性 及 公式 (818) 苔 出 方程 (80 办 的 满足 条 件 
(806) 的 解 的 事实 , 我们 就 可 肠 车 , 公式 (319) 的 右 端 等 于 we(@) 。 
在 现在 情形 下 ， 

—[4v:(Q") 一 Mox(@D)]= (ear(g7) 
起 公式 (313) 中 的 p (的 作用 。 这 一男 数 在 2 内 有 过 各 的 导数 ， 


335， 方 稳 4 一 yy 一 站 _ 2 


而 且 , 如 果 把 它 取 作 方 程 人 805) 的 右 问 , 那 末 这 一 方程 的 满足 条 件 
(306) 的 解 ( 这 样 的 解 是 陛 一 的 ) 就 是 54) = 二 V4(P)。 公式 (819) 
如 出 : 


_ vn (0, 
(820) =i 


因而 ， 翁 式 (317) 的 右边 是 左边 的 富里 堵 般 数 , 并 具 后 亏 力 是 可 以 
用 核 来 表示 的 尔 数 。 在 (847) 右 迪 的 籽 数 对 性 何 固定 的 掉 关 于 了 
正 因 收 化 。 这 是 从 居住 


川 ee garsC: 


=4 


?rm 干 攻 
> hs 
不 二 下 


所 的 出 ， 这 完全 如 同 在 [ 娩 ] 中 一 样 。 所 写 下 式 的 第 一 个 者 示 丙 数 
G{P; 双 ) 的 封闭 性 方程 [2 多。 我 他 还 指出 ，(817) 的 左边 在 月 区 
域 柬 为 点 卫 及 纺 的 速 粮 而 数 。 这 可 以 完全 类 全 于 我 们 光明 质 体 
势 画 数 及 其 一 阶 导数 的 连 种 性 一 样 地 得 测 旋 实 [II; 200] ,我们 指 
出, 在 下 式 817) 的 左边 的 裤 积 醒 数 中 ,有 最 大 的 村 性 的 项 是 z 


Br 


Fr 


式 中 7 与 "是 他 测 卫 与 总 的 上 距离 。 
直上 面 所 说 的 事实 扒 出 到 式 (817) 稀 有 效 性 。 当 卫 与 日 重合 
时 我 们 得 到 会 式 : 


G2D 名 i ll|et; QV (0', P; Ndro, 


莽 且 ,因为 由 以 前 所 这, 在 布 壕 是 的 连 稿 西数 [如 ] , 所 以 般 数 在 
闭 区 域 D, 上 一 私 收 窑 。 沙 Di 积分 (321) ;我 们 得 到 + 


(822) Ss Te， hy gr 


Lk 
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于 下 | 
G28) bP, NW =|)|| Gp; WCQ, Pare 


i 


公式 (8322) 我 们 要 用 来 研究 特征 值 A。 
236， 特 征 值 前 渐 近 豆 示 ”预先 关 明 协 数 出 人 P;, 加 的 车 十 性 
谍 。 注 意 到 对 G 与 Gh 的 悄 值 ,我 个 有 : 


B20) yp, DI<|| [Bs dre =1PeD)。 


沿 至 空间 积分 ,引入 以 了 为 中 疙 的 球面 坐标 ,就 得 测 : 
(G25) WP Wea) | esingdraoap = 


da A 
现 证 对 性 何在 D, 之 内 的 畴 区 域 D 中 , 当 和 A 十 oo 时 乘积 VX$(P， 
力 一 臻 地 趋向 于 二- 部: 
(828) 。 V 和 (P, 人 一 二 在 了 中 一 致 地 成 喜 。 


渤 虚 者 夯 数 8 旬 与 gyCP, QI 烛 在 及 上 的 极限 值 , 我 们 得 到 司 
慎 : 
0>g(P;Q) > — 


1 hr 
4 ;0.91 (P, Q; 和 一 < dar i 在 中 )， 
于 此 ? 是 也 的 边界 到 有 的 距离 。 我 向 有 : 

\/XW(P, 庆 一 四 二 + 


4 
十 9 人; Q) |[ +9(P, Qi jaro。 
打开 括 弧 ,并 把 积分 分 为 四 项 : 
| 9 (PW PP, Q; NW Wro 


A , 
< 和 A Taz 天 的 体 税 ， 


3838，。 特征 填 的 渐 近 江东 727 


一 一 一 


从 此 可 昂 , 只 要 卫 必 于 DD, 左 动 的 积分 当 和 >co 时 就 一 致 地 趋向 
于 需 。 其 次 ， 我 们 有 


"| glP, Qi Naro| < VEE lle 


Bl 个 
而 夺 边 的 积分 , 当 PP 在 上 DD， 中 联 尾 何 往 候 时 痢 不 超过 某 一 常数 ， 从 
此 推出 ,在 左边 的 积分 一 致 趋向 于 等 。 可 以 完全 类 似 地 考察 积 从 : 


Veal] ee G)are。 


姨 下 涵 还 蓝 考 察 积 分 : 
(827) MK 川 才 ss i -Geo 


提 证 明 ,如 果 卫 属于 DD, 它 一 至 地 趋向 元-。 藤 Z 与 D 都 是 以 
P 为 中 心 的 球 , 它们 的 第 径 郁 别 是 以 及 区 域 px 的 直径 4。 我 
们 有 : 


. Kr 
Vare<V7 有 用 太吉 sm< 


Du 


FE bd 


<V 


我 们 把 沿 Do 与 沿 DD 殉 积 俘 用 碎 卫 为 中 心 的 球面 坐标 裘 示 , 又 相 
信 莉 的 变 景 p 一 MVNA7。 因 而 就 引导 到 不 等 式 : 


1 g- sr 1 fx 
二 | 个 D < || ms dr | [中 rdpo 


当 )->co 时 十 端的 项 均 趋向 于 去 -, 且 它们 与 点 王 在 D' 中 的 位 置 
无 关 。 从 此 也 丰 楼 推出 , 积分 (327) 在 D' 中 一 致 趋向 于 十, 办 
而 证 好 了 吸 断 (826) 。 注意 到 (825) , 我 们 就 可 久 取 了 与 妨 充 分 
接近 , 使 得 MN%(P, 和 泊 ( 肥 一 六 ) 的 积分 小 于 总, 于 此 s 是 一 


723 第 四 寻 ”过 估 铅 题 


个 预先 指定 的 正 数 。 丛 另 一 面 ， 0) ;对 充分 大 的 入 ,有 有 
vs KP, Ndr— 

式 中 为 DD 的 体积 ,从 此 

Yawee, DG 一 种 |< 起 C0) 十 5， 


半 w 


-一 
2 


并 - 
3’ 


式 中 4 为 DD 的 和 体积 。 从 此 推出 : 
lim :Yawe, Mart= 二 ， 


全 
而 由 于 (322) 得 : 


， Tn 
(828) HmVA 说 元 05 yr 有。 


利用 芝 些 芭 趟 来 推 hr 的 浙 近 届 示 式 的 基础 是 在 于 如 下 的 定理 ; 
定理 ”如 果 般 数 


Lm 


(829) s() 一 悦 艺 -人 (oo>03 hs>0), 
在 入 产 间 >0 时 收获， 于 中 0 ;An oo H. 
{330) Hm MA A oa) 一 到， 
那 来 

. _ 2 
C882) Him 入 包 人 


于 此 ， 在 最 语 的 和 式 中 ， 是 对 那些 山 内 < 失 的 入 未 作 届 玫 作 和 的 。 
让 这 尘 开 应 用 到 孝 数 (328) ,在 这 情 并 下 一 志 ， 且 人 一 ， 
而 我 悄 得 到 ; 


1 全 
上 -让 ho Xk 志 访 A D3 
或 者 ,同样 的 
(882) pe 和 上 sw 天， 


这 入 Pr i 2 


2846， 特 征 十 的 渐 这 以 承 :29 


于 此 当 -> 上 co 时 8( 罗 -30, 如 果 取 入 一 %。, 那 末 得 到 : 


(888) 之 元 = Bs Vien Vi (er>0)o 
我 们 训 Tn 们 | 过 
芒 1 和 


而 把 48832 的 左边 也 作 pW)。 这 是 入 的 不 碱 购 曾 数 : 
(334) 8 一 0 当 和 <j p=0n 当 hnEhChat 
更 要 导出 % 充 分 大 时 和 ,的 渐 近 表 示 式 。 我 们 有 
(385) nh 

二 0stha— he) Tt Ona hn ha) 于 Go 
不 碱 画 数 
(886) 


没 任 何 有 限 区 闻 帮 可 积 ,因而 , 右边 第 二 项 也 是 可 积 面 数 。 由 于 
(382) 与 (834) ,我们 有 


(387) | PA ANS= tha — AA) 十 ca(hs 一 和 a) 十 二 


十 名 天 一 工 (2 一 Nn-1) 一 


gr mt) SN) A dh 
(888) 二 syAAX ON 0。 - 


起 3 为 已 痊 正 数 。 国定 充分 大 的 », 使 得 和 > 和 时 1e (0 | 所 6, 
我 们 有 : 


I eV Kan <|” ay VTan 28 Me) (n>p), 
从 此 推出 : 


I A | 0 1 Dp - 一 HAY 
| |， 8 A} Ada| a a | | 有人 | Vn dh 一 和 | 


730 : 可 四 兴 动人 讶 内 感 


对 充分 大 的 mw， 方 括 弧 的 引 对 公会 二 去 8， 序 对 大 的 mn 
| eM Nh AN 8, 


从 开 也 就 推出 (838)}。 因 和 而, 依 (887) ,就 得 到 : 
CifA— A1) + oafha— No) 十 :十 na4 hn Nn) El 


1 
A 站 


于 此 当 “ryee 时 er0。 把 这 式 子 代入 C880) ,并 利用 (8883) ,我 们 
得 到 ; | 


(889) ns N+ es, 
于 此 sa- 30。 从 竹 
2 党 
dr 可 Gar2 时 3 
Ma (C++ 二 ? 
而 最 后 有 
(840) hn= (Sn) + rnt (sz->0) 。 
二 村 面 的 精 形 ,相应 的 诗 果 取 形 式 : 


总 
于 此 ,5 是 区 域 的 面积 。 
因而 ,一切 都 归 精 到 有 关 报 数 (829) 的 定理 的 下 明 。 


借助 于 上 汪 的 方法 ， 卡 动 晶 (Carleaman) 在 他 的 阶 文 “给 信和 微 分 方程 特 多 
情人 前 新 撑 分 布 位 Uber die asymptotigsebe Verteilune der imenwerte par- 
tieller Differentigleleienngen’’ Berichte der Blochsiseh. Akad. der Wigs, 
zu Leipzig, Math. Phys. Elasse, Bd. LXXXVIII, 1936) 中 出 还 考 赛 过 间 
常 -一 般 形 式 的 方程 的 特征 值 。 

举 出 人 所 得 的 转录 。 设 有 一 才 示 式 : ~ 


2 . Du 
0 名 “9 Br Be ey ta (dpa™ tan)? 


337， 辅助 翅 理 胃 诈 逮 "31 


Ee rr mr 一 一 一 一 


起 中 pay dp 与 站 都 基 在 空 捧 (wj wy zs) 的 湖区 起 DD 中 的 实 巡 烤 吏 炊 。 站 
次 设 ) 内 要 点 (ey wa 28) 在 湖区 开口 中 , 灾 量 坏 的 二 沈 型 


恒 
2 patptg 


pi 
荐 正定 和 的。 考察 方 程 
{Ww) 二 Xd 


在 边 管 条 件 (3032) 下 的 边 慎 问题 。 它 有 镍 限 个 特征 慎 ; 这 些 特 征管 有 可 能 为 
复数 的 。 在 平面 的 任何 有 界 部 分 只 有 有 限 个 特 镍 值 , 如 果 扫 它 倘 按 模 的 不 被 
站 


= 请 入 


式 中 4 是 以 mr 为 元 素 所 入 成 的 行列 式 。 我 们 描 出 ,由 于 一 欢 型 的 正定 的 性 
质 ; 4>0, 而 最 后 的 公式 的 厂 端 是 实 的 。 


在 柯 裔 与 希 尔 伯 尾 的 书 “数学 物理 方法 ”(Meronld MaTewaTH- 
veoxo8 由 renrg) 管 工 中 ， 前面 所 得 到 的 关于 方程 du 十 Xxi=0 的 特 
征 信和 对 大 的 % 移 渐 近 岩 示 式 是 异 助 于 特征 值 的 之 值 性 痪 而 建 
立 的 。 对 单 变量 的 情形 我 们 在 [188] 中 已 径 儿 还 过 这 个 方法 。 把 
这 个 方法 应 用 到 方程 du 十 Ww 一 0 时 ,其 过 程 变 得 复杂 得 多 。 

237， 埔 助 定 理 的 姬 明 ”在 下 到 永明 上 眉 中 所 列 思 的 定理 之 
先 , 我 们 机 建立 起 若干 辅助 及 式 , 证 明 一 系 讽 引 理 。 

引入 如 下 的 记号 


(842) p( 人 一 习 or 
(848) op = Bo 


在 下 式 (342) 中 和 和 式 是 按 那 些 使 和 < 的 下 而 作 的 。 夯 数 9 人 是 
的 不 减 的 丽 数 ,其 值 不 小 于 圭 ? 

(844) pf 一 0 当当 时 。 
和 注意 和 到 当 NA 时 加 十 和 和 六， 我 个 能 写 出 : 


和 


733 弟 四 率 ” 抄 全 汕 三 


— ss am = - 


而 由 于 注意 到 (880) ,就 会 得 出 : 


(8465) p=O0CVN), 
就 是 说 , 当 和 >co 时 比 全 3 保持 有 界 。 其 姑 我 们 有 : 
翌 元 Nw 二 入 bt i -T+ FP 二 


而 2 -7 
PE 


并 有 注意 到 公式 (334) ,就 可 和 写 出 : 


1 -< 人 dz 十 -Ca 


和 十 入 (mh) 入 十 入 9 
恒 Ga 一 站 (人 入， Er 最 
后 的 式 子 葵 出 ; 
(ww) 
(846) 5 = 3 -| 2 ae, 


从 (846) 直 接 推出 , 当 ”>ce 时 忽 积 面 数 的 阶 次 为 5 -二 为 写法 简 
沁 时 ,引入 一 个 本 号 。 如 果 册 (和 一 a 和 十 e( 和 MM 式 中 当 和 2c0 时 
e090, 那 末 我 们 就 写作 : 风 () ~a[ 见 IIIs; 106]。 我 全 要 证 
朋 珊 个 引 理 : z 

引 理 1。 如果 对 任 一 充分 大 的 和 画 数 AN 有 圳 楼 的 导数 ， 
当 X 增加 时 和 Fr(%) 不 减少 , 且 OO ~am (q>>0)， 那 来 1' (0%) 和 ~ 
~ ht, 

首先 在 =1, g=1 时 直 明 这 个 引 理 。 我 们 有 FOX) ~ 而 要 
次 六 ) ~I。 即 要 证 明 X->co 时 户 (和 一 工 。 

我 们 用 反 证 法 烷 证 明 。 如 果 了 '(%) 不 趋向 于 1, 那 末 就 存在 序 
列 hs 使 得 和 >o0 以 及 天 Oh， 于 此 数 广 不 同 于 1 例如 襄 ， 
有 >>1。 观 '7 是 某 一 正常 数 。 注意 到 入 f'(%) 是 术 减 贾 数 , 可 以 写 
上 出: 


287 ， 靖 助 定理 的 证 时 了 3 


J nt Yh) — fF hr) -| be 


Yhn Yh 


t A Nm 
> Po | FY 2 g(ry)o 
Yh Ja 7 


右边 趋向 于 数 gL+), 如 果 取 > 充分 接近 于 涝 , 它 大 于 1 。 
但 从 OU ~ 和 可 直接 推出 ,我 全 应 有 : 


J at Yh) -Oo 1 
hn 


由 这 个 矛盾 ， 因 而 就 在 “= 一 工时 证 明了 引 理 。 现 迁 人 一 般 的 情 
形 , 癣 = 和 ,引入 新 的 而 数 有 (办 = 工 FA 人 以 代替 JJ。 我 
个 有 : 

i pp soo)s pRB = HD EN, 
因此 , pf1(4w) 是 不 碱 画 数 ,我 们 可 以 对 户 (p) 应 用 6g 一 1 时 的 
这 个 下 理 , 从 此 就 得 

JP 一 1， 六 A ~ 


由 此 推出 了 (和) ~ 一 ao 这 就 证 明了 引 理 。 在 =oc 时 弟 明 的 叙 
述 仍 有 效 。 
考察 积 从 


2 
Se 和 1 = 昌 二 力 
(1) EK,-[ a ds (pl, 2, 和)。 


作 变 量变 错 %=z/ (1 一 #) ， 把 这 积分 变 为 如 天 72]: 


引 理 +、 贫 
1 各 记 4 也 1 
Fa 上 | Tu 1 du py we 


7994 帮 四 音 ”过 俯 问 题 
~ p+ 和 
Keon), tm 
于 此 0< ec 这 时 
《349) KO KR,; Ko (T—6n KG,; RK, sOrR,, 
式 中 名, 3; 与 各 均 与 5 有 关 ) 当 2 yco 时 汤 们 都 移 向 于 均 。 
我 们 有 斯 特 林 公式 ftTII:;， 3261: 
了 (一 2 2 et[i+s(z)] (>co 时 sf( 坟 ->0)。 
把 妃 用 和 到 148) 的 右 过 :就 得 一 


dv, 


1 Te 
,8 和 十 床 攻 十 就 
K,— Br 9 a (1+ 8p)， 
(p+1) 7 . 


于 此 , p->o0 时 sy->0。 如 把 式 中 所 写 的 分 式 部 分 药 以 VP 了 ,在 p> 
+ 时 ,' 攻 就 趋 癌 于 4， 侧 我 全 可 以 了 号 出 : 
(350) 并 ,一 dp 92 +a) (er >0), 
式 中 4=W 驱 人 和 面 数 wy/ (+ 为 ?在 %= 工 时 有 橱 大 值 邢 , 从 玫 
得 出 ; 
了 一 外 ETE mn i 

Kussp), ts boty 

于 此 0<h< 子 且 上 与 a 的 选择 有 关 。 因 而 得 到 


(B851) . K, idk?, 
式 ' 中 起 一 避 ， 完全 类 局 地 
(852) Ko ABr, 


我 们 有 如 (并 +8) ,十 此 8>0 而 与 a 的 选 衬 有 关 。 从 所 可 的 
事实 推出 , 当 p->co 时 大 .29%= (一 3)?p%>0, 且 注意 到 (850)、 
(851) 与 (859) ,我 们 就 得 出 对 天 s,: 与 玉 ,,s 的 不 等 式 (8 和 49)。 恋 区 
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我 们 还 有 : 
Erg,s=Ko—E ,1— Ky,n Kg— (65-H 67) Ep, . 
从 此 也 就 推出 关于 区 ,,s 的 不 等 式 (349) ,而 引 理 证 时 。 
转 到 对 [ 鸣 外 中 所 表述 的 定 班 的 证 明 。 据 这 一 定理 的 策 忻 : 

(853) :0 ~ 0 de ~ HN 
涝 察 轴 数 2(h) 并 让 明 它 的 导数 为 正 ,双人 在 入 谱 加 时 并 不 注 少 : 

三 人 | 

所 be- 2 [CT | Cet Ds de 
浴 最 后 一 表示 式 及 丽 数 p(w) 的 不 减 性 可 直接 推出 ,在 公式 左边 的 
导数 为 正 且 不 减少 。 因 此 ,我 由 可 以 对 图 数 和 Xs(%) 应 用 避 理 工 ,有 双 
由 于 注意 到 (853) ,我 们 得 出 : 


G [yg] ~ 3 HN 
所 00)1~ 守 NY， 


所 此 得 ， 
《854 ~s(N) 一 2 | de~ 3 HAY, 
接着 ,我 们 得 到 : 


一 Nas (0) ~ 5 EN 


od ,Bo ni 全 
— S$ Dias (0D] 一 98 | HE ds, 
而 可 这 再 一 卖 地 应 用 引 理工 到 本 数 [ 一 和 8 (1 ,成 广 : 
一 过 [X800)] ~ 可 "号 EN 
由 此 ,进行 微分 并 利用 二 64) ,我 全 得 出 : 
1 ” g(t) ~ 1 , 3 - 
(858) 8 0)=3!| 0 
这 样 把 答 粮 进行 下 尖 , 就 综 出 公式 


C850) De) = mtD)! | ss do 


7 第 四 章 ” 廊 秘 问题 


~ 18.. am 1) A 2944 


现 羡 究 积 分 
(857) 7, (0) = es dp (pl1) 
妆 关 很 大 时 的 靳 近 性 态 。 我 们 有 


op & aR) -&(: 二 CD 


二 《全 于 和)P+2 te 
于 此 
sy pp—1).(p—s +1), ON 
(2)=22 i ? (%)=1, 
若 而 ， 
: Po) 
OW-B NGS 
注意 到 4856) 式 ,就 得 出 : 
| ,rs NT1.9.(2p 十 9g 十 全 ， 
(358) To ~ HN p> (Db (2 ) prt) te + 


J 一 s(CN) ~ HS, 
这 两 芭 式 中 的 钊 一 个 可 写成 加 下 的 形状 : 


员 让 二 : 

十 8 十 
(860) (CD eh) Ko 
和 


条 用 代 换 2 一 Ne 宪 可 以 化 为 形状 : 
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1 
他 十 
a 2 


1 1 
(862) ht Wee: 下 yo 


我 们 有 : 


和 
(有 p> -DD (3 ) ” 
而 积分 (861) 可 表示 为 形状 ; 


(68) 五 = 习 (一 本 人 人 au- 


= Dy (yp 站 tr die 


进行 民 换 % 一 2 入 一 ， 就 得 到 : 


Ny 1 
pte eo 


0 Lr 
把 它 代 太公 式 (863) ,有 


1 
-ME (DD( ) +) 
2 至 红 0 pl Tp+st2a)® 
把 它 与 (863) 相 北 较 , 我 们 得 到 (860) ,而 公式 (859) 采取 形式 : 


(364) 7 一 2 Nk, 

- 

(865) TD = EK, (Lt), 

于 趾 m 与 PD 其 和 有关, 且 当 V9 辐 害 h 和 ?0 时 , 下 0。 
把 积分 过 "0) 雪 示 为 四 项 之 和 

es 


+ 人 ， =Jpot dp TJ pst pn 


798 可 四 于 ” 演 俩 癌 脐 


于 此 0<a<T。 有 从 (3457 推 出 : 
0<yp0) AV A, 

式 中 4 是 带 数 ,而 因此 ， 

1 

(TT 


1 一心) 六 


。 | | 
中 此 ,由 于 下 型 2; 


_ 
do 一 4 dy 


nl 
J " 3 Kp, 


于 此 六 与 及 na 有关 ,上 且 当 a 国定 p>00 时 0。 完 至 同样 地 
可 得 到 : 
Jo 一 2 入 ”于 K ps 
于 此 功 类 催 于 9,。 现 舍 放 Jp,0: 
1 dm B 1 
TB | tT -TL - 


___l BB, 


式 中 避 与 六 是 常数 (它们 与 p 及 和 无 关 )。 由 此 推出 : 


全 五 ，--# 一 去 
p00 一 -办 3 EK, 


且 我 们 有 0<W< 

式 中 C 是 常数 。 从 以 上 的 这 些 仅 式 推出: 

(867) as 于 (十 罗 一 修一 和 一)。 

注意 到 Jy,3 的 定义 及 2 增加 时 tp) 不 茂 少 这 一 事实 , 我 们 得 到 : 
(868) -Jos oo 


(A— ON) J on (w+ NA) 


(人 十) [ 代 十 Np- 
CR (12) 和 “五 za 


237 ， 畏 助 定 运 的 呈 时 738 


Te ee -me 


用 此 


下 A Yes 19, (Fe) 3 7) 
(% Ps x 


注意 到 (867) ,就 得 到 ; 


Th) .27 一 必 \ 3 
(369) 人 一 《圭一 一 ?7p 一?) (GE) 


类 似 于 (863) ,我 们 有 ; 


d= 


1 
> | 
(TA) ;my (Wi 
A) /LN 
0。 和 EK,s, 


PRON) pt ps 二 oa 
从 趾 < je (和 9) ， 


而 注意 至 引 理 2 及 公式 4867) ,我 们 得 到 


G70 和 < (+ 人 (I-67 


现 证 ; 当 X 一 so 上 时 比值 20 /入 趋向 于 2 < eT: 


(871) .lim -9 -2 


he 
-_ 般 地 组， 如果 对 鲜 一 正 数 8 与 大， 可 以 找 济 值 入, 使 得 |4 一 
一 p90/vVMe, 及 NN 关 用 , 屠 末 就 称 4 为 和->o0 Wy 的 
一 个 可 能 的 榴 限 值 。 类 似 地 , 如 时 对 任意 已 业 正 数 履 与 丸 , 可 
找到 如 此 的 %', 使 得 pO) /VN 及 和 > 用, 那 末 称 4 十 co 
为 时 3 的 一 个 可 能 的 杜 腿 值 。 这 时 ,我 们 理解 可 能 的 柱 限 信 为 
如 此 的 数值 4， 对 于 它 存在 一 个 》 的 无 限 墙 加 的 序列 和 。, 使得 
名 2 ->4。 我 们 必须 证 明 , 只 存在 一 个 可 能 的 杜 限 值 ， 而且 写 等 


于 距 ， 
是 


i 第 罗 党 ”还 优 莫 题 


回潮 不 等 式 (869) 与 4370) 。 荐 注意 到 它们 的 左 端 与 出 现在 不 
等 式 右 端的 2 扰 关 。 首 先 以 任何 方式 闫 定 p 与 a, 而 分 > 使 
得 (869) 与 (370) 的 左边 趋向 于 同一 的 可 能 的 权限 值 4。 这 时 , 注 
意 到 为 和 咏 都 与 入 就 得 出 : 


A 一 六 人 一 入 一 Tp) (3 二 


4 一 (I 
左边 ( 即 全 既 不 依赖 p 也 不 依赖 a, 假 股 p 辐 定 了 禄 当 大 ,而 a 充 
分 地 与 适 接 过; 我 们 就 得 到 4 的 唯一 可 能 的 数值 为 2 尘 , 邹 成 站 
(371) 。 因 男 [&86] 中 的 定 悍 的 天 断 已 客 证 实 。 上 述 让 明 肢 于 哈代 
与 立 篇 武 特 。 在 所 提 到 的 作者 们 的 论 交 中 建立 了 一 定 程度 上 更 广 
江 的 定理 ,上 面 所 证 的 定理 是 它 的 特殊 情形 。 

238， 回 一 艇 形式 的 嫉 性 方程 考察 形状 为 - 

(B872) (0) = 局 women Vay Va — f(t Wo, a) 


让 万 程 。 伦 标 为 (oa Wy 2Zs) 战 (6 上 a， 6) 的 空 轩 的 点 以 后 将 简单 


地 贰 为 (四 或 (6)。 
访 我 们 来 求 广 程 (872) 的 解 ， ' 合 满足 齐 志 的 演 估 条 件 : 


已 痊 的 丽 数 5(w) 与 7 四散 为 在 并 区 域 去 这 缠 , 且 在 D 内 有 第 
一 阶 的 过 锐 的 导数 : 

党 允 与 我 们 在 L183 中 所 作 的 相 类 似 , 将 要 求 所 示 册 明了 的 具 间 
下 形 固 的 解 : , 
(874) wo) =|||G 0; 6) 4(é dr, 


式 中 GCw; 人 是 具 边 值 条 件 (8378) 的 拉 普 拉 斯 算 子 的 格林 本 数 。 
对 尾 意 选择 的 连续 夯 数 疡 起)， 依 《37 和 所 定义 的 画 数 4 (%) 满 契 


J 


298， 更 一 般 形式 的 贸 性 方 稳 7 


这 边 秆 条 件 , 还 必 有 俩 决定 这 个 范 数 上 (人 ,本 得 在 以 内 ,Ww(2) 油 是 
方程 (372) 。 如 果 假 截 4(6) 有 巡 纺 的 导数 , 我 们 就 可 得 到 对 
(的 积分 方程 ; 


(875) wo) = + | Ke; rcé)are, 
其 核 为 

C876) K(e;é) =b(0) Gs; €), 

圭 察 其 对 应 的 齐 奖 廊 程 : 

(877) mw) = (| Kw; Ou)are 


必须 弄 请 楚 , 它 是 否 有 非 零 解 。 蚊 在 D, 中 500 <<0, 及 识 po(%) . 
为 方程 人 377 的 一 个 解 。 妆 凡 ( 们 一 po 时 ,方程 (87 细 葵 骨 方 
程 上 (wD =0 的 一 个 满足 条 件 (373) 的 解 。 但 认 样 的 解 忆 等 于 宕 
[234] , 郎 


(878) [asm 


在 几 (w) 一 vol 四 时 的 到 式 (877) 直接 推 肘 ，xol 引 应 当 在 肪 中 有 过 
入 的 导数 [8 和 ,而 对 公式 (878) 的 雨 仙 运 用 拉 普 拉 斯 算 子 ,就 得 到 
Mol) 二 0。 这 就 是 方程 877) 在 5(w) 委 9 时 只 有 圭 解 , 因而 方程 
《875) 对 性 何 的 自由 项 均 为 可 解 的 。 因为 接 条 件 f(%) 在 也 内 
逐 弹 的 第 一 阶 导数 。 可 以 断 昔 , & (2) 也 有 导数 ,从 此 推出 公式 
《874) 葵 出 所 提出 的 问题 的 解 。 可 以 证 明 , 当 区 域 十 相当 小 时 , 乔 
次 方程 (877) 不 洽 Bo) 的 符号 如 何 都 只 有 雾 解 。 所 有 上 过 事实 对 
平面 情形 都 可 应 用 。 叉 如 果 招 上 述 三 法 运用 到 方程 


(879) Dt Dos) de)u= 一 Fo， 
屠 示 我们 就 会 引出 一 个 积分 方程 ,其 核 为 


?749 荣 四 章 ”过 条 问题 


一 一 四 vareniie 


(380) E(w;€) = Bald Gy; 4+B DG; 
各 暴 对 格林 画 数 的 导数 成 立 估计 式 
(881) [Ge &) | < 与 ， 


那 未 对 所 圾 的 积分 方程 ,通常 的 那些 定理 者 适用 。 但 是 还 要 评 明 ， 
方程 (75 的 解 Ko) 在 六 内 有 溃 米 的 导数 。 

239， 二 阶 炎 性 椭 如 型 方程 现在 我 们 考察 具有 形状 
(382) LOD= 六 六 (0 Cao 
的 二 阶 述 轩 型 方 程 , 式 中 ap 是 三 铬 实 半 中 由 曲 国 8 所 包 较 的 随 区 域 ;中 
(2) 的 二 阶 连 种 可 微 的 画 数 。 

出 于 风 因 型 的 条 件 ,变量 ms 的 二 次 型 


> HEMTE - 
在 DD 的 所 有 点 都 是 让 定 的 。 固 而 由 元 党 mp 所 租 成 的 行 现 起 也 是 正 的 。 用 
Bx 来 肥 元 素 im 的 代数 余子 式 ix 除 以 4 的 糙 巢 。 不 难看 上 出 ,一 次 型 


{383) 有 
世 基 正定 的 。 为 了 和 钙 实 它 ; 具 要 在 二 次 型 (383) 中 按 么 式 


让 二 十 六 中 Eg 
9 入 新 的 变量 芒 ; 自 这 个 变 挽 的 行列 式 4 为 正 。 惧 代为 变量 的 灾后 的 二 次 
型 的 系 煌 短 了 疆 口 为 0=AB4FIIT; 积 ], 式 中 4 基 元 素 om 所 成 的 短 阵 ， 吾 
基 元 素 Ba 所 成 的 矩 阶 。 查 雪 积 B4 是 电位 拓 障 ,因而 以 必 为 变量 时 ,二 次 
独 (388) 取 形式 : 


总 A ky 
内 此 也 推出 ;这 个 二 葡 彩 式 在 蕊 为 正定 。 定 义 点 对 (与 介 的 图 数 ; 
(384) (3 站 一 Bie) (ob) (ma 一 和 


由 于 上 环 箱 黑 ; 庆 0 日 >0, 而 等 身 具 有 在 (四 与 与 全 合 时 克利 。 此 外 ,还 
成 站 不等式 


(385) rt br, 


239. 二 春 力 性 将 回锅 方程 148 


式 中 四 六 是 正常 数 , + 一 VU 一 451)? 十 (Cro 一 E23 十 (rg 一 媳 3。 孝 4 二 b 是 短 
拜 玫 在 Di 中 最 小 特征 秆 与 最 大 特征 慎 。 谢 


,1 

(388) 区 (后 = [i HI? 

作 起 两 数 : ， 

(387) ros Op ly H+ 有 | wees dr; tars 


mh 
孩 里 了 ;名 二 了 (hy tar te; 二! 09 3) 基 队 下 沁 条 性 决定 的 ; 它 要 合作 为 * 绚 
图 数 的 T(x 自荐 方程 (38 人 的 解 。 可 以 证 明 ; 这 寺 (x; 生出 第 二 类 弗 列 德 
和 和 荣 方 程 尝 决定 沟 , 间 有 如果 (2) 与 (不 重合 , 它 就 是 这 两 点 的 迪 栅 画 数 , 当 
这 两 点 重合 时 , 它们 的 标 任 的 阶 不 高 于 地。 
公式 (387) 者 姬 第 二 项 当 tw) 与 ( 提 不 同时 也 芋 过 粮 的 , 井 卫 当 这 两 点 蛋 
合 时 这 一 项 的 村 性 的 阶 不 高 于 区 一 。 因 放 在 解 T(x; 旬 中 村 性 的 主要 部 分 
基 wlw; 引 。 方 程 (832) 的 这 一 亲 解 的 详 和 作 靶 在 卫 也. 列 能 ea 本 的 下 面 
的 杰作 中 乒 到 :5 论 息 性 的 条 到 型 俩 微分 太 程 (DO BeiiHEIX 3BITHHOCKHX 
了 paBH6HRRE B TaCTHDIK mbOH3BOTHGI CSH 所 aTeMaTRIeCRHXK Haye, ®. 
YIILI,1941) 。 如 果 对 Tai £) 汪 太 一 个 单 是 的 本 数 ， 飞 诱 加 上 方程 (3827 的 
一 个 抵 奇 性 的 解 ， 弗 末 就 会 重新 得 到 这 一 方程 的 奇 解 。 现 写 出 对 方程 (382) 
的 格林 公式 [ad 站 ]: 
(388) 亿 [aL (5) — ol (WJAr= | [uP (Cw) — oP (Cu) ds, 
上 和 总 


EJ 
式 中 Piw) = 2 Ou GOS (Ry tp) 


而 羔 基 忌 上 点 的 外 竺 机 方 商 。 这 时 还 假设 Ww 5 者 有 相应 沟 连 炳 了 导 狼 。 庙 用 
从 式 (399) 到 方程 (382) 的 解 ww) 及 调解 TAY; 日 。 这 时 我 们 必须 用 一 以 为 
中 心 、 必 小 的 数 5 为 华 笃 的 球 C06 划 出 点 有。 么 过 一 0 的 极 性 过 程 请; 就 给 
出 : 


(389) EV) = 去 | 人 te PCW) ~ uPIr{e; $)1}aSes 


式 中 
(300) 下 = 了 Go ty t= lim || PET (38) JS 
dr sw EM ， 


中 


和 4 第 四 率 ” 边 秆 间 申 


一 一 -ar 一 -一 一 


图 数 呈 (如 为 正 的 ; 且 有 到 二 阶 的 过 悉 导 烙 。5 引 大 新 的 硒 解 ， 


Tr; 
(391) K(g; ) =" 
乔 证 明 如 下 的 公式 [时 13]; 
4r 如 果 人 在 3 内 
(302) 中 PLE (a; os 如 果 合 在 8 外 
24 ”如果 ( 提 在 SS. 上， 


这 里 ,积分 号 下 的 算 于 卫 是 对 点 (而 取 的 。 | 

我 习 恨 机 ,方程 (333 的 陛 数 wx 可 以 拓 广 到 多 空间 ,使 得 到 三 阶 为 止 甬 
导数 在 全 和 罕 间 为 巡 午 , 并且 在 基 一 球 DD 之 外 方程 (88 久 为 拉 普 拉 斯 方程 ,部 
罕 妨 外 上 (0) 一。 加 上 果 ( 丰 在 嫩 之 外 ;第 未 ;对 必 的 任意 位 置 5 (5 届 一 9 
用 吾 (o =1。 此 外 对 于 在 DD 之 外 的 (加 在 会 式 (337) 中 的 了 (wm; 名 等 于 乾 ， 对 
于 点 (2) 和 全 的 任何 位 置 , 它 可 从 积分 方程 


Lv; 0)1—drB (f(r; D+) || Ce 17 C3060.=0 
Dy 


来 决定 。 因而 画 数 F(z; 如 与 下 (2; 和 在 多 空间 可 以 决定 , 并 且 可 以 证 明 
开 (e; 和 是 -个 对 称 的 画 数 。 它 类 们 于 拉 普 拉 医 方程 的 解 二 在 拉 普 拉 斯 方 
程 的 情形 , 算 子 Pu) 就 化 为 沿 法 看 方 向 的 导数 : 3。 

利用 区 (x) 息 可 以 作 起 塘 体 势 画 数 ， 香 麻 势 面 数 与 双 司 势 图 煞 的 类 局 


(393) utr)=| || nc Er; Bar 
0 
(394) w(x) -|| pFE (Cr; tag 
点 
(395) ”ws) 了 pA) PIE (2; £1a9, 


并 且 在 景 后 一 个 式 于 中 , 算 子 了 中 是 对 点 全 进行 微分 。 

曲面 是 说 为 相当 交 训 的 ,而 密度 #( 脱 为 奸 镇 羡 数 。 

如 果 在 公式 《393) 中 ab 在 卫 内 有 囊 负 导 教 , 兽 示 就 可 得 到 帝 阿 松 闪 式 
的 如 下 的 类 忆 
(396) LD) 二 一 atw) 【在 五 内 )， 
而 底 外 ; #09) 请 足 方 程 (382) 。 势 国 数 (394) 与 (395) 在 8 内 与 5 外 部 请 
中 方程 (382) 。 当 点 (四 从 曲面 8 内 部 或 负 部 遂 近 世上 的 点 (to 时 ， 林 本 数 


三 


239。 二 阶 秋 性 粮 加 型 方 税 val 
(385) 爱 灼 极 陵 侯 
的) 一 各 (各 的 ) + ar 0}. 
Me (CEL) = to EDNY 0 


式 中 出 必 9) 是 积分 395) 在 曲 画 SS 下 的 点 导 中 ) 的 狐 情 [ 193]。 完 全 类 书 
地 也 有 [ 郧 ,1941]; 


PLv te))] = a (€) PEE (03€) 1a5 .+25 Ct)) 


307) 


(898) | 
Po[e (to)] -|| PLE (#03 £)]a8 — 2ep (E00)) ， 
he 


在 算 子 呈 中 臣 (z; 引 的 微 秀 蚌 关 于 点 (7) 来 进行 ;然后 必 肚 用 z=#) 代 大。 利 
用 所 指出 的 公式 可 以 把 方程 (382) 的 边 知 岩 吴 化 到 积分 方程 去 。 所 以 例如 对 
在 边 慎 条 件 

«| of 《二 
正 的 方程 (382) 的 狼 祥 妖 利 内 部 问题 ;我 休 求 形 拓 为 4395) 的 解 ， 由 于 (3997) 的 
第 一 个 式 子 我 们 得 到 对 密 座 x( 引 的 积分 方程 : 


(399) 2xp (#0)) - a PLE CO; Jas=/ C0), 
式 沾 , 算 子 忆 中 隐 微 分 是 关于 点 这 进行 6 可 以 证 明 ,对 庶 的 齐 次 方程 只 有 辟 


解 ,因而 方程 (399) 对 任意 的 加重 西数 疗 (), 沟 可 解 。 与 [0] 中 完全 相 类 慨 ， 
可 总 作 起 方程 (3827 询 格林 画 数 S03 司 ;, 面 利 用 它 来 见方 程 全 


(400) LW Da tb fo) 
在 条 性 
wls=0 

下 的 这 居间 是 。 一 般 的 弹性 的 籽 辕 型 方程 、 

3 D2 2 he 
{401) ,2 Ci B+ 说 : 一 + bw= F(x) 
可 过 写成 形状 : 
(402) rwt 训 | 


本 侦 中 斤 述 的 对 一 般 的 弹性 椭 轩 型 方程 的 义 的 势 柄 数理 险 是 局 于 斯 妨 玖 


人 @。400) 式 仆 应 履 为 工 的 一 于 天 -oa 证 2 一 ~ 了 的 一 村 者 寺 。 


1 Bm 


Ya 第 网 举 .把 能 交 并 


Tr er bdr 一 一 一 一 we ee 


(Sternberg) 和 的 (Math，Zeitsechr，Bd. 2321; 1024)。 有 具有 任 周 个 自 变 量 的 起 性 
粮 加 六 仿 微分 方程 理论 的 一 般 狗 述 联 系 于 币 作 一 个 以 邓 数 ai 为 基础 的 特殊 
的 量度 窗 间 , 它 屿 于 翰 勒 尔 ( 中 ennep} 的 等 作 “ 窒 二 阶 刹 性 粮 加 型 偏 微 分 方程 
的 鱼 “ ("OD pemeanax mnelahrx 和 ieperrrmarpHErt ypapHouuit B gCTHEIE 
IDOa3HBOTEETIX Broporo POPpIDIRH 3oUTIITDG6CKEOTDO rRNA CnezE Mayexati- 
TCREHX Hayk, T. VIlI, 1941}, 


在 尝 功 直 尔 (Piische]) 的 著作 “ 襟 间 的 -一 般 的 自 兴 黎 椭 加 型 二 阶 弹性 微分 
专程 在 在 意 区 域 的 第 一 演 慎 问 里 (“Pie erste Randwerlauf gabe der alleeme.- 
inen selbstadjungierlen elliptisehem Differentialgleichungen zweiter Ord. 


nung im Ranm fiir beliebige Gehbiate 季 中 ,对 彩 肽 为 人 (3393] 的 方程 引进 了 狄 
义 诡 利 间 题 六 尽 解 的 制作 与 研 宅 , 它 的 制作 基 利 用 在 区 城 妃 褒 部 的 区 域 序列 
Pu 到 区 域 也 的 迫近 以 及 考察 在 也 内 的 溃 炎 的 极限 慎 的 拓 广 为 基础 的 。 对 拉 
普 近 斯 方程 ,我 们 已 在 [ 叶 ?] 中 括 述 了 这 一 方法 。 在 昌 动 要 尔 的 葵 广 中, 除了 
其 忆 的 一 切 辕 果 外 ,还 进行 了 对 法 界 点 的 正 寻 性 前 三 壹 。 

"840. 格林 强 最 识 工 (4) 是 作用 于 依赖 (%, 包 为 的 向 量 村 Gn， 
tas V3) 的 茶 一 炎 性 算 子 , 洗 把 向 量变 为 向 量 。 考 察 方 程 
(403) L(t =—f, 
于 此 下 为 一 已 堵 的 依 束 于 Cw, wy, 四 的 向 量 , 把 左右 两 边 依 支 量 耸 
解 ,我 们 就 得 到 对 向 量 4# 的 支 量 妈 ,ts,ws 的 由 三 个 方 和 构成 的 方 
程 组 。 此 外 ,我 们 散在 区 域 卫 的 表面 8 上 ,成 主 齐 次 的 边 值 条 件 ， 
例如 条 件 : 
(404) | 8 一 个 。 

工 (的 以 (30 有 纹 为 边 值 条 件 的 格 灯 塌 量 是 理解 为 如 下 的 婚 

际 : 


Gu Gs Ga 

CP; =G(, y, 区 去 n, ©) -| Gol 人 sa Gz 

人 ar Gas 好 ss 

它 使 得 , 世 (404) 为 边 值 条 件 的 凰 从 方 程 (408) 等 价 于 下 式 ; 


C408) "7)=))) ep: f(a 


3 
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一 


芝 里 ,积分 号 下 的 者 示 式 是 把 作为 算 子 的 甜 陈 CP; g) 应用 测 阿 

最 耻 灶 困 ,就 是 说 ,这 个 积分 号 下 的 表示 式 乃 是 以 
GuafitGafst fs (=1, 2,8) 

为 支 量 的 向 量 。 张 量 的 每 一 列 痊 出 基 一 向 量 gC4=1,2, 3 的 支 

晤 ,它们 有 除 在 昌 点 外 有 连 粮 的 导数 , 满足 齐 次 方 牺 (408) 及 边 什 条 

件 (404)。 在 点 电 的 标 性 的 性 态 容易 从 和 间 题 的 物理 意义 推出 。 和 如 

前 ,利用 了 格林 张 量 ,就 可 以 把 在 边 值 条 件 (404) 下 :天 村 方程 

LW) 十 和 2 一 站 
的 特征 秆 与 特征 向 量 的 问题 化 为 积分 方程 粗 。 


写 出 弹性 理论 中 对 形变 内 量 | 人 | 航 基 本 力 程 : 


= (du +f 于 


利用 及 式 [TI 11%] 
Tot rot w=grad qiy tt — Au, 
对 静 力 学 情形 ,我 们 就 可 把 方程 写成 
(406) A erad dv 于 一 中 rot rot w=p, 
式 中 a b=, 


久 者 ;由 于 引入 撞 米 阐 讶 台 和 7 6 一生 24; 了 PD 二 jo 
在 无界 的 空间 ;不 行 于 2 辅 作 用 于 点 号 (和 困 站 的 一 个 坚信 力 ， | 
起 形变 ,其 支 最 为 品 : 
二 生 0, ws 二 4 WD ee; 


CE a 
m=4| + 


yr 3d div mys | 


于 此 
过 一 = 1 而 Ty (一 二 3 二 Cy — 7 +), 
对 于 平行 于 区 季 与 主 秽 的 力 ,我 们 也 有 类 侯 的 关于 形变 的 开 条 式 。 在 
该 一 情形 ;格林 强 且 具有 形状 : 


@ 咯 夫 :弹性 的 数学 理 更 , 195 站 ( 维 交 本 }。 
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下 1 
(407) Gs Pet gp Po 
于 此 
1 _ (vr—2)% (一 有 一 本 (一 一人 
机 73 a i 
Pal YD 开 他 有， 一 你 = 及 (一 信 
3 入 3. ¥ 
人 一 分 人 一 冯 人 
一 六 有 4 他 ' rr 
疏 


二 T3 


Le 
和 一 TE 3 rt 


Py=| YP 王 十 -地 一 网 =， | 
T 和 13 


(一 站 (2— 8) (yy) 1 ps| 
ba ke 由 让 时 


有 有 这 一 情形 下 ,我 们 有 在 无 穷 远 点 形迹 为 圭 这 一 条 件 以 代 状 边 信和 条件 
(0 各 6。 在 这 笠 形 下 ,上 方程 
PE ri 
有 解 (90 的 。 通常 ,在 弹 信 湿 议 中 把 胆量 (40 门 称 为 沙 密 里 阿 球 (Somigliana) 
强 量 。 它 可 以 全 为 形状 ; 


一 ET 二 B+ +r |， 
于 此 吾 为 单位 矩 限 面 7 x+ 为 忠 重 
(ri 他 一身 志 一 分 (一 自 人 一 分 
rxr=iy— tr ty 一 仙人 (Hy — 1 一 二 中 
Cs—2FY) (mE) Cs—t) (yO— 9, Cs) 


在 外 尔 CWerD 中 的 著作 中 对 方程 Cd406) 指 出 格林 公式 的 各 种 类 性 ， 引出 
对 有 界 区 域 的 赂 条 张 量 的 作法 ,而 利用 这 个 号 量 米 研究 方程 
由 本 十 和 下 一 和 
Wi 
、 强 性 理 诊 的 平面 解 力学 阳 题 “在 平面 情 形 基 台 过 值 问题 可 内 旋 
J eae 例如 ， 它 楷 涉 到 放 和 或 两 重 钢 和 方程 的 狄 义 苑 利 竟 
oo Cireolo Math. di Parlemo, 1916.~ 
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上 是 ,把 过 建 道 区 残 保 角 谈 换 到 和 三 的 问题 ,或 者 把 多 汗 通 区 域 保 角 变换 到 一 定 
绽开 的 区 吉 的 疝 古 (本 . HI, 克 鱼 洲 夫 ，MamexiaTEqecrIHi ciopEIK, T. 生 《467 
1 1938) 。 利用 利 玛 积 分 可 以 把 这 些 脐 是 归于 到 积分 方程 去 。 我 们 在 斤 
述 这 一 方法 对 弹性 企 面 况 力 学 问题 的 解 泛 的 应 用 [LH. 也. 穆 斯 海里 什 给 利 
(Myexenmmatum) ， 强 人 性 理 葵 的 某 些 问题 ] 。 如 时 在 区 域 广 的 泗 道 上 我 们 有 
已 输 的 形变 作为 动 值 秆 人 忻 ; 屠 志 遂 力 学 的 间 膝 的 解 革 归 村 到 求 丁 个 柄 数 和 9) 
本 多 2， 它们 在 吾 中 为 正则 ,并 在 区 城 的 尝 道 上 满足 动 值 条 性 : 

(408) — bp) + eip (tan) + ws) = 《在 上)) 

于 此 主 莽 茶 一 实 常 数 } 而 了 (3) 为 在 角道 了 -上 已 寿 的 国 数 。 把 上 3 的 的 两 动 求 


了 
上 如 六 二 :于 此 4# 在 1 外 ;而 沿 1 积分 我 全 得 到 : 


bf pe) gl Sp) 一 
[人 


rt | gi drt ji a 
于 此 
Fe) = | 站 2 da 《在 1 外 ) 
为 在 1 外 的 已 知 葬 数 。 拒 二 赵 同 于 所 
(409) PD or ee da 5 Tp'(t) + es a Ft), 
于 此 积分 志 理 鲜 为 其 主 值 。 为 了 要 条 到 包含 问 通 积分 的 方 如 ,我 们 薛 出 : 
在 -一 hk oadds 1 Tenes 
arD tial yi Ys so ,0 


把 所 号 出 的 第 二 个 方程 采 以 证 把 滑 个 态 程 写 旋 程 0) 汉 项 相 加 ， 就 得 
:D+ ltr Ss Foi) 
最 后 ,把 包含 w (2") 的 积分 进行 分 部 积分 ,我 倘 得 到 : 


一 一 天 ; 中 一 玫 ) 二 = 
ci0) D+ | Peale | od StF), 
如 果 置 # 一 上 re; 那 未 前 一 方程 可 以 必 写 为 形状 : 
(411) FP + | Lemp le) ~hpt) JA Fa lt)o 


分 开 详 部 与 不 部 ,我 们 得 到 在 i 上 对 酮 数 8(#1) 的 实况 与 辜 部 的 由 责 个 各 
分 方程 启 成 的 万 程 粗 。 解 这 些 方程 ,我 全 就 育 在 1 上 的 of 


就 得 到 在 1 内 的 p(s)。 为 了 求 出 部 数 y(2); 息 (408) 的 两 边 睦 以 -过 也 = 


FT 


7 详 开 章 ” 演 人 计 癌 锋 


Tr ir 


(于 址 * 在 7 内 ) ,而 沿 1 积分 ; 


Ep) gw 1 296) | FY) oo 
(8) Dr ji a'—s ds Di 1 2 一 用 de Ta rs eo 


所 渤 的 把 边 值 问题 (408) 化 为 积分 方程 的 方法 是 属于 了 HH， 了 H， 和 其 斯 源 利 
什 粹 利 的 (loxnanpr 点 FameMHE Hays COCP, T. IIT, J 1 1934)。 在 所 
成 方程 (410) 时 ;我 们 已 坡 假 股 间 题 是 有 解 的 。 利用 方程 (410) , 不 仅 对 我 簿 
以 上 所 候 设 的 单 连 通 区 域 的 博 形 ) 丽 且 由 对 多 媚 泛 区 域 的 情形 ,可 以 建 立 超 
所 提出 的 续 性 理论 本 力学 的 辣 题 的 存在 性 定理 外。 

近 强 性 理论 的 平面 邦 力 学 引导 到 积分 方程 耳 在 BB，A, 霖 训 ( 中 ot) 的 管 
必 中 圭 出 过 {Comptes Rendus，t. 133，1936, 第 264 真 )。 

定 注 程 { 打 小 中 必 基 凡 酒 道 1 上 的 定点 + 测 发 汉 同 一 剧 关 上 的 变 点 移 癌 
笃 所 成 的 角 。 考 由 到 这 一 点 ;不 难 史 到, 齐 汐 方 各 (所 有 异 于 踪 的 衣 oz) 一 
三 常数， 尘 于 力 程 (410) 也 可 成 玖 间 样 的 证。 我 们 常 可 假说 *=0 在 i 内部。 
俯 污 慎 条 件 ( 和 8 如 的 形 上 搓 就 推出 ,我们 可 进 信 p12) 中 移 一 常数 项 到 yt 去 ， 
而 可 依 设 (0D 一 0。 信 此 推出 : 

| 9 ) dar; 
i 交 

及 ( 虹 站 中 诚 去 这 一 方程 ,我 们 就 会 得 到 一 个 新 的 慷 程 , 它 已 是 没有 和 畦 征 柄 黎 
的 了 。 


在 铎 壹 恒 间 征 (408) 上 时， 也 可 以 庶 用 另 一 方法 合 。 我 傅 豆 乒 山 其 如 下 形 
屿 的 pf) 三 光 () : 


__ 的 人 
?0 在 1 网) 

ws!) _ 1 | 1 way =~ 
和 Dt | 2 4 rt < tT Bt | 中 一 区 02 


式 中 心 (的 是 镇 洪 定 的 工 土 交 丙 数 。 代 大 (403) 井 利用 柯 西 慌 积 分 的 性 里 ,我 
科 训 得 到 邓 ww 的 笨 分 方程 : 
天 中 一 ， 
pot) ~ ro Bt rt |, ts )a5 区 -一 fD。 

在 上 述 的 区 理 , 和 外 虹 的 著作 中 ,考察 了 多 她 通 区 基 的 傅 形 ,也 进行 了 对 所 
得 积分 方程 的 分 析 。 

中 工匠 电 永 曼 tDlepxan}, orransl Araneuvin Havyn DOCP，m IVY, E23 
(19835) 0 

龟 ” 工 , 开 . 访 尔 这 ,JoRIa4i AEUNGNHH 于 TH CEUP, T. EVIH, WB 9 (T9400), 
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ee Te ee — ee mep 


$ 83， 抛物 型 与 双 曲 型 方程 


244， 热 信 导 方程 的 解 对 初始 条 件 、 边 值 条 件 与 汪 由 项 的 相关 
性 ”我 们 从 前 已 经 建立 起 热合 导 方 各 解 的 唯一 梓 , 其 读 明 是 基于 
一 个 定理 , 它 断 首 , 齐 次 热 德 导 方 程 的 解 的 最 大 值 与 最 小 值 ,王者 
在 ;=0 时 达 独 ,总 者 在 区 域 的 边界 上 达到 。 

这 个 定理 的 诈 明 是 在 一 杂 的 情形 下 进行 的 。 在 多 灯 的 情形 
下 ,也 可 完 寻 类 似 地 引出 其 证明 。 

现 考察 在 下 闸 (%, 奶 区 域 B 中 的 非 卉 次 热传导 方程 : 
{1) WO— Wont Ugy tf (0 Y; 起， 
其 宴 姑 条件 与 边 值 条 件 为 
C2) 人吉 o=9te, 殷 ”( 在 区 域 B); wjrs 册 (cy 和 ,从 ， 
这 里 ! 是 BB 的 角道 。 我 们 假 识 了 是 {>0 时 B 中 的 连 种 两 数 。 业 
位 地 , p 假发 在 B 沁 粮 ,出 假 襄 在 1 上 12>0 时 为 束 稿 。 在 空间 
(w; 9, 旭 中 , 证 想 一 个 填 体 DD, 其 底面 为 在 平面 (e@, 切 的 区 域 B， 
其 全 多 下 行 于 i 轴 。 设 D; 为 这 个 柱 体 由 世面 {一 0 所 下 界 与 平面 
j= 了 (人 六 0 所 上 和 界 的 部 分 。 用 六 论 号 的 下 诡 1 一 0 及 局 的 傅 面 。 
利用 我 们 在 [II; 29] 中 用 来 芷 胃 上 面 所 提 测 的 定 淹 的 那些 论述 
的 完全 的 类 但, 容易 证 明 : 

定理 1， 如 果 必 在 力 内 注 必 方程 (1 ， 这 到 .5' 为 速 加 ;又 

和 如 在 D1 中 了 >0， 那 末 v 在 .Di 的 最 小 值 在 S' 上 达到 , 即 或 者 在 
i 二 0 时 达到 ;或 者 在 Di 的 侧面 ,名 在 区 域 的 边界 上 迷 和 到。 如 时 
在 DD 中 <0, 那 末 忆 的 最 大 秆 在 S' 上 近 到 。 

举 出 这 定理 的 简章 的 证 明 , 窑 完 双 与 [TTI; 钢 负 中 的 迁 明 相 类 
似 。 只 考察 <0 的 情形 , 并 用 反 证 法 。 设 久 的 最 大 值 不 在 5' 上 
达到 , 而 在 基 一 点 (2 9, 的 达到 ,其 鸽 等 于 本。 引入 新 的 图 数 : 


7 : 弟 四 从 沪 信 间 开 


一 一 


一 


(8} 二 一 ， 
于 此 下 是 正 数 ,我 四 局 上 就 要 确定 它 。 在 Di 中 ,我 们 有 ; 
记 芝 和 DE 二 并 ， 


她 本 以 图 完 过 使 与 雪 充 分 楼 近 ， 使 得 4 让 3' 上 的 最 天 值 , 与 4 一 
样 , 小 玫 % 在 点 (人 2， 1', 引 的 数 征 ,因而 对 这 样 选择 的 ,两 数 % 或 
. 涛 在 局 内 部 ,或 者 在 上 请 t= 了 的 内 部 达到 最 大 值 。 这 雨 种 情形 
肯 引 向 逆 盾 。 

发 ?在 贞 内 某 点 Cw 9, 世 达到 最 大 值 。 在 这 一 点 9? 有 极 
大 ;全 六 和 在心 点 

0， War ms 

从 此 推 得 内 一 wez 一 0mrs0 焉 者 ,由 (8) 式 ,在 骆 感 县 一 te 一 ty 一 
一 0 这 与 方程 加 一 wr 一 Wy 一 了 二 0 在 0 点 应 当 满 足以 及 了 <0 
的 事实 相 耶 后 。 现 能 , 4 在 位 于 上 底 f= 全 的 一 后 0 达到 最 大 值 。 
在 这 一 点 应 有 名 六 0， 又 考察 4 治 上 和 异 的 变化 ,我们 得 vw 所 0， 
vw 所 0 在 把 二 成立 。 完全 与 自前 一 祥 ， 这 就 烙 我 全 引出 子 导 ,党 
理 证 淮 。 利用 所 证 定理 ,还 容易 建立 起 如 下 的 定理 : 

定理 3、 如 果 2、 几 与 了 满足 条 件 : 在 访 的 下 底 |8| 专 4; 在 
下 的 侧面 | 所 a; 和布 在 六 中 | 去 Ab 那 末 在 以 内 :| 二 22。 

考 纤 末 数 


(4) 必 于 时 叶 
忆 满足 方程 : 


好 { 有 一 区 
二 


ze 一 oo 二 on 二 (tf 一 条 ) 
及 如 下 的 条 件 : 
是 -0 一 多 十 在 3 v= 中 + 全 


注意 到 定理 的 条 件 及 事实 ; 在 DD 的 击 面 上 01t 所 了 TD, 我 们 就 


248， 一 .纵情 形 中 的 热 传 涯 方程 的 势 贾 数 ?53 


EE ee dr lpr 


可 断 营 ， 
在 于 中 一斑 实 0; 在 底 i=0 上 10 十 da| 所 22 


在 Di 的 侧面 由 二 < Qa, 


这 时 ,从 定理 1 就 推出 的 最 大 值 在 S' 上 达到 , 因而 , 在 DD; 中 ， 
24， 注 意 淹 公式 (4 ) 中 右 剖 的 第 二 项 不 小 于 堆 ， 就 可 以 断 得 
us2a。 完 全 类 但 地 ,引入 画 数 


二 肝 汪 是 一 


我 们 就 能 十 明 zz 一 22， 从 此 也 就 推出 | 志 24。 定 理 2 如 出 方程 
《 工 ) 的 解 的 特 几 ,这 舌 放 是 用 对 自 宙 项 了 上 及 出 现在 初始 条 人 性 与 近 
值 条 件 中 的 面 数 的 居 评 娄 表 法 的 。 

在 三 雄 坚 狂 中 定理 也 可 完 到 类似 地 鞍 明 。 

243、 一 维和 情形 中 的 热传导 方程 的 势 面 数 ”我 们 现在 刚 明 ,对 
热传导 方程 也 可 以 建立 一 种 理论 , 它 类 位 于 拉 普 拉 斯 方程 的 势 
丁 数理 答 , 这样 ,就 可 以 拒 热情 导 方 程 的 边 值 固 题 监 烦 到 积分 方 
程 。 和 

考察 齐 次 的 热传导 方程 

(5) Wr = Wry 
并 识 ,对 区 疾 0 志 <x 专 ! 已 提出 具 演 信条 件 

(6) w= wy 到 | 一 os 人 的 
与 初始 荣 件 
(7) wo fle) (OweD : 
的 边 什 问题。 把 在 区 击 [0, 正中 扬 输 定 的 琴 数 f(w' 扼 广 到 整个 » 
轴 去 ,使 得 它 的 连 入 ,在 革 一 有 限 民间 外 化 为 涛 。 六 作 起 方程 (5) 
的 解 LL1; 2041: 


(8) wl gr) Oe a >0), 


Qt) 
人 


75 机 四 巡 ” 动 启 持 题 


Se 


它 满足 初 姑 条 件 : 
《9 1) 20 | ten 一 天 (2 【一 co 挟 和 二 十 oj 
中 入 渐 的 商 数 人 昌 一 we 站 一 加 (有 必 代 革 人 用 ， 我 四 得 
到 对 ww 的 方程 (5 ) ,其 初始 条 件 为 齐 次 的 : 
|i-0 二 人 0 人 0 雪人 守门 ， 

在 z=0 与 ¢=! 应 满足 革 此 条件, 其 右边 等 于 差 珠 wo1(f) 一 ww(0, 台 
与 mz) 一 2 人 引 。 因 而 我 们 在 后 文中 就 将 还 方程 (5 ) 的 解 , 使 有 
边 值 条 件 ( 6 ) 与 齐 灵 的 初始 条 件 ， 
(10) wo=0 (Ow) . 

对 应 于 在 点 z= 与 时 间 t+ 的 私 源 的 恕 本 麻 解 为 解 [II; 
204] : 


mm 一 一 一 一 一 一 


ls 
(1) VE 
关于 二 微分 ,并 添上 常数 因子 262, 就 得 到 对 应 于 偶 要 子 的 者 解 : 
1 人 
人 WI 0, 


把 最 后 一 项 乘 凡 革 一 西数 gp (z) , 而 关于 5 作 从 +=0 到 一 上 


的 积 万 ,就 得 到 解 : 
{13) 好 (全 = | se (we—£)e -i dr, 


对 应 于 在 点 2 一 e 从 时 国 5=0 开始 作用 着 的 , 具有 最 度 g(?) 的 
惕 李子 。 当 & zf 上 时 夯 数 人 8) 满足 方程 (5 ) 这 一 事实 直接 地 只 利 
用 微 稻 就 可 以 验证 ,这 时 关于 上 了 跟 的 徽 价 的 鱼 果 是 堪 , 汗 是 因为 当 
性 世 时 窗 积 国 数 当 5 一 31 时 的 栖 限 为 器 。 吏 证, 如 时 信 从 左边 或 从 
右 过 趋向 于, 页 数 (18) 会 满 吕 如 下 的 关系 茂 : 

(14) we +O Do; weE~0, dD ~—gDe 

识 3 关 Ey 引信 新 的 积分 变量 


243， 一 ` 杰 情 涝 中 的 狼 擅 导 方 程 的 势 辆 交 705 


rr = mr re ‘red 


详 代 韩 FT。 如 果 0, 其 当 二 34 有 时 :0-3 十 0 如 时 ww 之 E， 划 当 
oz 一 上 2。 在 新 的 变量 之 下 ,我 们 得 到 : 


15) w(x, ) 7a) p[t 一 乓 - 2 “doa. (w>6), 


而 当 2_>E 二 0 时, 取 杜 限 ,我 们 就 得 : 
u(Et0, =F77 | oe da gl) "dap(). 

(14) 中 的 第 二 起 可 以 类 似 地 于 以 证 明 。 此 外 , 解 (18) 显然 江 
足 讲 次 边 信条 件 
《16) tis0 = 0 

我 们 并 不 于 详 如 地 来 询 述 公式 (15) 中 钓 取 称 限 的 过 程 。 这 过 
程 在 p(z) 的 过 核 性 的 很 届 下 是 容易 作 的 。 

假 外 我 们 已 有 上述 的 县 边 值 条 件 (6) 与 初始 条 件 (10) 的 定 解 
问题 。 我 们 要求 具有 二 个 偶 构 子 之 和 的 形式 的 解 , 它们 分 别 地 位 
于 点 *=0 及 点 4 一 把 所 要 求 的 男 数 顺 次 记 为 wp(z) 与 则 (TD) 


(17) u(x, 区 一 | ， 了 i 


+ De En ar, 
由 于 (14) , 边 值 条 件 ( 6 ) 可 写成 形状 ; 


区 
pt) -| @ dF) det) 


ds) 
: 一 证 (人 + 下 pm pe me 一 af。 

演 些 方程 乃 是 对 (5) 与 下 (7) 的 伏 尔 特 投 塑 的 积分 方程 组 ， 

宅 榈 的 核 呈 与 (一 可 有 关 ， 因而 ， 可 以 恢 照 在 [和 ] 中 所 描述 的 方 

法 ,把 拉 普 拉 斯 变换 克 用 到 所 号 出 的 开 程 组 来 。 又 夏 如 巩 , 如 时 在 


一 个 端点 所 马 葵 的 井 非 画 数 & 本 身 ， 而 是 尼 的 导数 到 , 嘟 未 在 这 


7 昔 四 率 ”直人 殿 向 竹 


一 问 点 所 必须 安放 的 砷 非 偶 极 子 ,而 基 曲 部 的 热 兰 , 宪 的 作用 由 会 
武昌 蕊 所 和 葵 出 。 比 万 注 , 我 俏 候 能 边 值 条 件 为 形式 ; 


(9) w| = 的 ;说 | -m0, 
而 初始 条 件 妈 和 以 前 一 样 有 形式 (16) 。 
为 了 使 后 文 的 公式 简单 起 昂 ,我 们 把 解 (11) 乘 以 92, 而 来 寻 
求 形 因为 
{20) 纪 ( 庙 入 一 -| 埃 7 Te ~ di 


oD 
是 卫生 vi ‘en dr 


的 解 。 深 件 人 49) 的 前 一 式 葵 出 : 


本 性 PT ET 让 一 下 让 


?70+ mt 由 fr 一 ob 人 


把 方程 (20) 关 于 2 微分 ， 并 全 趋向 六 由 (i149) 式 及 条 件 (19) 中 第 
二 式 , 得 到 
GT 


"0+ 一 (Der 一 


上 Ft} 
-0 a,, gt)ar= wf), 

而 我 们 再 一 次 得 到 对 g(r) 与 出 (rz) 的 积分 方程 租 , 其 核 依 顿 于 堆 
式 臣 一 外 

“ 寺 ， 吉 纵情 形 的 热源 势 酌 玫 的 思想 也 可 以 应 用 到 多 绪 的 热传导 师 
题 。 我 们 限于 描 出 与 前 面相 光 似 的 畏 果 。 在 多 释 情 形 下 ， 势 画 数 的 性 质 的 证 
明 上 比 一 条 的 情形 到 出 现 大 得 多 的 困难 。 我 们 将 考察 个 面 的 情形 ， 如 考 轿 六 种 
(ED i w= (vast ys)o 
乾 在 平面 (4， y) 上 有 有 区域 怠 , 其 名 道 流 生 - 对 应 于 窒 原 人 分》 :从 时 天 + 开业 
作用 的 热 闫 的 奇 解 具 误 形 装 : 


wg 6 i 一 


244. 多 六 情形 的 执 尖 T7507 


如 于 胆 公 式 焙 出 尝 居 势 病 数 的 类 似 : 
{2} wir yy ¢) = 去 -| ar| 2 TT] dr, 


这 里 基 凋 道 1 的 弧 其 ,类 是 和 其 一 固定 点 是 扯 的 ,而 gtoy 人 六 其 泗 道 上 上 奕 点 
z 与 孝 数 了 的 本 数 . 措 到 点 !z 起 到 沂 道 7. 上 芍 玲 ， 已 z 的 看 窗 。 益 式 


做 航 热 的 双 司 势 柄 数 , 式 中 中 是 在 积分 娄 训 的 站 法 秽 方向 ;或 者 
(20) {ms Ys #) =| A sse 0 THD 08(r, ny dr, 


式 中 方向 > 假定 基 从 点 5 到 点 (om 仍 的 。 如 时 9 | 入 只 点 (x 幼 些 不 素 dr 的 
角度 dn, 闭 杰 前 一 至 式 就 可 改写 成 形状 : 


_ blay 5) a 
G8) vbw d=] | so i adv 


双 层 势 鲍 数 在 再 道上 上 的 点 mt 所 ) 航 拯 良 慎 基 由 下面 的 仿 式 所 定义 。 
0 yoy = 一 bidoy + 


oo 


| velo Yn E) hoo nD 于 
式 中 6 是 积 牙 变 点 到 所 本 人， 的) 的 距离 。 在 卿 过 油 道 时， 置 慎 势 陨 数 
(22) 蚌 严 精 的 , 它 浴 在 点 vo 的 1 的 法 米 mm 的 导数 在 这 一 点 有 依 如 开盘 式 所 


定义 的 极限 慎 : 
( Yo 2 
én t 
- A 六 
《25) ny t) -| ar| Ty 号 一 和 TOONg {Tos ny do 


(PB) re Dd ~ 


利用 所 指出 山 色 式 ; 可 以 拒 边 秆 问题 的 解法 归 辕 到 积分 方程 ,例如 ,我 们 严 求 
好 内 诡 是 方程 (2 的 责 数 gfay 幼 个; 它 在 测 道 1 上 有 已 茜 的 边 秆 : 

(26) ”名 一 efsy 0 

于 此 ，s 蚌 测 道上 点 的 符 标 ; 它 是 从 某 一 点 算 起 的 着 其 所 确定 。 我 们 俱 王 
初始 资料 等 于 专 。 我 倩 要 求 具 双 导 势 画 数 (23) 形 居 的 解 , 由 于 (34) 中 前 一 
个 等 式 ， 我们 哑 得 到 对 图 数 bcy 切 的 积分 万 程 ， 


768 过 四 从 ” 动 便 问 题 


We pe ee i 


he ” 
(27) ~bls, D+ /ar 了 | se Dr ostr, mdo aas Hy ， 


小 中 + 是 通 洲 了 了 上 点 3 与 5 的 距离 ,方向 ” 设 为 从 汉 s 。 在 所 号 的 积分 方 
程 中 ,关于 产 的 积分 是 在 定 区 间 (0， 也 中 进行 , 孩 里 研 基 台 得 1! 的 基 , 而 关于 
f 积 分 时 ,上 限 是 变 的 。 换 衣 之 ,所 号 的 积分 方程 关于 变量 具有 弗 列 德 和 膏 
方程 的 性 格 尖 于 变 基 * 具有 会 尔 特 拉 方 程 的 性 椎 。 虽然 万 各 (27) 具 有 沪 样 
的 渴 合 的 性 格 ) 得 是 对 伏 尔 特 拉 方 程 所 投 术 过 的 著 种 普通 的 逐次 允 近 庄 ; 在 
廊 程 2 让 的 情形 却 耻 是 适合 换 。 这 个 方 苇 对 于 由 儿 个 泗 游 所 界 成 的 全 域 也 
适用 。 信 纵 易 推广 到 三 条 的 情形 ; 出 可 应 用 独 外 部 草 题 。 利用 对 于 全 平面 吕 
全 宰 脱 的 问题 的 解 ; 把 初始 条 件 化 为 用 这 一 事实 也 本 以 与 一 笨 情 形 一 样 来 进 
行 。 在 三 革 罕 前 的 粹 形 解 的 公式 已 在 [It; 20 条 中 各 出 过 。 在 二 厅 的 傅 形 ， 
这 会 式 具 形 其 : 
Ww Yb) = Tr To). 三 ei ty DA 

热 势 泌 数 的 手 质 以 腿 它 他 在 过 情 问 上 晤 上 徇 丰 用 的 研 定 在 以 下 的 著作 中 
交 的 : 

《IT) 到 委 (B、Levi), 点 nnali di Matematica, 19083; (2 ) 乔 征 来 (Gevreyy 
Journ. de Mathem, pure 上 t appl ft 9, 1913; (3) 芋 茂 {Mioax)，Math. 
Zeitschr. Bld. 38， Ireft 8, 4934; (和 4) 苗 荔 ,积分 方程 (ET8rpanxpapre 了 pan 
HHH9) ， 刘 守 档 轩 1934: (57. HH 考 议 议 夫 ， Biont. Mocrgpcroro YH 
pepenrers, 1938, 

245， 执 人 德 导 方 程 的 找 林 丽 数 。 完全 与 对 拉 伍 拉 斯 方程 一 样 ; 对 热 虱 导 
方程 ;也 可 以 引信 格 林 图 数 。 为 后 六 的 能 法 方 香 起 时 ;用 ww (2 一 三 + 一 如 来 中 
起 本 奇 解 (11) 。 在 齐 次 边 慎 牺 件 


(28) | sr0 王 其 | p23 二 人 0 

下 ， 对 阐 区 间 0<w< 的 团 林 两 数 可 定 光 如 下 ， 

(29) (ry ts T) -{ 一 一 站 (Cw tty TY te 
0 Ts 


式 中 #2y 从 旨 们 在 0<z<D 1>7 时 满 十 热 德 导 方程 , 井 浪 是 在 1=5 时 的 齐 
次 初 雹 荣 伍 : 

(30) wr Tits 一作 

及 沪 慎 条 件 ;w 呈 0 及 wl 上 时， 由 > 

30) .ry 


246， 拉 普 拉 叶 变换 的 应用 9a9 


ee LT 一 LI a 


在 二 壁 秋 式 中 ;与 7 为 因 定 的 。 并 三 0<4<i。 跋 所 引 大 胸 定 灾 中 交接 
挫 出 wtzy #5 人 要 格林 国 数 兵 与 产 式 4 一 it 一 有关) 而 可 过 招 放 Gy #8 攻 
慷 成 W(t 人 0)y 可 及 把 上 (i 和 臣 每 成 有 to 种 人 。 荣 件 (3 有 与 (080 办 再 
图 数 #4(z; 名 中 在 由 叶 站 成 =0 与 < 天 裤 届 站 大 夺 上 由 0<rsl 所 
决定 的 粮 妇 所 团 成 的 和 带 战 的 好 道上 的 樟 限 屠 。 症 芝 一 此 小 域 的 顶点 上 ; 这 
些 乓 限 值 为 思 狗 ,这 可 接 可 从 加 下 事实 扒 虽 ; 当 # 国定 而 不 等 于 夺 t 趋向 
于 好 0) 时 ; 解 (1 趋向 于 用 。 注 意 到 所 指出 的 边 慎 都 不 小 于 适 ， 我 全 可 了 断 
表 ， (2 和 的 芝 和 因而 ,由 于 (9) 就 有 ;: 8 (wy 钵 拉 志 woo 格林 回 数 在 += 
一 ?+ 及 1X 二 时 有 奇 竹 , 安 的 将 性 基 由 4 的 奇 性 所 表明 的 。 我 们 有 z 关 省 
机 当时 2 共 的 -0 从 此 直接 捧 出 对 于 格林 酌 数 的 第 二 

等 式 ; (ry 本 响 之 0 可 书证 明 格林 加 数 关于 3 灾 政 关 的 对 称 性 。 

“居间 请 衬 本 到, 可 以 件 于 开 奖 涩 情 导 方 程 的 解 , 但 坚 请 咱 营 次 的 这 值 笨 
性 ,这 就 是 ;如 果 xtzxy 为 是 在 区 地 仿 的 建 炉 本 获 ,在 1>4 有 一 阶 的 过 博导 
数 那 示 柄 数 


C34) wry 站 =-|.a: | ee， 和 ky 可 入 
Le wD D2 
广 挟 力 稚 ; A = +wtry 0) 


及 跨 边 们 条 件 与 骂 初 始 条 件 。 

所 迹 的 各 实 的 全 部 也 可 以 在 多 杀 实 闻 内 导出 。 狼 述 过 沟 那 此 浴 新 的 基 
明 可 以 在 上 重担 天 过 的 A. 地 吉 洪 花 类 的 次 作 中 找到 。 

246. 科普 村 斯 变 搞 的 应 用 ”如同 我 们 所 已 撕 到 过 , 在 解 积分 方程 税 
(18) 时 ) 可 以 应 用 拉 音 垃 斯 变换 。 这 一 变换 可 以 起 接地 应 用 到 微分 方 各 (5 ) 
本 身 。 在 这 情形 下 ,我 们 洲 应 用 童 竹 变换 
(32) f= | er L(F). 


设 我 全 有 边 慎 条 件 (6) 及 和 齐 次 的 初 识 人 条件 民 9)。 我 们 引入 ttfzy 六 的 控 
普 搞 所 变换 : 


(33) p(w, 5) -| oe-stu (zx, tdt 


代 窟 wtzxy f) 来 作 为 未知 匡 数 。 施 用 分 部 积分 , 兰 假 认 e=fwtwy 办 的 导数 在 
t= oo 时 比 为 笑 。 福 意 到 弄 次 有 的 初始 条 件 (16) ,我 们 得 到 : 


Pr 5) 一 -二 所 Hr aot= | estat, 


750 第 四 闪 ”过 仿 阅 映 

只 要 变更 # 忒 = 的 单位 , 就 可 以 在 方程 (5 ) 中 假 届 a=1。 对 方程 的 雨 边 应 
用 拉 普 粒 斯 变换 ,并 假 琶 , 在 公式 (33) 中 可 以 对 z 在 积分 号 下 求 导数 ,我 们 就 
得 到 对 Cry 39) 的 方程 ; 


(34) = 
在 其 中 只 有 关于 的 导数 出 更。 
对 方程 (6 ) 谍 用 抗 普 搞 斯 变换 ,我 们 得 到 对 9 的 边 第 条 件 ; 
(35) P| ono—=As)} Po tate), 
于 此 
(36) a =| Hoda (hl 2), 
罕 边 贱 笨 忻 (865) 之 下 ; 解 方 程 (34) ;就 不 难 求 上 出 解 的 显 式 ?: 
(37) 9 lr B=ar(s) py (ry 8) + aote) pa lz 3)s 
式 中 
(38) pi (x; 35) = sikl (TAs. BIN TA 一 了 


-Sin yw -一 3 5 8) = Sln I 3" 

对 醒 教 (37) 应 用 (8 的 道 变 横 , 我 们 就 得 到 要 求 的 疼 数 w(x, 们 。 这 个 
辆 数 大 可 过 壮 接 内 边 司 条 件 中 出 骨 的 图 数 避 () 二 wwtt) 忆 及 雅 可 比 醒 数 
bs(o) [LITI2; 4176] 所 表示 ,并 且 在 作出 最 后 一 疼 数 时 ;我 们 取 =e-"!。 我 全 
用 4atty 总 来 肛 这 一 雅 可 引 国 煞 : 
《397 Li = 3 emiav—ntrit, 

如 下 的 公式 蚌 进 一 步 的 计算 的 基础: 
(G0) Plo D1 — HEY yo 人 (evel), 


为 记 靶 简 星 计 ， 这 里 我 们 用 yt 8) 来 记 所 和 写 的 分 式 。 委 式 433) 时 导 改 轩 成 
为 形状 : 


ga (zy 5) 一 -3 人 | sa 
(41) -六 
盟 
Pa(zy 8) = 一 | 


此 外 ;我们 显然 还 有 : 
fo =| eta 一 下 erp 十]ats 


ja 【一 了 ds 站 | 
2 


2486、 过 著 拉 斯 变换 的 点 用 T61 


这 就 是 ,在 变 黎 (3 为 中 ,把 (9) 歼 为 了 (33) 就 等 价 于 把 本 (t) 敢 为 广 杞 去)。 
注意 到 这 一 情况 以 及 公式 (40) 与 (4L), 且 在 积分 号 下 关于 % 进行 徽 分， 我们 
就 得 到 : 


1 
3 有 了 
rm 9}=— 2 可 - 
Ym EF 


TT 
__ 199( 现 ;二 ) 


一 本 一 {0 
t 
Daal Tye 
Ti {pars S)}= -去 | ~ | - 
一 由 t 
" 癌 且 -- 一 一 - 。 一 
一 7 2 CC—lerel), 
更 对 汞 数 (87) 应 用 变换 五 ! 并 注意 到 和 公式 (36) 及 郊 积 定理 , 我 们 最 后 
得 到 : | 
sp {Et 
C42) ww 二 一 六 p(t) bn 


itt 
1 Deal 7) 
+ wt) Er ‘Ore, 


于 此 我 们 引入 如 下 的 记号 : 
Fi Ct) #Fa (lt) -| Fr) F(t adr, 


可 必用 画 数 ga(u, 昌 来 才 示 我 们 在 前 衣 告 论 过 的 格林 画 数 。 首 先 注 侣 到 芭 
式 (40) 只 对 区 们 0<0 专 1 成 宜 。 如果 一 1<v 志 0 那 末 0<0 二 11 到 往 剖 
到 和 (co 作 的 周期 性 ,我 们 就 可 以 号 出 : 


Lbs, t= dt tl i] 二 一 £09[2 他 十 站 一 于 一 号 


v8 lv 一 
(er +l)) | 
序 一 
(48) 及 [gs D1=— PtD YT (ierve0), 
A B88INWw 8 


现 取 非 齐 次 万 得 


763 第 四 章 ” 边 值 问题 


(44) Sa, 1)， 

具有 齐 次 钦 初 始 条 性 与 齐 次 的 边 导体 性。31 入 丽 数 ， 
(45) vlas = [zr 1)]= | esixte, tat, 

并 对 方程 (44) 应 用 拉 葡 过 斯 杰 换 ,我 从 桂 到 ; 

(40) TD gply, 8) = —0 (i, 3) 

丽 边 值 短 人 忻 : 

(47) vO; 3) 一 9 3) =0, 


个 难 品 证 ,在 防 些 边 慎 条 忻 下 ;方程 (46) PE TE 
inti 一 YY —S*8in ey 一 


一 一 一 we) 

(48) yy 8) = ein 
sin(T rs) Vv SBinEv 一 2 (ro) 
WB oinlw -5 


并 轴 巡 个 棋 林 夯 数 " 可 以 把 方 各 (6 的 满足 壹 慎 和 车 件 47) 的 解 坊 达 为 如 下 的 
形状 : 
{49) 名 (5 -| {ry ES (tsa) dso 

为 了 施行 杰 摸 57'， 把 图 数 必 8) 雪 示 为 形式 : 


_ Gos (一 二 十 和 < Ss ts 
Ds sinlv DH Hn 8 


_COSIT—E— IYy 3 et DY (ry 
2 一 s sinlv a VE " 


我 们 注意 到 ,如 果 0<r<txD 则 一 二 <<2 <0 耐 0c 人 < 但 如 果 


0<t<e<i 则 0< 区 < 方面 0<5 <1, 双 利 用 公式 (40) 与 (49)， 就 得 
贞 : 
5D) Tri #9]= G0 #0 -| eo 
从 谷 积 定理 推出 : 

LitLyle, oes sabey De 和 td : 
因而 ,依据 公式 (49) ,就 有 : 
(62) gw, 2 Gg, £; tt) dro 


(安身 
《60] vy(wy 5) 一 


2347, 有 晤 差 女 的 应 用 T0683 


把 该 公式 与 公式 (31) 相 比较 , 我 们 看 到 ; 做 据 届 了 D) 借助 融 数 办 人 os 人 所 
定义 的 图 数 Gz 5 1 一 人 ) 是 我 们 在 前 名 中 已 故 洒 答 过 的 燕 修 时 方程 的 楼 林 
国教 。 

汝 指出 公式 (40) 的 群 明 ,这 个 公式 是 二 还 计算 的 基础 。 我 们 亡 有 公式 


cog ar 二 sinas ( 1 oos O08 2 | 小 


Br TI 


它 在 区 间 一 <z<s 有 效 [II; 145]。 在 其 中 转 = 一 2 一 az) 一 :我 全 
得 到 : 


土 证 所 窟 的 对 竺 的 不 等 式 给 出 0 志 t 志 1。 另 一 面 , 我 们 有 加 (wy 轨 的 富里 挨 
筑 数 的 展开 式 [IIIoi 二 9] ， 
BCv, £4) = +2 em Coa nwyo 


所 写 的 入 数 在 原点 右边 的 任何 有 限 区 闻 0<s<t<7 内 关于 +t 千 一 致 收 筷 。 
假设 * 的 实 部 为 正 , 闪 分 部 积分 ,我 们 得 到 : 


| f= 9 pa O05 ee [et+maee 一 -Cetmzoz]。 
上 名 共 到 二 名 二- 9 


分 租 中 有 滩 ， 这 便 答 出 了 这 一 季 堵 关于 到 了 的 一 孝 收 证 性 。 在 50 与 
?一 ce 时 取 枉 限 ; 我 倘 得 到 ; 
| 全 到 一 过 + 名 3 7 ; 
这 就 给 出 公式 (40)。 
把 控 警 按 据 方程 应 用 到 孝 伍 导 间 古 的 说 知 银 述 可 己 在 名 条 (Doetech) 的 


著作 中 找到 : Math. Zeitsehrift Bd，22，25，26，28 与 他 的 音 “ 拉 普 接 斯 变换 
RE Theorie und Anwendune der Laplace-Transformation}, 


、。 347， 有 限 效 分 的 应 用 ”考察 非 卉 次 热传导 方程 : 


(B83): + Ur a as 
其 彻 妈 第 种 为 ， 加 » A i 
(54) ulio=f(t) (Oxo<D), 
而 这 值 条 件 为 齐 次 的 : 


(BE5) Wl-0=0; | = 0, 


Y64 荣 四 章 ” 进 什 亲 是 


拌 且 , 在 以 司 的 式 子 中 我 们 误 4=1 与 1 一 1。 这 常 相 以 由 改变 与 
Y 的 埋 位 而 达到 。 取 主 变 化 的 某 一 区 疝 [0, 2 ,用 点 杂 一 负 估 一 0， 


1， 二 纪 把 它 分 为 到 等 分 ， 十 此 b= 二。 在 方程 (58) 中 是 i= 不 +19 


把 关于 上 主 的 导数 改 为 郴 数 的 改变 量 与 自 变量 的 改变 最 无 之 比 。 这 
样 改变 的 类 果 就 使 我 们 得 到 对 画 数 纹 .(2) 的 一 租 帘 微 从 方程 ,这 
里 tw(2) 是 ww; 和 的 近似 值 ， 因 为 我 位 已 把 关于 t 的 导数 改 为 

上 而 所 提 到 的 比值 。 显 然 ,关于 w(w) 的 微分 方程 组 的 内 状 是 
(56) CS 。 12) 一 2 

dn a 


— x (s, trrz) 
EE (B=0, 1, .mm 一 全。 

注音 到 (54) ， 我 们 章 ttz) = 了 (2w)， 而 对 其 余 的 weritw) 我 们 
要 使 洗 们 满 是 边 值 条 件 (565): 、 
(57) WTA =Urra ll) =0 =0, 1,.., nn—1)o 

计算 的 过 程 归 桔 为 如 下 的 方式 。 在 方程 466) 中 什 =0, 手 
so 一 了 2) 代入 ,我 们 得 到 对 码 (2 的 二 阶 微分 方程 ,我们 应 当 在 
过 值 条 件 名 7 下 来 积分 它 。 这 样 求 出 了 加 (之 后 ,在 方程 (56) 中 
全 =, 我 们 就 得 到 对 央 et2) 的 方程 ， 我们 应 当 在 巡 位 条 件 (57) 
下 来 积分 它 , 余 依 此 类 推 。 我 们 必须 进一步 地 研究 形状 为 、 


(58) 一 一) 
的 方 各 在 边 值 条 件 
(59) gy(0) =y() =0 


下 的 情形 ,于 此 ,我 们 窟 21:h。 避 引入 方程 (68) 的 太 边 的 算 平 
在 边 值 条 件 (59) 下 的 烙 林 画 数 。 不 难 验 证 , 它 具 有 形状 F197 如 
(60) G (zg, 0 = 
全 (go ma) [en 一 ed] /2m (on 一 ee (séE) 
— lee De md] (et—em) /dm(er—om) (2 有) 


247 ， 有 限 症 分 的 诺 由 z65 


一 一 一 - -一 ~- 一 _----” 


而 方程 (58) 的 满足 演 值 条 件 (59) 的 解 可 由 从 式 
(61) vo) =| Ge, OnE) 


来 有 示 。 
现 证 引 理 :对 右 程 (53) 的 满足 边 什 条 件 (59) 的 解 ,成 灾 居 和 式 


C62) ly(o | < max | (2) | 


首先 漆 察 在 区 间 10, 1 上 vw (x) 30 的 精 形 , 现 证 ,在 这 时 y(2) 关 0。 
事实 上 ,如果 不 是 这 样 , 那 末 在 区 肌 中 ylw) 应 有 鱼 的 极 小 秆 ,因而 
住 相应 的 点 就 会 有 0 及 m0, 这 与 严 亿 ) 0 的 (58) 式 相 
学 盾 。 不 等 式 y (tw) 守 0 也 可 从 { 红 ) 推 出 。 

因而 , go 的 所 有 慎 是 非 仙 的 , 在 区 支 [0; 本 内 的 某 点 ， 这 男 
数 取 正 的 最 大 值 。 在 这 一 点 应 有 Yo) 志 0, 并 由 方程 (58) 宙 接 推 
出 一 29) 六 一 zw(2)， 从 此 就 推出 居 计 C62)。 如 果 lw) 取 鲁 值 ， 
那 末 利 用 公式 (461 ,并 注意 到 格 林 击 数 不 采 取 负 值 ,我 们 得 到 估计 
式 : | ， 


(63) lwo) |<| G(s, © fn(€) 1, 
所 写 的 不 等 式 的 右边 是 方程 
| 


的 解 ,和 而且 满足 边 值 条 件 (69)。 对 这 个 解 ， 各 我们 出 地 所 证 ,让 
情话; 


2(0) < max |w(%) | 
上 昌 于 (68) ,估计 063 因而 也 更 能 吏 革 。 


现 进 久 潜 铬 以 aHi( 的 末代 趟 以 2 可 1) 所 得 到 的 柚 益 yp 四 
友 以 改变 量 之 绪 来 代 蔡 夯 数 的 导数 所 得 到 的 质 着 x21 (02)? 
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Er (2) 二 著 (2 ， 友人 — UE+1 (zi 


本 _ 
nt (CT) ~ | — 0 ， 


A 
于 此 显然 有 Yol%) 二 0。 在 方程 (58) 中 会 $= irr 把 所 得 逆 程 与 
(56) 相 加 ,我 们 就 有 方程 ; 
Yr 2 (一 Ye 一 3 2 二 Yi (YD) 


或 、 z 
"| 上 四 
(00) EL my 0) = my 8) Fo 0 


如 时 假 肯 we, 人 有志 到 1=0 为 回炉 的 甘于 守 的 导数 , 那 末 从 
mt 的 表示 式 《6 和， 利用 有 限 改变 量 公 陈 ， 就 能 断 慎 , 对 夯 数 
mpr2(w) ， 辜 这 司 攻 式 : | 和 (的 | 过. 各 里 5 与 上 及 4 猴 关 ， 并 且 
随同 为 趋 向 于 替 。 用 半 记 yx(2) | 在 Qs 所 1 的 李 大 。 对 方程 
| (86) 应 用 .上面 所 证 的 引 理 , 我 们 得 到 : B601 志 54 十 hrT。 把 这 个 不 等 

式 从 2 一 0 漳 有 一 2 一作 竹 ; 才 注 意 到 和 ,一 0, 我们 得 到 3 过 mpr= 
二 了 ro。 和 如果 从 大 一 0 漳 某 一 着 一作 安 % 一 工作 和 ， 这 一 不 等 式 当 更 
能 成 让 ,名 
(B06) ws tn) 一 提交 | 安置 m=1,2, 多 一 下 ) 
因而 我 们 见 到 , 误 浅 yw(o) 随 同 天 趋向 于 雾 。 在 址 明 这 个 事实 时， 
我 们 作 了 假 丽 , 风 题 的 解 wz #) 是 存在 的 ,并且 有 直到 :=0 为 连 
t 的 导数 。 

指出 的 有 限 差分 法 的 应 用 是 属于 罗 台 (Rothe) 的 ,入 述 于 

他 的 关 作 "一 半生 物 型 广 各 的 过 人 和 问题 作为 一 识 边 值 问题 的 极限 
情形 的 处 理 ”(Zweidimensionale parabolisshe Randwertaufgaben 
als Grenzfall eindimensionaler Randwertaufpgaben. Math. An.- 
nalen. Bd. 402，Heft 4/5; 1939)。 在 这 一 著作 中 洪 窒 更 一 般 形 
起 的 万 程 : 


2 和 4， 窟 里 埃 方 球 7 


Kn 
站 2 
且 所 拭 述 的 方法 还 利用 来 证 明 解 的 存在 性 。 
如 井 我 们 有 非 卉 欢 的 按 箱 条 件 : 
W| sp 一 cf w|i = ws (站 4 
那 末 按 如 下 甘 式 引入 新 的 未 知 丽 数 2 
vu— (LT—8) ot) 一 go 从 
以 代替 w, 我 们 就 能 引导 莘 章 次 的 边 什 杀价 。 所 示 的 画 数 的 代 换 
改变 了 自由 项 x (2, 台 , 它 并 不 起 十 分 重要 的 作用 。 
248， 宽 里 政 方 法 ”在 以 前 ,我 们 澳 用 富里 挨 方 法 来 解 边 值 别 
题 。 我 们 利用 积分 方程 理 座 来 导 引 这 个 方法 的 基础 。 在 三 个 自 变 
县 的 情 并 ,我 们 在 其 迎 道 ! 的 区 域 B 中 来 考察 齐 次 方程 


ou 
= ar tly, i, ww) 


C87) Wt = Uo Wyy 
其 初始 条 件 及 边 值 条 性 为 
《68) : uo=f (PF) (P 在 B 中 )} 
《69) wr | 一 心 ， 
富里 翅 方 法 答 出 这 个 吧 题 的 如 下 形式 的 解 ， 
(70) uP; d= Doe mvs(P), 
或 中 hr, (是 方程 

dv 二 A 二 0， 
在 按 秆 条 件 
(71) 4| :一 0 
下 的 特征 值 与 特征 画 数 ,而 ox 是 丁 数 了 (的 窗 里 堵 系 数 : 
(9 ms=||7CPmw(P)a8。 


H 


我 们 惟 画 数 了 (PDP) 本身 为 连篇 , 在 肛 区 域 B 中 有 到 二 阶 的 连篇 导 
数 , 画 数 本 身 在 上 等 于 圭 。 这 时 [ 邮 ] 
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(79) FP) = DB arwslP) 
而 所 性 的 圾 数 在 呈 二 正 刀 收 艇 , 即 圾 数 
(74) > asva (PY) | 
在 总 上 一 致 收 化 。 


注意 到 绍 0 时 0<e- 坟 去 1 我 倍 可 以 断 彰 , 如 果 靖 周 于 可 而 
f0， 箔 末 和 坑 数 总 的 正则 欢 敏 。 因 而 其 和 tt 了 了; 有 DD 是 了 与 1 的 回 灶 
画 数 ,只 要 三 属于 吾 而 过 0。 从 此 推出 : 

lm (Pi =u(P; 0) ~ DL anos CP) ~f(P), 


邹 由 其 式 (70) 所 定义 的 画 数 wlP; 四 满足 初始 条 件 (68) 。 其 次 ， 
每 一 . 丽 数 v.( 了 P) 满足 边 值 条 件 (69) , 因而 在 t=0 时 图 数 尺 (了 P; 从 
也 满足 这 一 条 件 。 余 下 来 还 要 证 明 贡 数 和 dP; 驴 在 内 及 t>0 时 
有 关于 t 的 连 强 导数 以 及 这 纺 导数 wss, 4wv, 生 满足 方程 (67) 。 

对 圾 数 (70) 关于 上 , 逐 项 徽 分; 
(75) — he vr(P), 
生 肌 a 是 性 意 选 择 的 还 数 。 我 们 注意 到 :对 所 有 充分 大 的 会 
有 0<he < 双 级 数 晤 和 是 一 玻 收 项 的 , 因此 就 能 断 客 只 要 三 
属于 了 且 ta 般 数 《75) 就 正则 收 敏 。 完 全 类 似 地 可 以 赴 明 由 般 
数 (75) 关 于 + 逐 项 微分 后 所 得 的 圾 数 


D anne wi (P) 


在 上 泪 条 件 下 也 正 慎 牧 族 。 从 此 推出 ,wtP; 信 关于 tt 在 二 0 及 PP 
周 于 计时 有 这 种 的 第 一 阶 与 第 二 阶 和 学 数 , 着 且 对 这 些 导数 ， 我 们 
用 有: 


(1060) w{P;D—— p>3| Grou we CD) s 


2349. 非 章 次 方 租 Y69 


(762) wn (PD = Bare vr (P). 
对 美 于 的 任 一 阶 的 导数 ,类 似 的 诊 述 也 适用 。 
但 我 们 有 


oz(P)= 和 || GP; vi(Q)a8, 


式 中 G {TP;Q@) 是 在 边 值 条 件 (7D 下 的 拉 普 拉 斯 算 子 的 格林 画 数 。 
双 公 式 (76) 可 以 改 号 为 
wlP;)—— S| "GP;0) ods 
的 形状 。 注意 到 航 数 (763) 当 1>0 时 在 互 中 的 一 致 收 黎 福 , 我 他 
就 可 以 变换 作 和 与 积分 ,和 而 得 到 


OD 0 wp; = ||G(P; OunkQ; Das, 
而 完 他 次 似 地 ,也 有 
08) uP;d =~—|| GP; gw(gi9a8。 


贺 数 wn 人 Q; 介 当 过 0 时 在 8B 连 种 , 且 从 (7 站 推出 ,在 8B 有 内, 当 坟 - 上 0 
时 , wt 卫 ; 是 有 关于 点 卫 的 坐标 (vw, 仍 的 第 -一 阶 的 连 种 导数 。 
此 , 基 式 (78) 指明 , WP; 介 当场 0 时 在 8B 内 有 到 汪 阶 的 连 粮 导 
数 , 且 满足 汽 强 
有 一 名 

这 就 是 我 们 所 要 证 明 的 。 

249、 非 齐 次 方程 ”更 考察 非 齐 裕 万 程 : 
《79) i= det Uy TT Ys 
具有 章 资 的 初始 笨 忻 与 迪 值 笨 件 的 情形 
(80) lim =0; 


(281) 站 [1 二 0。 
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一 上 一 -一 一 二 mm ee di 


我 们 引入 直击 项 的 富里 埃 系 数 : 

(892) by (8 =|| (Pj; dv PdS 
并 求 具 形 执 

C83) uP;D = BowlP) 


的 问题 的 解 。 代 入 方程 479) ,并 注意 到 dvy 一 一 M9s， 我 们 得 到 对 
系数 点 区 的 微分 方程 : 

OD = — hes + br , 
从 此 ,我 们 并 注意 到 (80) , 邹 ci (0) =0, 就 得 出 : 


c(h) = | ee Bb, CD de ， 
而 代入 (83) 中 ,就 有 
(8 ulP;D = Son (P) | evenbs Ce) dp, 


我 们 在 对 委 由 项 作 如 下 的 由 衣 下 洋 欢 证 这 个 解 的 有 效 性 : 对 杜 何 
Ez0 在 内 zm(P; 用 关于 点 卫 的 坐标 有 第 一 阶 的 这 入 导数 ,而 当 
卫 慎 于 于 区 域 BB, i 丑 于 征 一 有 限 阴 区 疝 [0, 了 时 , 般 数 


(85) > br (Bont P); Db C0) hewn P) ; NAOLE ev (PP) 


正 朋 收 狼 。 册 于 注意 到 (8 辐 中 第 一 个 般 数 的 正 刚 牧 钱 性 及 如 下 事 
实 ; 当 0<t et 时 , 0<eow 中 D1, 我 们 就 能 断言 , 在 公式 (84) 右 
边 的 般 数 , 在 对 卫 与 上 的 所 示 的 条 件 下 , 为 一 致 收 敏 的 。 它 的 和 
wu(P; 人 是 了 与 t 在 这 些 条 件 下 的 过 种 责 数 。 从 (8 和 有 过 的 形 类 
军 接 推 国 CP; 介 满足 条 件 (80) 与 (81)。 

余下 来 还 要 验证， 公式 (8 和 所 确定 的 两 数 4 cn 在 BB 内 当 
>0 时 有 相应 的 回 塘 导数 , 且 请 足 方 程 479) 。 关 于 上 逐 项 微分 在 
公式 人 8 和 ) 中 的 级 铬 ,得 出 : 1 


449.， 非 齐 实 方舟 Ta 


TA ee re Tr nb ede a re ee 


So (P) ~ Bhwi (P| eo a 

注意 到 (85) 中 第 一 个 弛 数 的 正 出 收 做 性 ,我 们 可 以 断 营 ,在 所 
写 的 着 式 中 作为 减 数 的 那个 毅 数 , 在 了 与 二 的 前 表 条 件 下 , 为 一 
至 收 仇 。 作 为 被 减 数 的 圾 数 之 和 等 于 z CP; 日, 这 是 因为 , 边 条 件 ， 
这 一 般 数 在 [88] 正 划 收 和 化。 因而 我 们 有 。 
(60) wlPiD aD; Dol Pi) ood oe, 
并 且 在 对 了 与 1 的 所 这 条 件 下 , w (P; 起 是 速 神 的 。 z 

把 这 一 公式 中 的 王政 为 8, 雨 端 乘 以 G(P;@) ,又 在 B 中 积 
分 ,注意 到 ww() 的 积 耸 方程 ,我 们 就 得 出 : 


|f Gcp; euwlspas= ||G cP; Qa (Q; Das— 


-P| eb) dy, 
井 且 最 后 一 般 数 的 和 等 于 w(P; 9 。 因 而 
(87) uPD=~|| GP; Wu(Q; ast+ 


+|| Gp; @« (Qs Das, 


因为 =(9; 9 在 B 中 有 这 模 的 导数 ,我 们 可 以 断 莹 ,最 后 这 个 积 男 
在 也 内 关于 三 虑 的 坐标 有 划一 阶 的 速 楼 导数 ,而 这 - -积分 的 拉 普 
拉 斯 算 平 等 于 [一 m(Q 浪 1。 

更 利用 (85) 中 第 三 个 各 数 的 正 划 收 做 性 来 汕 明 w(P; 和 在 四 
内 有 到 一 阶 的 过 楼 导数 日 满 总 方程 ( 约 。 全， 

wD = -wpP} N+rP;D = 


一 vx CP) | . et 人 cr。 


8979 帮 冯 窑 ”过 和 访 则 是 


.一 ee 


注意 到 (86) 中 第 三 个 胡 数 的 正则 收 敏 性 , 我 们 可 以 把 所 号 出 的 一 
我 收 做 的 报 数 关于 1 逐 项 微分 ,由 此 得 到 : 


wil Ps) = Di hb C0) vn (P) — 


由 
故 且 所 写 出 的 靓 数 是 一 致 收 敏 的。 把 后 一 公式 中 的 王 改 为 @, 在 
证 边 滋 以 8(P; @) , 求 积分 并 注意 到 v4(P) 的 积分 方程, 我 们 就 
得 到 : | 


ec; ®u@; a8= BhO(P) ~ 


— SP | ew) Wy, 


AN me A 
因此 ;注意 到 (86) 式 ,我 们 得 出 : 
ulP;D =|| GP; QlQ; aS, 
从 此 推出 ,在 如 内 w( 忆 ;为 有 第 一 阶 的 速 篇 导数 。 然 后 ,公式 (87) 
指明 , w(P; 全 在 了 内 有 到 一 阶 的 速 粮 导数 , 双 满 足 方程 
dAwtP; Dat (PP; — w(tP;, 

因而 ,到 式 (84) 完 全 计 实 ， 

如 果 只 讨论 方程 (79) 的 广义 解 , 那 末 也 可 以 在 对 自由 项 的 较 
少 的 假 醒 下 来 险 趟 公式 。 疆 我 们 来 提醒 一下 方 各 (79) 的 广义 解 的 
定义 。 如 果 刀 是 在 [948] 中 说 过 的 柱 栖 , Di 是 省 用 蔡 面 上 一 殖 来 
作为 上 底 的 部 分 。 各 果 对 每 一 在 D: 内 有 淹 二 阶 连 缠 导数 的 醉 数 
o (PP; 有, 它 并 且 在 与 边界 充分 接近 的 点 等 于 雳 ,而 数 (了 ;能 使 
个 式 
(88) 省 u(rast aot 0 dry d= -人 oode dydt 


DP DT; 


- 股 耻 ， 那 来 我 们 就 称 “3 纺 是 方程 的 广义 解 。 现 层 当 王峰 于 号 


部 0， 执 人 禾 了 方 各 解 的 性 舍 98 


而 # 属于 有 限 区 间 [0, 全] 时 , 釉 数 (8 正则 收 化 。 这 时 所 提 到 的 
级 数 的 和 等 于 =(P; 四 , 且 各 我 条 从 前 所 网 , 航 数 (8 一致 收 第 。 
用 x。(P; 已 素 相 (8 国 中 的 第 一 个 毅 数 的 部 分 和 


mlP; Dd = Db vlP), 
而 用 t(P; 仆 表示 疾 数 (8 和 的 部 分 和 ; 
uP; d= Tor P) | PB CN oy, 


画 数 wl 卫 ; 四 满 是 方程 (79) ,但 其 自由 项 为 x (P; 四。 因而 ,我 们 
可 应 写 出 : 
川 gn (Ges wt oN dw dy d= - 川 ztd dw dy dt, 


下 


在 %w->oo 时 取 柱 限 , 并 注意 到 ro 及 一 T (人 有， 失信 
*W(P; 有 在 六 中 一 至 地 成 立 , 就 会 得 到 (88) , 即 下 起 (8 由 所 确定 
的 %(P; 及 是 方程 (79) 的 广义 解 。 此 外 ,直接 可 昂 这 一 和 式 王 足 条 
件 480) 与 (81)。 

如 时 利用 齐 宁 热 傅 导 方程 的 广义 解 是 这 个 方程 的 惧 正 解 这 一 


事实 C160] , 并 利用 热 俏 导 方 穆 边 值 章 题 解 的 唯一 性 定理 , 狮 末 就 ”， 


可 以 完全 依照 对 普 阿 松 方 程 的 情形 一 样 地 贬 胡 到 ,在 所 答 的 初 识 
条 件 与 边 值 条 件 下 , 非 齐 次 方程 (79 的 广义 解 是 唯一 的 [4 。 
250， 热 信 导 方程 解 的 性 质 ” 考 痘 方 程 ; 

《89) ， 和 一 
瞬 有 泛 方 程 的 一 解 w(e, 由 , 它 在 茶 一 感 慌 
及 其 痢 域 中 有 这 重 的 导数 与 ww。 从 方程 
(89) 推出 , 这 时 导数 we 也 连 辕 。 

球 术 天 作 一 充 耸 小 的 算 形 4BO 了 ,其 
按 平 行 于 四 ( 贺 19) , 并 使 得 , 在 这 一 短 形 《 8 
中 .上 述 的 解 #2r; 旨 是 存在 的 。 把 化 标的 (图 十 轧 ) 


ty 
cy 


,4 药 四 章 ” 按 值 同 是 


原点 选 在 4 点 , 妈 肯 1 为 4B 的 长 度 。 用 全 与 os 的 来 郑 解 . 
(wy 各 在 边 AD 与 B80 的 值 ,用 (2) 来 吉它 在 边 4B 的 什 。 首先 
考察 (ww) = 二 0 的 情形 。 依 据 倒 式 号) ,我 个 可 以 把 解 ge 介 写 成 
形式 : 


(90) wo, 有 -| 一 一 2 se dr 
opr mr (tf— 5 
| Dar, 
式 中 的 连 粮 面 数 pg (7) 与 汪 (7) 蚌 由 积分 方程 (18) 所 确定 的 。 这 时 
必须 记 起 方程 (89) 的 佣 的 唯一 性 定理 。 

闹 点 tpo, 雪 在 4BODP 的 内 部。 例如 ,我 们 考察 在 公式 (90) 的 
省 雪 的 第 一 个 积分。 如 果 我 俏 把 其 中 的 wo 改 为 十 ww 全， 于 引 名 
与 wo 相当 接近 , x" 是 与 雪 相 当 接 近 , 那 末 (we 十 #8")? 的 实数 部 分 
蝶 正 的 , 从 由 可 几 , 所 提 到 的 积分 在 + 一 t 的 上 限 处 关于 天 数 w 一 
一 2 二 0 对 与 wo 天 和 分 接 近 的 所 有 徇 复 变数 w 为 一 致 收 襄 。 丽 另 
一 面 , 这 个 积 牙 的 发 积 画 数 是 0 和 rr<i 的 整 夯 数 。 从 此 推出 , 积 从 
的 值 是 在 短 形 4B0OD 内 每 虑 人 站 的 近 粥 为 » 的 解析 夯 数 [IIio; 
30]1, 特别 下 点 型 为 解 负 。 对 有 下 式 (90) 右 过 的 第 二 个 积分 我 们 也 
可 点 作出 则 和 料 的 芒 断 。 

因而 ,方程 (8&9) 的 解 景 变量 % 的 解析 夯 数 。 

这 一- 渝 断 对 变 攻 上 是 不 成 立 的 。 事实 上 ， 如果 方 程 (89) 的 每 
一 个 解 都 是 二 的 解析 画 数 。 那 未 夯 数 在 任 一 与 三 轴 平行 而 局 于 补 
可 起 的 直线 (网 图 19) 上 的 数值 , 由 于 解析 延 拓 ,就 可 以 由 这 夯 数 
在 所 提 汉 的 将 线 上 月 于 480D 的 一 个 秋 $ 段 的 数值 所 完 答 决 定 , 饭 . 
这 不 会 成 立 , 因 为 如 的 数值 前 纺 依 赖 于 我 个 租 oi1 信 与 os 00 的 延 
岳 的 方法 ， 这 十 个 面 数 本 来 只 在 直线 ==0 与 5= ?的 线段 4 上 与 
Bt 上 上 葵 定 的 。 


250， 蕉 请 生 方程 解 的 性 贤 了 各 


Pr em ed ek 


让 到 现在 我 们 假 裔 在 区 疝 (0， DD 中 (wo) 二 0, 如 果 不 是 这 样 ， 
我 们 把 这 夯 数 延 折 到 较 广 泛 的 一 个 区 贿 [a, 外 ， 使 得 尾 在 这 一 区 
同 的 端 友 答 于 加， 然后 再 延 拓 它 , 使 它 在 这 一 区 阅 外 为 害 。 作 起 
六 式 : 


w—> 2 f 00 at, 


这 一 差 式 在 线段 48 取 霸 值 , 对 于 它 , 以 上 所 示 的 论述 是 适用 的 。 
所 余下 来 的 是 洪 铬 和 解 ; 
wolw, ) =| Oe ae 
应 用 使 籽 于 参数 的 积分 的 一 个 定理 [IIIs; 和 0] ,我 们 见 汉 企 > 轩 
. 之 上 的 任 一 点 ( 序 坊间 的 近 浇 , to lw, 章 是 (2; 介 的 正 旧 而 数 。 我 
傅 还 指出 , 从 公式 (90) 可 站 继 准 出 硬 数 4 在 0<w<1 有 关于 t 的 
任何 阶 导 数 。 
可 慨 粹 出 对 方程 (89) 的 解 天 于 +t 的 导数 的 估计 , 我 们 考察 方 

程 (89) 的 解 w, 定 在 坐 攻 原 点 及 其 近 旁 有 连续 航 导 数 刀 及 ui 并 
假 裔 , 它 是 4 的 痛 图 数 。 我 们 就 有 表 克 劳 林 娄 数 改 开 式 
(9 和。 ww 一 放 的 8 十 全 全 十 .十 -sa 的 | 


31 《2 十 并) 
于 此 滞 #4 二 1 
ons1 Ct) 一 和 ob 人 9 一 日 1 2, '), 
利用 方程 (89) ,我 们 可 以 写 出 : 
(92) ean+t 6) 一 -5 € 2 ) = 


如 果 p 是 比 级 数 (9 二 的 收 仇 盾 径 小 的 正 数 ， 那 末 我 从 就 有 不 等 式 
LIII。; 83]: 
| 2 | NM 
《29 十 二 1 “PIT 
于 此 邓 是 划一 正教 。 从 (9 起 推出 对 函数 tw 内 的 导数 的 如 下 的 


id 详 妈 谷 ” 击 值 脱 昕 


et 


佑 值 : 


Orn) | Mn DT 
半 避 二 妨 


di 5 
东 一 以 值 着 不 侣 证 画 数 和 4 但 的 解析 性 。 如 果 我 们 有 更 强 的 司 秆 : 
| .| < nl 
' dr | pp” 
那 末 丽 数 w (2 的 玫 克 劳 林 般 数 就 收 铬 ,而 这 画 数 在 原点 近 旁 就 会 
正则 。 

51， 在 一 维 情形 下 的 广义 跟 屠 势 画 数 与 双 屠 势 画 数 在 
[2433 中 我 们 名 述 过 在 牢 带 城 
岂 的 边 值 问题 ,这 个 带 域 的 下 
削 是 方程 (5 1) 的 特征 线 f=0， 
其 副 侧 是 次 六 w=0 与 w=i。 
现 考察 在 (2 和 淘 平面 上 的 一 个 
区 城 , 其 下 界 为 特征 弹 &% 一 0 而 
其 南 合 为 南 条 曲 缕 它 个 的 

〈 医 一 十 ) 显 式 方程 为 ( 央 20) 。 
(98) W010D; t=0t} [ot) <ostt)], 
着 县 oy 在 t=5 时 有 连续 的 导数 。 为 了 和 解 在 这 样 的 区 域 中 的 和 边 
值 问 题 ,我 们 必须 作 起 广义 的 埋 层 和 势 画 数 与 双 层 势 酌 数 ,在 of 一 
一 带 数 时, 苞 全 化 为 在 碟 狼 ] 中 世 措 出 的 势 画 数 。 这 些 广义 的 势 
画 数 其 有 形状 ; 


< 


1 gp) 
94 hf, 人 一 —| Pi ~ HP gt 
C94) tr py ， 


1 { LN 1 -中 上 
(95) vlw, t) poy Gt ale Gt)ie ?让 
这 里 9 人) 及 由 地) 是 连 楼 国 数 。 


两 数 th \ 交 ， 四 太 Ds (wv, | 在 i 之 天 处 姓 有 过 种 的 伟 数 ， 村 满足 


251 .在 一 反 情 形 下 的 广义 单 慎 势 醒 数 与 双 腾 势 图 数 7 


万 程 (5)。 当 点 4 上 在 昌 葬 天 芋 的 情形 ， 两 个 势 夯 数 都 有 海 祥 。 
对 势 画 数 W% ti 总 这 一 点 是 直接 而 显然 的 , 盎 为 税 积 面 数 月 居 值 
O00 一 扑 尼 ,寺中 0 是 常数 。 对 势 国 数 wi(@ 人 ,如 果 点 (wy 自在 
上 ,我 们 可 以 写 出 : 

-Et 上 | -~ [oD — os) | = lo' (fo) | G's 

(fi) ($B) (Et 
只 此 也 推出 积 俘 95) 的 妆 雍 性 。 

积 芬 (9 匀 当 (wy 旭 为 任意 位 摧 时 治 一 小 段 :一 6< 志 # 的 值 当 
580 时 趋 问 于 堵 , 愉 此 让 搂 推 出 ， 人 5 人 为 直到 下 为 速配 。 对 积分 
《95) , 当 人 名 ,如 趋 向 于 在 有 上 的 点 Wo ) 时 ,; 却 有 存在 闭 趟 同 的 槐 
限 伴 ,; 即 
(96) Jim oo (2 人 一 士 旭 人 十 和 [2o， fo) 9 


Cr fh ter tno) 
于 此 ， ty (wo, 如) 为 积 秃 (9 四 在 点 (wo 如 的 值 ， 如 果 8; 驴 从 五 的 
大 过 趋向 于 (oo 和 0) , 那 就 必须 取 (十 ) 号; 如果 地 起 从 五 航 左思 
炊 向 于 lo; 如 ， 就 必须 到 (一 ) 号 。 如 果 的 二 常数 。 潮 未 显然 ， 
wiposo) 一 0, 我 们 就 得 到 [243] 中 的 精 果 。 在 泪 明 公式 (96) 时 ,我 
习 租 填写 指标 慷 。 
在 由 = 时 来 考察 积分 下 


1 : f — t 
(97) vol®, t) = ple (一 一 三 [一 7 ， 
友 闹 数 


(98) wnle, -y= 了 一 多 党 7 as。 
引信 新 的 积分 变量 
jg 二 一 了 人 
Gai 


以 民 扶 8 我 们 得 到 ; 


TB 敌 四 旭 ”过 俯 阅 帅 


二 
(99) volws D + moe, DH —— | ,a dz, 
Vv do 


于 吐 , 如 多 一 的 记 0, 肝 稳 分 上 限 取 (十 ) 号 ,如 3 一 人 一 0， 若 积 
芬 上 限 了 可 (一 ) 号。 如 果 点 fao, 让 在 1 二 即 wo 一 cf 人) =0, 那 未 
(100) Vo (mo, to) 二 wo (en， 如 ) = | 0 _acby "dz, 


中 


如 前 ， 队 wolw, 旭 的 定义 直 楼 推 浊 ， Wo 引 达到 二 为 过 炉 。 从 
(9 推出 。 


王 s2 
lim ， 和 wt -天 st 
Cr, -+ ro Loot 1 Twot )1 于 9 ? 
a 


把 最 后 一 式 与 翁 式 (100) 逐 项 相 碱 ,我 们 得 到 : 
lim ty vol, $) = PolPo, to) + | ere 


Cs ey ee, 


部 lm mo 1) = tolwo, 如 ) 士 上。 


fs ns Fo) 


而 我 们 就 得 到 在 风 人 后 了 时 的 下 式 (96) 。 
轩 到 一 般 情 形 。 把 va, 办 的 表达 式 收 号 为 形状 ? 

二 1 5 一 了 一世) 
GOD word |, yO) 一 站 人 Ay + 

w(to) 1 on 1 

二 | 一 Tl 0) 1 dy 
与 [193] 中 学 从 一 样 , 只 如 证 胃 当 点 (2, 由 在 成 (wo to) 娃 过 工时， 
第 一 项 保 桂 为 连 午 就 够 了 。 庚 : 是 一 已 灶 的 正 数 , 选取 适当 小 的 
正 数 $5, 使 当 | 一 加 | 所 5 时 成 站 不 等 式 : 
| 一) | 6， 

我 们 六 把 区 肖 Pf +t 分 为 南部 秀 六 二 由 实生 人 要 页 一 省 二 加 < 机 
浴 第 一 个 区 间 积 分 所 袁术 的 图 数 , 它 在 点 (wn, fo) 连 禹 , 而 只 吏 计 
傣 积 分 


251 .在 一 礁 情 形 下 的 广义 单 丑 势 醒 数 与 双 慎 势 珊 数 779 


TF Lm Fe 


1 ype) ye Ra 
ed NA Wi 


对 所 有 的 与 点 (to, io) 到 分 接近 的 点 (2, 间或 对 Lio, 加) 自身 是 充 和 萎 
的 小 就 名 了。 所 示 积 分 的 艳 对 值 不 超过 
| 

Dar mr | (Et) at, 

现 贞 以 式 4 一 o (的 在 加 -sysi 内 问号 的 次 数 不 超 过 一 个 确定 
的 正 整 数 育 , 而 (42 如 是 在 (wo; 如) 的 荣 一 兹 域 中 的 任意 位 证 。 省 
时 积分 


| [|w— 一 人 | a ig 
下 一 六 
可 以 悄 示 为 不 超过 去 个 其 如 下 形状 的 积分 : 
+ 028) a 
二 
的 和 ,世代 与 积分 


[0 一 全 二 直 扫 看 :1 寺 站 


Pty 
一 和 
ez 
Pt 
vt 


二 4 | 


的 六 是 + 上 | ee rad, 

其 艳 对 值 不 超过 某 一 常数 。 因 而 当 人 2, 门 在 (oo 各 的 某 一 轩 域 之 
中 时 ,上述 积分 保持 有 办 。 这 一 积分 全 和 滋 以 s， 因 市 就 可 党 全 依 在 
[193] 中 步 联 ,证 明了 臣 式 00 的 石 端 的 第 一 项 当 他 ,已 在 点 
(ooy 如 ) 纤 过 了 时 为 建 入 的 。 利 用 上 面 所 指出 的 势 西 数 , 可 以 抬 
和 企 暗 20 所 示 的 区 域 中 的 稳 值 靖 题 引 向 积分 方程 ， 如 同 我 们 在 
[343] 中 记 作 一 样 。 我 们 所 该 的 条 件 是 在 特征 缕 i=5 上 %w=0, 且 
在 1 上 Yo 的。 我 全 将 嫂 求 其 形式 


(9 wo ys 0] 全 和 可 


78O 第 四 闪 ” 庆 和 值 问题 


Ia 


了 的 解 。 芝 时 ,对 每 一 组 硬 数 加 司 ) :万 程 (5) 以 及 在 特征 缕 t 六 上 
的 和 近 值 条 人 性 是 请 足 的 ,而 从 在 4 上 的 过 全 条 作 就 会 得 出 对 由 过 的 
稚 尔 特 打 积 分 方程 粗 : 
= i - 
wi) = Fy > » 0 人 [cx (DD 
ote a at's 
{108Y 2 
_ wf Wi _ 
-一 + Sa 的 


一 ci Ci] 2 dé', 
我 人 来 券 察 在 第 -… 开 程 中 的 积分 : 


mr rt" yt 


(104) |,- 于 已) 3 [Le (六 一 Gd 人) 了 8 ria 


一 的 时 
dg 上 on a (0) 16 Ear, 


企 积 分 0 人 中 ,在 z < 膨 的 要 性 由 于 比 
1 (~ i (#") 
CG—t)E 
的 分 子 而 降低 一 次 , 这 完全 与 我 们 以 前 所 指出 玖 一 称 。 在 第 二 积 
分 中 当 tf 时 ,6 的 指数 趋向 于 (一 20) 这 就 可 以 完全 地 消 买 
缀 性 。 对 习 08) 中 第 二 式 里 的 积分 划 可 类 己 地 考察 。 因而 方 想 组 
《103) 有 了 瞧 一 的 解 , 并 可 以 用 添 次 逼近 法 解 出 。 


也 林 已 或 久 上 油 值 再 是 的 解 ， 使 衬 具 两 个 望 层 苯 丽 数 和 的 形式 : 
(108) g(a 0 = pe -att, 


j=1 


这 时 我 们 引导 到 第 一 美的 积分 方程 租 : 


351， 在 一 精 形 下 的 广义 盟 层 势 丽 数 与 到 层 势 下 煞 ?31 


Ye [3 
i 人 GL ld 


总 让 机 一 一 一 4 
1 pe ' 


p; Cy 一 os 


0D) J 二 六 2 do) 
把 十 边 乘 以 (y 一 作 习 并 关于 从 +=b 积分 到 ty 


{10ry 


1 a 
人 pO E(t at 
(108) z 
1 2 站 
Ws Ky 的 at 
式 中 
fi =| YD a; 
(109) , | VIE 
, 1 _ LeKt) -ot 
Kat, W =| J 人- 人 他， 


旋 时 我 们 已 在 右边 谈 更 了 积分 的 次 阶 井 管 和 用 过 狄 袜 亏 利 公式 [IT 7Y9。 朝 
程 碍 人 0 多 殖 夫 于 上 4107) 内 II; ?jj。 显 热 ; 我 们 有 : 
[oto 全 1 时 


lim Be FJ 
me 1 时 


双 福 省 到 公式 LIT?9]; 


y 
| ”" 
我 们 就 得 到]: 
yy DD) = 
把 方程 组 (208) 尖 于 gy 微分 ; 并 且 我 们 假设 wt) 有 巡 粮 的 导数 ， 入 糙 国 数 
fit 丰 电 有 巡 粮 导数 [IT;85] 


Vu 于 
I Ba Ti + 六 上 他 | 人 
LO07 到 
上 es 世 ' 
Tz ty) = 的 ) + 二 站 中 由 六 
为 了 计算 导数 ,我 们 把 下 y(t 表示 为 形 快 : 


y Let I » t +: 
Ett's 的 =| 闪 ET Jare ein{ 2 Tr -1)|. 


Ee 7 WD or 1 


dte | 


gg, dt + ¥) 
dy 


8 号 第 也 从 ”过 依 并 是 


-一 一 一 一 四 rr 一 一 -- -mr 


分 兄 护 分 ;得 美 于 3 向 分 ;我 从 得 到 ; 


ORijtt', ¥) J a 4 _ [ors tt] 
= 一 一 一 -一 一 一 Ce 出 rr 站 。 Te t a 
Oy (y—7) | 7 0 ea ) 
一 oj)]cl 人 一 2 ar 


当 ;; 时 ;指数 画 数 队 证 了 积分 在 t 让 的 收 艇 手 ) 而 在 ?= 了 时 ,在 尖 播 红 中 
的 分 式 并 折 极 性 ,看 整个 类 括 弧 随 所 4 一 1 趋向 于 第 。 考虑 到 所 有 这 些 事项 
井 在 1=j 与 1 情形 下 对 控 积 图 数 进 行 箭 易 的 估 值 , 在 两 种 情形 下 我 们 者 
引导 到 形 装 为 
vy 浊 
“VOT 
的 积分 ,这 盟 避 其 某 一 常数 。 从 此 可 兄 ， 
BE #7 _ Litt'y #) 
i! 

于 此 工 jytthy 仿 为 (ty 的 的 达 粒 画 数 ， 而 对 方程 宙 (00 逐 区 次 近 法 [43] 是 基 
用 的 。 

2508， 次 搬 物 函数 与 做 搬 物 画 数 。 在 钱 热 依 导 方程 边 情 间 腰 时 , 也 可 习 
用 一 种 方法 ; 它 类 似 于 我 们 在 [ 引 门 中 搬 述 过 的 上 隐 禾 与 语 贺 数 注 , 我 们 考 疗 
在 他 如 在 面 上 的 区 城 书 ; 它 的 .上 下 两 总 蚌 用 性 钙 粮 +=9 及 二 向 界定 ;法 
站 有 十 全 的 境界 蚌 上 内 方程 (93) 的 曲 粮 ， 寺 此 我 们 对 图 数 ot) 的 性 贤 , 除 措 
要 求 它 乎 是 党 征 过 太 殉 数 及 (三 wal) 之 外 暂 不 作 任 何 假定 。 丰 定义 次 
机 物 囊 数 与 优 所 侈 辑 数 时 ;我 们 应 当选 定 一 个 直 本 区 域 ; 对 于 它 , 我 从 龙 钥 在 
任意 的 速 续 的 过 导 茶 件 下 会 解 出 方程 
{111) 一 
的 过 值 及 天。 对 控 束 拉 斯 方程 ， 这 区 域 是 加 。 对 方程 (11 的 这 样 的 区 坡 ， 例 
刘 : 我 全 可 下 取 黎 演 二 角形 后 它 的 底 边 平行 于 晴 | t=0y 它 的 侧 边 指向 于 + 壤 
加 的 一 蜀 . 这 样 的 三 角形 的 壹 秆 天 是 的 是 可 及 佐 [ 问 二 中 所 示 的 方 社 夹 或 得 ， 
闻 引 守 基 唯一 的 . 这 个 解 在 三 角形 的 过 上 上 取 到 最 二 利 与 辟 小 征 F5II; 309], 在 
用 区 域 为 连 炳 的 一 个 辆 数 w00D) 一 ofzy 雪 ， 如 果 对 五 再 任 一 点 了 的 图 数 
钙 mw6Hay 不 夫 于 专程 入 11) 的 一 个 和解 在 这 一 点 的 数值 ， 这 个 解 基 痊 世 合 收 。 
在 内 的 这 分 小 的 三 角形 8 中 上 所作, 而 在 上 的 过 上 有 与 %t 避 ) 相 局 的 数值 ; 油 
来 这 个 医 数 就 称 为 次 浙 物 融雪 . 优 洪 物 陨 数 也 可 尖 忆 地 当 定 义 } 但 有 具 要 jp) 
不 小 于 方程 4L1L1) 焉 8 中 的 这 全 解 的 数值 。 


253. 流动 方程 解 的 基本 不 等 式 ?783 


一 一 一 -一 -一 一 -一 - -一 -一 一 一 -一 


优 捧 物 珊 数 在 的 边界 上 取 到 最 小 慎 。 次 济 物 背 数 也 基 有 关于 最 天 钙 
的 党 似 的 性 质 ， 

不 难看 出 ;如果 汪 tx; 及 在 万 中 中 有 好 精 的 束 狼 Wo wo 下 Wty Wo RK Ye Bi 
-yezz0) 那 末 风 fo 昌 为 优 搬 物 隙 数 。 事 实 上 设 如 为 满足 方程 (01) 的 一 
解 , 在 中 的 边 上 与 年 到 相同 的 植 。 这 时 其 式 w= 一 在 8 的 边 .上 笔 十 辕 ;上 
在 月 内 wi 一 ww 祈 0o 但 在 这 时 ,半数 汉 雇 当 丰 8 的 边界 .上 法 和 最 小 书 [248]， 
在 边界 上 , 它 的 数 候 邯 是 震 ， 记 已 在 柳 个 三 角形 中 tp 四 序 在 8 中 Yu 这 
就 基 所 要 许 的 。 

同样 地 ;如 果 在 吾 肉 pr 一 gre 三 0 懂 末 4 就 是 次 插 物 图 数 , 方 程 (11) 和 的 
每 一 解 是 同时 为 次 搬 欧 图 数 , 驻 为 优 搬 愧 列 数 。 浇 全 与 [对 杂 中 一 样 地 可 以 
迁 蛆 ,如 果 记 (六 );… fm 及) 是 优 绒 移 醒 数 , 那 永 二 min [了 3) 7， 
fmt 旭 )] 也 是 优 湖 物 峡 数 。 用 fa 来 记 一 个 隐 数 ; 它 在 三 角形 8 之 外 及 边 上 
重合 于 AW) ;在 有 内 它 等 于 方程 (1 的 在 有 的 边界 上 取 利 7 的 解 。 旭 
闻 在 [2 的 中 一 样 , 可 以 亦 明 , 如 果 7 时) 是 优 现 物 本 数 ; 闭 赤 fatM) 也 肯定 
是 优 顽 物 网 烙 ; 且 在 吕 中 fat 于} 所 了 (对)。 

在 吾 中 的 边 储 是 在 下 底 t=0 及 侧 边 说 上 土 霄 定 的 ,把 是 的 测 六 的 这 一 部 
分 记 为 W。 上 函数 与 下 图 数 的 定 广 也 间 对 近 普 近 斯 廊 程 所 微 的 一 样 。 特别 ， 
上 渤 数 是 措 每 一 优 拓 愧 副 数 , 它 在 上 取 利 六 反 答 的 边 利 。 

钨 后 ,在 B 中 定义 枚 数 &tx) 人 ;人 它 是 所 有 的 .上 柄 数 的 下 确 界 之 情 , 可 以 
放 明 ,这 一 柄 数 满 是 方程 (DT[ 内 野 门 。 乱 是 土 瀑 的 方程 GD) 的 边 利 闫 题 
章 广 文 主 o 西 数 w(x) 如 与 0 相连 近 时 的 性 千 的 研究 可 过 在 下 上, 彼得 软 夫 
斯 基 的 落 作 " 认 和 热合 导 方 程 的 第 一 边 情 间 题 *(“'Q nepeoit npexebHoli 3amaze 
IH 了 PaBHeHEA TOINONPOH LHOGTH Compositio Mathematica; t. 1, fase. 8; 


1935) 中 找到 。 

253， 波 动 方程 解 的 基本 不 等 式 ”在 前 一 章 中 ,我 们 已 研究 过 
用 初始 条 人 性 及 系数 来 佑 计 线 性 双 明 型 方 称 的 解 的 数值 的 问题 。 在 
那 时 , 我 们 甬 假 识 , 所 入 究 的 过程 或 者 是 性 生 于 全 空间 , 或 者 发 生 
于 窗 戎 的 一 郁 分 以 及 时 间 的 一 定 范 雷 ,在 这 个 范 转 中 过 党 上 上 的 抄 
动 还 素 不 及 到 玉 。 现 在 我 们 要 建立 对 地 值 问 题 的 一 些 类 伺 的 不 等 
让 ,但 撕 于 变动 方程 。 为 了 址 滑 上 的 明显 超 见 ,所 有 其 述 将 对 有 表 


4 纱 四 妊 ”过 仿 图 腺 


CC 


个 宇 有 并举 标的 波动 方程 进行 。 在 这 时 我 们 将 有 三 个 坐标 {w, 9, 攻 
而 可 以 利用 三 杂 空 章 的 加 象 。 所 有 的 认 述 也 可 移 置 泗 有 三 个 空间 
的 吝 标 的 情形 。 

珊 设 动 方程 
12) = 
在 以 i 为 油性 的 区 域 B 中 有 一 解 xP;#) =%w(w,y 昌 ,1 它 满 是 某 些 
初始 条 件 : 
118) 全 if 的， 和 [to 一 六 人 3) [人 急 在 8B 中] 
及 齐 鼠 按 值 条 件 
(114) ;=0, 
我 们 的 目标 是 要 和 弄 请 楚 解 对 初始 条 件 (113) 的 依 顿 人性。 设 也 是 空 
霄 (zy，2 六 的 三 雁 区 域 ， 写 是 由 平 研 1=0, t= 了 及 一 柱 面 Di 为 倒 
了 而 所 图 成 的 , i 为 从 ?了 出 长 ; 王 行 于 +t 轴 的 侠 炎 所 构 腾 。 我 们 候 
玻 上 述 解 本 身 为 连结 , 在 于 区 域 六 中 有 一 阶 的 连 积 导数 , 及 在 也 
闪 有 二 阶 的 右 凌 导 数 。 我 们 将 从 在 证 明 唯 一 性 定理 时 伍 灰 利用 过 
的 如 于 的 祈 等 的 恒 迁 式 出 蔓 : 
[116) 20 is — ds) = 记 (十 红 填 4 一 


一 包 (Cards) :一 和 2 (otty) bo 
把 二 到 六 区 域 D 积分 ,利用 方程 避 1) , 肥 利 用 奥 斯 特 洛 格拉 得 斯 
匣 颁 式 把 右 这 的 积分 必 变 形式 ,我 们 就 得 到 : 


(16) Lt 二 viecostn, 1 — Doty Cogn, 光一 


— Quwreos tn, DIAS =0, 
这 里 5S 是 也 的 人 至 表面 而 % 是 S 的 外 法 线 方 向 。 严格 地 器, 在 对 
于 二 的 所 作 的 假 导 下 , 我 们 应 当 把 奥 斯 特 治 裕 拉 得 斯 基 疏 式 首先 
应 用 在 DD 内 的 柱 面 , 然后 取 柱 限 , 并 利用 第 一 阶 导数 直到 有 的 如 


358， 3 波动 /7 各 解 的 基本 不 等 到 T7856 


rm 


贸 性 。 在 蚁 悼 忆 的 侧面， 部 在 和 我 们 有 eo03tn, 介 二 0 及 4 二 0。 

局 一 式 子 是 由 于 二 的 点 是 在 不 同 的 瞬间 的 通道 上 的 点 :而 
在 ! -上 我 全 有 条件 (11 遇 ，, 印 在 5 上 =0。 在 这 时 还 必须 指出 
[163] 中 的 引 理 。 在 杜 体 的 上 底 及 下 底 , 我 们 有 cos (ny,w) =603(n， 
) 二 0。 此 外 在 上 底 我 个 有 costw, 站 ==1, 在 下 底 有 cos 人 fm 用 = 
二 一 J。 因而 会 式 (116) 葵 我 们 导 来 了 有 以 下 的 基 林 的 等 式 : 


中 {让 十 缮 十 中 dS | -| [十 4 十 2 
| 


i 


或 者 ,注意 到 局 19) 式 ,这 就 是 : 
G17) ff@er + tas- J +) rls, 


在 积分 的 左 个 也 可 壕 取 区 有 阅 [, 全 1 中 的 尾 一 tt 值 。 我 位 识 基 有 .上 
述 性 质 的 解 在 以 上 所 定义 的 性 人 尹 内 是 存在 的 。 从 (417) 式 让 接 
推出 , (I17) 的 在 边 是 与 t 狼 关 的 。 现 可 输出 刀 沿 区 域 B 的 积 盆 
的 估 值 。 我 倍 汶 与 井 平 行 的 寥 线 与 过 道 了 的 变 点 不 超过 前 个 ， 晶 
襄 &= 9 人) 与 49 一 ga 二 是 这 通道 的 上 面部 分 与 下 面部 分 的 方 各 ， 
硅 上 且 , 显 多 0 志 pos 一 oafo) 志 肝 , 民 是 某 一 常数 。 我 们 可 写 出 ? 


wn y= | B By" 3 (pp, yi, da 
或 江 
Ww Yt -| Du ls, v1, 站 Des, Yrs Day,, 
Wi 1 
由 此 
[ees dae 
疡 


Vy + 
-| | | ) Qa Fw, Wi, A 2 ts gy, | dv dy 
二 入 


oul 


以 a 与 已 来 计 通 道 二 的 最 左面 的 点 与 最 右面 的 点 的 横 坐 标 ， 
我 们 可 以 号 出 ， 


788 第 四 产 ” 壹 入 六 是 


人 4 (和 YY 下 dodo 一 
请 


_ » a y Br (x， a 中 
| } | i 20te， 1， 2 a jy dwo 


变换 对 与 的 积分 顺序 ,应 用 犹 义 克利 公式 [II;?9] ,就 有 
| 2 tow dy =— 


加 了 Ft) Pts A {ew, Yi t) | 
[jw 


再 注 玖 到 和 被 积 黎 数 与 y 监 基 , 这 就 是 
有 we yy Pdr dy = 


-|| ate, &, 起 uw pt 2 [pat 一 4 中 Ga 


我 们 有 g1(2) 志 信 所 ga (8) ,因而 0< pal8) 一 寺村。 以 yy 求 记 和， 
就 可 写 出 ; 


| Cw, YD dv dy 
于 
<22|| | 本， | 让 do dy 
“将 


对 最 后 一 个 积分 用 布 里 亚 椰 忌 斯 基 不 等 式 , 有 
| ow, Ys tay dy 


oN 中 a (人 y, ty dy a | 上 人 人) dp dy 
把 雨 过 平方 起 来 , 狗 去 一 个 好 (r,g, 蚊 的 积 牙 ,就 得 到 |; 


pr 了 
(118) 时 a (wy yD dy dy <40||( 2 各 如 芝 ) dx dy, 
Fn 


并 且 , 注 泡 汉人 7 式 ， 我 们 就 有 借助 初 冶 条 件 对 外 (w, y, 必 的 各 


284， 非 齐 或 方程 的 情形 LE 


OO Oe ere — 


俘 的 最 散 和 多 佑 值 : 
(119) | ww, YD As ye 


<ar|[ (名 》+( 弘 ) x] wa 


利用 这 一 公式 可 以 按 初 始 条 件 的 均 方 认 差 来 估计 解 的 均 方 简 
差 。 融 我 们 已 求 漳 方 程 (1412) 的 一 解 wu (9 站 ， 它 满足 齐 坎 边 俯 
条 件 (114) ,但 屁 满 足 另 外 的 韧 姓 条 件 

好 1 0 一 ol, 4 | = pi{t, Y) 
以 代替 初 站 条 件 (118) 。 汰 式 人 一 轨 ) 满足 方程 (112) ,也 满足 齐 次 
的 边 值 条 件 (11 人 以 及 初始 条 件 : 


(一 4 | 本 一 和 呈 — gols, Y) 3 


ee 一 疡 地， HD) 一 52 Wo 


对 这 差 式 应 用 估计 式 人 19) ,我 们 得 到 用 初始 条 件 的 均 方 谈 羡 来 玲 
示 解 的 均 方 吝 差 的 估计 : 


t=0 


(120) [ft 人 yD u(y, Y, DJ dy 
or/[ (多 -各 +( 禾 - 先 ) -mm 


从 此 推出 ,如 果 右 边 趋 向 于 零 , 那 末 解 的 均 方 敲 善 也 趋向 于 宕 。 
%54， 非 齐 次 方程 的 情形 ” 澳 考 察 非 乔 次 矿 程 

(121) Ua， 

并 县 齐 况 的 边 侍 条件 (117) 及 初始 第 件 (18)。 如 果 边 信条 件 是 菲 

章 误 的 : 

(122) ui=atr, y, ), 

于 未 ,我 们 引进 新 的 未 知 画 数 y 一 4 一 mo 以 代 炎 名 ,于 此 v6 是 满 是 
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边 值 条 件 忆 中 ) 的 仔 一 求 数 ,就 会 得 到 对 于 ?的 齐 实 边 值 条 件 。 我 
们 指出 , 如 果 对 入 已 有 齐 次 方程 (112) , 那 末 对 于 ?我们 世 得 到 的 
是 非 少 次 方程 。 因 而 ,利用 初始 条 件 (118) 及 自由 项 x (vw, y, 引 对 
方程 人 434) 的 解 的 舍 值 , 使 我 们 会 与 以 前 一 样 地 , 当初 始 条 件 与 边 
值 条 件 变 动 时 能 够 倘 计 解 的 均 方 且 差 。 

芭 式 015) 中 左 动 消 D 所 作 的 三 重 积 分 , 由 于 代 217 ， 妇 千 为 
莱 积 Quwe 的 积分 ,而 代替 (117) ,我 们 得 有 到 式 : 


(128) 有 Gas | ,= 


-| [ (He) 十 ( 强 ) + 内 | 43+ 引 | To 
蚂 ; 
(124) KO -| tds; AO) -| diS。 


加 对 


前 一 公式 可 写 戌 形状 ? 
(1295) K(XK(0)= 2 Wi dT = ?|， | [ur das Jet, 
把 沁 关 于 人工 徽 侧 , 并 把 了 疏 为 熙 
-2 外- 中 wr as， 
从 此 ,利用 不 等 式 21a5| 志 中 十 六 ,我们 得 到 
SAO + uf dS, 


或 者 ,注意 到 
(126) dS K(f), 
我 们 可 以 与 出 t 


LE 


354.， 非 过 次 方程 的 情 溢 789 


4KO, 
或 者 | 
dle 和 De-td (2) ， 


积分 这 一 不 等 式 , 我 们 得 到 


(127) Ky) <ek (0) +| ott de 
如 果 乱 

LO | ua dS 
那 来 我 介 就 有 : 
《128) LO i a as<|| 2 8+ 


+|| uf ds<L) + 


EB 
在 这 一 不 等 忒 的 左边 , 栽 们 可 以 放 久 先 对 值 的 适 号 ,从 (238) 推出: 
lest)} 二 et 全， 
如 六 ,我 们 引出 不 等 式 
(129) L 人吉 Ca {0) +| 人 一 ft el。 


除了 这 些 不 等 式 以 外 ,在 边 值 条 件 与 初始 条 件 者 是 齐 奖 的 情形 下 ， 
还 可 以 得 到 对 严 过 与 卫 二 的 简单 的 佑 值 。 在 这 时 天 (0) =0, 又 
对 公称 人 2 区 的 右 边 应 用 和 布 尼 亚 枉 基 天 柱 不 等 5 我 们 得到: 


KP) <2| [ 有 wt dS ] [ | 2 as] a 
由 于 (126) ,这 就 是 : 
(180) KT) =<| [RDTHAA (D1 dt, 
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在 区 间 0 志气 TT, 床 信 = max K (DA max 44(0) 上 面 的 不 等 
式 葵 出 ;  ， 
F(TM<E? AiT 
把 1 代入 这 公式 以 代替 卫 , 式 中 Oi 所 TT: 
(181) KO) Ki A (0xteT), 


把 二 个 的 这 个 情 计 代 久 积分 人 80) ,我 全 得 到 : 
EQ Rt At 说 (Ot T), 
再 把 这 个 知 计 代 久 积分 各 80) , 就 有 


1 
1 TT 了 Ao, 

区 i 
ERY A 7 (5). 


把 这 些 估计 一 将 权重 下 去 , 鬼 过 nn 次 代 人 局 ,就 得 到 : 


1 
(182) 六 {人 区 A pe 2 吉 (i ) vs 


D1 S11 
er 
-的 六 
考察 焉 数 的 序列 : 
1 1 
(188) 二 ' (1) “(§ ) 。 
当 名 增加 时 ,因为 


oh _ 号 好 于 加 4+ 下 1 
rr py i py i 


所 以 所 配 的 每 一 分 数 当 ?4 境 训 时 是 玩 玻 的 。 
因而 , 当 % 增 加 1 时 , 莱 积 (133) 中 每 一 相应 的 因子 是 减少 的 ， 


并 且 汪 习 以 -个 小 于 1 的 因子 (对) ””， 这 就 是 序列 (133) 是 三 


小 的 ,因而 有 极限 ， 我们 有 出 字母 来 记 它 。 把 (182) 式 过 波 到 根 
恨 , 我 们 得 到 : 
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EWeOAR (0 本 。 
揭 这 个 佑 肖 代 有 公式 430) ,我 们 得 漳 : 
E(t) < AD La。 


= 1 
Nl JNO ja_ Ot ig. 
区 的 到 于 3 dP- i A ; 


秩 熏 代 大 ,得 
RO < A 
五 
重 过 渡 到 极限 ,我 们 就 得 到 不 包 合 吕 的 个 谢 式 : 
(184) E(t 二 于 4 (0ssts 人 。 


我 们 记 起 ， 这里 的 4 是 在 区 间 0 去 1 生字 中 的 max44 伪 。 有 
了 对 琴 (由 的 信 计 39 ;依据 (118) ,我 们 就 能 够 知 诗 画 数 Www,9， 
六 的 平方 的 积分 : 

(135) LDSANYE (Oef<T), 

可 我 们 有 弄 实 方程 4112) ， 共 具有 者 始 条 件 及 边 值 条 侍 。 利 用 
方程 夺 ] 电 在 天 界桩 面 .E 的 解 [II; 133] ,可 以 扯 初 始 条 件 化 为 齐 
实 的 。 我 们 又 圳 ,， 沟 过 这 样 的 化 绝 之 后 , 在 边 秆 条 件 中 的 画 数 
or 2 为 剧 我 们 能 够 找 出 在 本 眉 开 始 时 狐 过 的 辅助 硬 数 so， 它 
并 能 色 足 齐 问 的 初始 条 件 。 这 时 变换 2 一 4 一 ww 把 边 值 条 件 化 为 
齐 实 又 并 不 妨害 霹 始 条 件 的 齐 裕 性 ， 得 它 把 方程 作为 形状 (12) 。 
就 在 这 个 情形 下 , 我 人 有 估 话 (135)。 在 实用 上 ，, 这 个 估计 可 以 应 
玉 于 估计 有 洱 同 这 值 条 件 的 两 个 解 的 其 。 

利用 白 得 到 的 估计 , 可 以 菠 明 波动 六 程 的 解 是 在 -- 定 意义 下 
速 芝 地 侈 屯 于 击 始 条 件 , 边 值 条 件 以 及 自由 项 。 
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mm ee Le er a 


首先 斌 究 对 自由 项 的 依 起 竹 。 发 必 与 如 是 具有 不 局 自由 项 
of2 9 引 与 mat2 2) 起 的 非 齐 次 方程 的 解 ， 并 且 计 些 解 诺 是 漠 
欧 的 宴 始 条 件 与 动 值 条 件 。 洲 式 (ts 一 42) 满 是 以 (zr 一 下 为 自由 
项 的 非 齐 欢 方 程 及 齐 次 的 初 姑 条 件 与 过 值 条 件 。 如 果 在 这 时 有 


上 -so*ess 号 《0<ts20， 
沙 末 ,应 用 (8 和 与 86) 就 竺 出 : 
时 Ga 一 aas<eae2p (OtteT):} 


(186) 


Dus _ us Guts Ba 人 
作 [( 营 人 和 3) + 
十 (人 -Se) ] ss i (Oxf 人 7), 
因而 , 我 全 就 得 到 在 均 方 误 关 的 癌 义 于 , 解 对 于 上 自 击 项 的 速 炉 性 。 
现 仍 ,我们 有 齐 欢 方程 的 责 个 解 9 与 22; 它 俏 满足 齐 次 的 初 
始 条 件 与 不 同 的 边 箱 条件: 
dri= 人 Wy, yy OD | YH, 

并 且 国 数 册 在 搞 区 域 吾 中 定义 , 当 t 六 0 有 时 让 了 并 有 到 二 阶 的 连 
先导 数 ,还 满 是 条 件 : 

中 2 各， Y, 0) 二 由 sz y= Se :0 风纪 | = 


oo 站 ef， 4 站 
of 


一 0 


引 大 新 的 未 知 鲜 数 让 王位 一 四 o 一 2 一 网 ， 我 们 就 得 到 它 悄 的 
闫 者 次 方程 : 


名 = (加 


其 初 她 条件 与 边 秆 条 件 志 为 齐 次 的 。 
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bie 


现在 我 们 可 以 对 (ww 一 也 ) 应 用 (18 从 与 (185) ,这 时 
EN 


注意 到 一 个 显然 的 不 等 式 (a 十 5 十 03 志 8(@3 十 矿 十 只， 我 们 得 出 1 
A 1nax ?| (2 一 Ea ) +( a 一 十 


Oefen Oa Oa 
:各 - 强 站 a 


并 且 , 如 果 在 右边 的 积分 在 0<t<T 时 小 于 子 , 那 末 我 们 就 可 以 
写 出 估 旗 式 《186)。 

淡 我 们 放 起 公式 (120) 输出 了 在 乔 灾 边 值 条 件 下 , 乔 实 波动 方 
程 解 的 均 方 误 傣 对 初始 条 件 的 均 方 误差 的 估 赖 性。 在 这 时 , 除了 
(420) 外 ,我 合 还 利用 (117) 而 得 出 : 


a 用 [ (姓名 )+( 壮 -各 ) 
ee El 


+( 2 -Be) + fp) ds 
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(188) Dy = tr, Tn — Vt = 
的 边 作 问题。 锅 在 以 二 为 迎 道 的 区 域 8 内 部 可 以 求 得 方程 (188) 
的 适 , 它 满 是 齐 闲 边 从 条 件 : 


{189) J 
友 梓 她 条 件 : 
(L140) Wo Po (m1 Wo) } Hi | ;0= 1 (V1, Va) 


形式 地 应 用 富里 堵 方 法 ,我 们 得 到 如 下 形状 的 问题 的 解 : 


784 | 


(1d1}) w(P;f = > Cam GOS tt bes gin Mt) vin CP), 
本 此 An 与 va P) 是 方程 

(142) 0 十 2 人 一 站 

对 于 ?的 在 这 值 条 件 代 839) 下 的 特征 什 与 特征 画 数 ， En 


(148) > Qtnt P); 


(144) > Br Mm (iP) 
为 函数 golP) 与 pi1 (也) 的 窗 里 埃 般 数 ， 
(145) t= PalP) val PAS; n= | pi PY va PY dS, 


奇 波动 方程 的 富里 埃 方 斌 的 验证 与 的 的 这 个 方法 
的 验证 比较 起 来 ， 是 引 素 了 实质 上 的 困难 。 在 C. 区 需 伯 列 夫 
《Po0060e 配 的 己 :… 数 学 生理 方程 (TaBHeHHS MBTPMaTRHU6CEO 丰 由 H3 有 - 
KH "T9050,828 及 38365 页 ) 从 波动 方程 广义 解 的 驶 点 进行 了 对 富里 志 
矿 法 的 上 述 的 驶 证 。 并 且 他 主要 地 利用 了 著名 的 可 斯- 览 兹 尔 害 
理 及 镍 均 收 钱 性 ,我 个 现 在 也 从 广 交 解 的 观点 在 对 pd 号 px 了 了) 
有 较 强 的 假 识 之 下 来 煞 述 对 富里 埃 万 法 的 验证 ;得 所 用 的 工具 却 
上 比较 初等 。 


我 们 贬 假 访 胡 数 
(146) Ean Vin (DP); 
(147) > buon (P) 


在 防区 域 B 上 下 有 四 艇 。 这 时 , 先 数 
这 amnvnt PY); ; pa Dy ‘PP) 
在 B 内 更 其 为 正则 股 敏 的 。 因 而 ,对 任何 实数 t , 颁 式 (141) 决 定 
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了 一 个 在 证 中 的 连 粮 面 数 , 而 从 般 数 全 46) 与 (147) 的 正则 收 笋 性 
推出 ,这 一 画 数 有 关于 t 的 在 玉 中 为 回炉 的 恨 导 数 : 


(148) uP = D(anViesin VAst+ 


十 Bnr hn 08 Nn) vn PY ， 
着 且 所 守 的 禹 数 对 每 一 主 在 闻 中 开 划 了 政敌 。 从 (1d44) 与 (148) 可 
项 得 出 车 论 : 男 数 %(P 纹 满 是 初始 条 件 (140) 。 因 所 有 的 函数 
wt 也 ) 都 满足 边 值 条 件 (189), 从 此 推出 而 数 wt 了; 日 也 能 满足 这 
个 条 件 。 

现 要 决定 方程 (138) 在 边 佳 条 体 (139) 与 韦 始 条 件 (140) 下 的 
义 解 。 接 着 我 个 要 证 明 ; 在 所 作 的 假发 下 公式 14) 就 输出 这 广 
尽 解 ;并 且 这 种 解 是 了 瞧 一 的 。 

坑 是 空 潮 (z, yy 站 中 的 一 个 柱 形 区 城 ， 其 诗 为 五 , 妖 线 为 
平行 末 主轴 的 站 线 ,， 上 -ce<t 二 十 ce 设 全 为 这 一 秆 形 区 域 的 
边 淮 。 

设 画 数 ee; 在 了 中 直到 六 为 过 和 粹 , 在 5S' 上 化 为 等 ， 在 
D' 中 有 到 二 阶 的 回炉 导数 。 此 负 , 我 们 假设 oP; 日 在 8 上 有 正 
常 法 艇 导数 , 丸 当 t 的 完 对 值 充分 大 时 ,9 (了 P; 用 等 于 雾 。 

诬 wtP; 介 是 方程 (38) 的 基 一 二 次回 入 可 微分 的 解 , 但 宅 在 
D' 的 i>0 部分 所 定义 , 且 满 足 边 值 条 件 (89) , 有 正常 的 法 入 导 
数 。 此 让; 让 ww 了; 避 还 满 吓 初始 条 件 (140) 。 在 区 域 的 i>0 
的 部 分 ， 对 国 数 uP; 与 o(P; 刀 诺 用 格林 公式 。 我 们 注意 到 
Dw=0, 且 由 十 在 SS 二 w=o=0 和 而 在 昼 ' 上 的 积分 是 消 和 失 了 ,就 
得 出 ; 

(149) 时 Dodr = {| | po 各 )， — 10T) to |as, 


匠 且 在 位 49) 左 这 的 积 秀 事实 上 只 屡 布 六 有 界 区 城中 ,这 是 由 于 5 
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而 国之 Do 对 半分 大 的 几 等 于 堆 。 

等 式 (149) 自然 更 引导 到 广义 解 的 如 下 的 定义 : 定义 在 忆 的 
E>0 部 分 的 图 数 CP; 旭 ， 和 如 虹 它 本 奥 及 (PP; 台 过 双 5 及 1=0 
上 连 娘 , 满 是 边 值 条 件 (189) , 如 果 对 任意 迁 择 的 满 是 上 述 性 质 的 
画 数 o(P; 台 成 下 等 式 (和 9)，, 我 人 就 称 攻 为 在 韦 姑 条 件 (140) 下 
的 近 值 问题 的 解 。 

公式 (141) 苛 出 问题 的 在 崎 于 所 指 内 的 洲 义 下 的 解 。 下 实 .上 ， 
注音 到 夯 数 ww(CP) 在 区 城 的 通道 -上 有 正常 法 线 导 数 , 我 们 就 能 
作出 尹 芥 ,如 果 我 们 取 般 数 4td) 的 部 秀和 2 (有 杂 作 为 了; 功 ， 
那 末 公式 (149) 威 立 , 达 就 是 : 

作 sn PD Do (和 dr 


Ji 


-mg), em] 


式 中 用]( 下 与 只 (为 9o( 也 及 pi1( 忆 的 富里 埃 报 数 的 部 分 和 。 
因为 wor>so 时 ,sn(P; 介 34(P，9(P) go(P)， (PP) -> 
~>gx(P) 在 区 域 DD 中 冰 到 8' 一 和 至 地 虑 亦 , 痢 末 在 这 个 疆 式 中 取 
nco 的 标 眼 ， 我 们 就 诈 明 有 公式 (4 所 定居 的 尼 ( 王 ;用 是 初始 条 
件 为 1407 的 问题 的 广 尽 解 。 

现 诈 ,在 新 的 提 污 上 的 边 值 篆 是 的 解 由 初始 条 件 所 了 瞧 一 地 确 
定 。 为 此 ,只 取证 明 满足 齐 次 的 初 姑 条 件 

up; 0 =u iP; O00 =0 

的 广义 解 在 D' (>0) 中 恒 等 于 喜 也 就 亿 了 。 

祖 据 广义 解 的 定义 ,对 任意 选择 的 画 数 ec(P 沿 ,我 们 有 

省 un (P; Do (CP; Dar=0。 


在 1<0 时 全 xD 和 一 0。 达 时 wo 有 与 人 (四 在 整个 


255、 害 里 快 方法 与 广义 解 ， 和 7 


D'" 中 达 稿 , 也 
{1B0) | | wpP; DODOo PP; tar=0, 
他 co 二 站 这 里 了 是 任意 的 对 所 有 的 为 二 
阶 连 种 可 微分 的 画 数 , 在 t 值 的 某 一 有 限 区 章 之 外, 它 化 为 需 ; 而 
是 某 一 定数 。 
因为 所 选择 的 画 数 o(P; 上 具有 以 上 所 示 的 性 里 。 我 个 有 
Deo; = 了 E40 A 一 to 人 PC 二 上 一 
=—[Ef"t ha ln (PD), 
因而 等 式 (150) 取 形 鞭 : 


GD) | ewes DG) tof (tO Yon (PYar=0, 
和 
a59) wl |) op; FE+ rn Par 


我 们 有 
» © = {| wp; DF CHE om Par, 


而 等 式 (1467) 诅 出 : 


hn (£) 十 Mm (é) 一 0， 
下 | 


{153) 由 人) 一 Ci co9V hn + Os sin MAE 

更 诅 ,6) 三 0。 名 Ra] 是 这 笠 的 区 间 ， 在 其 外 ,了 避 等 
于 需 。 访 E> 三 , 这 时 对 翁 式 {152) 的 稚 积 画 数 来 说 , 在 {>0 有 时， 
f+ 提 =0, 而 在 <0 时 wDP; 台 一 0, 人 只 此 扒 峙 E> 名 时 由 (外 =0， 
因 市 在 (158) 中 Oi 一 Os=0 邹 wt( 全 三 0。 现 已 不 难 证 朋 w 人 XP; 介 寺 
三 0。 作 起 岛 数 ; 


olP; ©) =| uP; OF EEE 
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oo remrrrntL am mr mm um 


对 任意 固定 的 #, 它 是 了 在 8B 中 的 速 粳 内 数 ,而 由 于 (1652) 及 
ne) 三 0，, 证 与 所 有 的 EE (PP) ne 

图 数 zt( 户 梭 成 一 个 对 采 系 太 , 从 所 滔 蛤 楼 推出 wiP;E) 二 0， 
的 


| uP; FELE d=0 


对 尾 人 管 选课 的 满足 上 述 性 质 的 画 数 .四 成立。 秋 用 变 修 尘 的 基本 
节理 [6] ,我 们 得 到 ww?(P; 如 三 0, 这 就 址 明了 在 所 葵 条 件 下 问题 
的 广义 解 的 唯一 性 。 

堆 一 性 的 入 一 证 明 取 月 和 J 斯 穆 楼 区 基 的 学 位 论 交 “波动 
方程 的 边 值 抽 是 (“TIpaueipnar sanada LTT BOTHOBOTO YpPaBISHHA”Y, 
本 段 的 从 部 叙述 也 都 属于 他 充 。 不 难 指出 对 polP 与 g1( 吕 ) 的 
和 条件 , 亿 能 使 轿 数 人 46) 与 (14) 在 B 中 正剧 收 敏 。 例 如 和 如果 
gol 也 在 8B 有 到 四 阶 的 连 禹 导数 并 满足 条 件 : 

yo|: 一 49o|: 一 0， 
而 wztP) 有 到 一 阶 的 速 向 导数 且 满 足 条 件 ; 
pi 一 0。 
这 时 级 数 导 47) 的 正则 收 数 性 可 直接 由 画 数 pa (PP) 的 富里 埃 般 数 
的 正 姑 收 襄 性 推出 ,而 包 数 EY 性 自如 下 公式 扒 知 。 


yo) vm PIAS = P08) don PIAS = 
-六 


= 一 元 wa. P) Apol P) dS 
让 二 


256， 富 里 埃 级 数 的 和 次 党 ”现在 我 俏 在 对 初始 条 件 {140) 
[255] 中 的 夯 数 go( 了 ) 和 pa (CP) 作 某 些 恨 玲 下 , 来 闭 竹 研究 报 数 
(141) 的 逐 项 微 苍 的 可 能 性 。 这 个 研究 的 基础 是 在 于 现在 要 举 出 
来 的 不 等 式 ,我 们 可 在 下 面 儿 段 中 证 明 它 。 预 先 权 引入 某 些 记 号 ， 


856， 当 星 块 概 数 的 研 完 fro9 


qq ee 7 一 rr 一 rr 本 一 mm， ee ram 一 ee mm ee PP. ei pe 


朗 我 仙 庄 


2 Bu Dy 
到 人 四 = 四 = 用 DD 二 
kW 9) = TY, ,> a 


(154) H,(W) ~ HL, 骨 


Fools, VY) =| jw i 


假 咒 xf) 与 2 在 速生 , 间 有 直到 ! 为 过 入 的 所 窑 出 下 式 中 
所 含 的 各 阶 导数 。 现 类 叙 进 基 玉 不 等 式 : 如 果 疼 数 ul 也 在 BB 连 
粮 , 且 有 直到 /为 巡 炳 的 到 五 阶 的 导数 ,并 满 是 条 件 : 
155) uli= dul1=0, 
和 群 床 成 区 不 等 式 : 
(156) Hw edi de, A) TC Ay, A 十 
+iotduy, A td, W], 

式 中 4 是 仅 与 区 域 BB 有 关 的 常数 , wu 是 拉 普 拉 斯 算 子 日 dau 一 
= 4(4w) 。 对 通道 的 假 广 将 在 对 (56) 的 趟 明 时 再 米 气 进 。- 

对 于 这 个 不 竺 式 作 一 个 注解 。 在 这 个 不 笑 趟 中 只 有 上 世 到 四 阶 
的 导数 ,但 为 了 推出 已 ,我 们 要 假 蕉 直到 了 为 过 入 的 第 五 阶 导数 的 
存在 , 如 向 这 不 等 式 的 条 忻 中 所 襄 的 一 样 。 不 难 去 掉 这 一 最 后 的 
条 件 。 事实 上 , 邵 果 wlP) 是 在 吕 中 喇 阶 过 态 可 微 的 , 潮 末 对 充 
分 平 请 的 角道 六 图 数 wt 了 ) 可 以 延 折 测 全 于 面 , 使 得 延 拓 后 的 瘟 
数 企 全 下 而 为 四 阶 速 炉 可 徽 。 于 是 对 延 拓 局 的 画 数 以 (P) 的 平均 
画 数 在 B 中 有 任 音阶 的 速 标 导 数 ， 因 而 , 对 平均 丽 数 成 立 不 等 式 
《156)。 人 己 乎 均 责 数 及 其 到 阳 阶 的 导数 在 互 中 一 致 收 伍 于 w(CP) 及 
其 相应 的 导数 。 对 平均 阁 数 的 不 等 式 (150) 施 行 述 限 的 过 程 ,我 们 
就 得 到 硅 论 ，(156) 对 于 公 数 wtP) 本 身 址 有效。 利用 这 一 注解 ， 
我 们 能 钥 降 低 对 届 湛 大 的 要 求 。 


800 第 吗 浴 ”过 和 值 癌 古 

我 们 将 假发 pe) 与 gp.( 吕 在 8 中 巡 炉 ， polP) 有 次 到 为 
如 和 纺 的 到 四 阶 的 导数 ,px 有 和 到 ! 为 过 纺 的 到 三 阶 的 导数 ,此 
外 :还 请 足 条 件 : 
(187) Pohli= poli= pi1hi= Ag1|;=0, 
我 们 写 出 般 数 (141): 


(158) wt{P;#) = > (am Cos/ Tat + bn Sin od) pa (DP) = 


之 On, (t) PY CP ) 
而 利用 (156) 来 居 董 五 su 于 此 
Wp,g = > Cm (6) Pia {P) o 

我 俐 已 走 ， 画 数 2 了 P) 有 在 上 上 的 正常 法 线 导 数 。 如 对 洒洒 /的 
平 请 性 作 了 某 些 假定 , 那 末 sw(P) 就 会 有 直到 ! 为 连篇 的 到 一 定 
阶 数 的 导数 [ 见 器 6], 在 后 交 中 ,我 们 租 假 设 加 人 有 到 五 阶 的 痊 
到 ?为 巡 秋 的 导数 。 尖 时 , 我 们 可 以 在 (156) 中 办 4=wr,a。 例 如 ， 
如 果 是 加, 得 殉 上 的 这 样 的 速生 性 是 成交 的。 在 这 时 谓 数 ww/ 
机 以 用 和 震 尔 画 数 来 表示 [II; 198] ,并 有 任何 阶 的 直到 上 为 过 术 
的 导数 。 在 将 采 , 我 从 将 说 出 某 些 对 通道 二 的 充分 条 件 ,， 在 这些 
条 件 于 wn(P) 有 到 五 阶 的 次 到 [为 连 粮 的 导数 。 转 向 计算 当 4 二 
一 Wp,q 时 在 (156) 竣 这 的 积分, 我 们 有 : 


十 
A og = BS ou(DXgan(P )， 
丽 二 十 


从 此 Towas do 用 [富国 mmC)] dS 


= St oA 


和 D4 入 十 二 


诉 完 色 类 似 地 有 
1o(Cdo jos 一 ,2 把 人 人。 


238. 祝 里 决 极 数 的 研 光 Bo. 


为 了 时 息 (diigo，dWy.g) 及 了 五 (gy Wy,9) ;我 们 注意 到 ; 如 时 应 
”用 格林 盈 式 [II; 193] ,就 得 和 到; 


Ba ,eof av ， :从 #3 去} 肘 
(158) ] ( pr dor 5 3 Be)d8 = ; 


hm 4 一 中 时， 
从 此 府 接 推出 : , 
Ti( Mwy,, det,o) = 并 {on (0) hn se) dS = 
" 辣 个 一 六 
- SD! Ns, 
ft 二 人 二 1 


Ti (Wp,a) wo) =—)| (> (> 人 > So) as = 


卫 寺 生 


,之 ， 人 Mmo 
把 所 有 这 些 代 久 到 5 人 0 的 五 这 ,我 们 得 出 : 
Hy (2p, 4) <43 0 (Ct) (A 十 Le 所 
裔 pp 相当 大 , 使 得 当 m>Pp 肝 和 >]。 这 时 和 二 入 过 四 过 和 。 此 
外; 我 们 有 
C2 = Cn GOI Nt bn Sin AAA 及 3< 
< a+b) (C08 VAnt TF sin2 Mht) =a% + Bi, 


而 因此 

(160) 再 0) <44 p> Cas. b2) AL, 
现 证 ,在 pot) 与 pi 了) 沪 所 作 寺 的 候 棋 下 , 坑 数 
(161) 加 (二 的) 入 


收 艇 。 洪 虑 到 对 于 zmt 卫 ) 的 方程 ,我 们 有 有 : 
fn = i pom 458= -下 | [pode dS 


注意 到 加 在 wo 上 的 条 件 , 并 应 用 十 次 格林 翁 式 ,就 得 出 : 


809 第 站 窜 。 范 信和 问题 


ry 


Un, 一 小 | 4go "Vn QD 一 


hip “请 
于 了 

Wi = 上 A yo vn 0 
从 42pe 的 料 半 性 方程 挫 出 级 台 

DD 阅 o 
芝 效 。 现 证 圾 数 
62) 3 ba AE, 


让 宕 工 


的 站 敏 性 。 利用 pg1(P) 的 性 质 ，ont) 的 万 程 及 略 林 人 到 亏 ， 束 得 


bn | | ivn dB = 一 || p40 48 = 


二 抽 了 王 


1 — dp ， Bi 
ee 号 


让 

(163) bn= 人， 

于 此 

(164) B= -六 | > 和 3 ds, 


我 们 看 出 ,注意 到 (168) , 权证 明 航 数 (162) 收 坟 , 我 们 必须 证 阴 般 
数 


(168) 3 8 


Er 


| : (4 dp1 ; -oo 二 | 二 ( 4p14 


:总 作 可- 几 千 + 法 s+ 
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HH er 一 


hr 
Cy i | sh 人 OU 493 Su 
| GE 


可 4 1 
> Ze | (em ape Se)dS>>0。 


wes 二 1 A A 由 Om1 Fa Ome Os 
利用 局 59) 及 (164) ,人 队 此 笠 岂 : 
34olY3 dAdo gs ot 区 
+) 5-2 训 的 + 名 >0， 
这 就 是 ,对 所 有 的 他: 


Sa) [Be) + 1%, 


从 此 就 维 出 节 数 (165) 的 收 钱 性。 这样， 航 数 (I) 的 收 敦 性 让 蜡 。 
号 后 ,从 (160) 推 得 , 当 Pr 了 20， 9- 了 52 时 

(168) Hu ra) 0 

此 外, 从 明显 的 不 等 式 


什 吧 ses=- EY a DF (十 到 ) 
二 中 二 1 志和 二 
交接 可 推出 , 当 2 一 co 时 

(I67) | | 4 oS > 0 


站 
但 五 。 (Up, 9) 是 引 ), 甘于 Pg 涪 喇 阶 为 下 的 所 有 的 导数 的 孚 斑 和 
在 吾 中 的 积 牙 ,我 个 注意 汉人 466) 与 (167)， 就 可 作 和 如 下 的 汤 辣 :对 
尾 意 的 正 数 s, 存 在 正 数 惠 (6) , 必 恒 得 , 当 2z 开 (ay 9>0 时 


(168) ja ) dS<s (b=0,1,2,8,), 
如 果 积 分 并 非洲 了 所作, 而 是 洪 包 舍 在 互 内 的 任 一 图 忆 所 作 ， 那 


末 这 一 不 等 式 更 能 成 立 。 
那 来 , 我 侧 应 用 [156] 中 的 定理 , 在 这 时 l=4, n=2， 闻 


出 


304 第 阶 刘 ”过 值 问 是 


一 | 号 | 一 1 一 2 就 可 以 断定 ,在 任 一 与 了 同心 而 竺 径 较 小 的 任意 
及 中 ,不 立 不 等 式 


Op, g ] 
(169) Bnd | 二 Ca (~0,1, 9), 


这 里 0 与 DD 的 选 反 有关。 但 包含 在 B 中 的 任 一 防区 域 吾 总 可 以 
用 有 限 个 包 合 在 卫 中 的 图 来 让 盖 , 如 果 选 反 C 为 对 于 这 些 图 
如 的 这 些 常 数 中 的 最 大 老 , 我 们 就 能 也 营 , 不 等 式 在 璇 个 区 域 瑟 
成 并 , 这 里 常数 0 与 召 的 选择 有 关 。 从 《169) 交接 推出 , 级 数 
(158) 肥 关 于 入 与 $3 水 项 微分 一 次 或 二 次 后 所 得 的 报 数 在 召 中 
一 救 收 族 ， 

如 果 把 般 数 (158) 关于 t 汉 项 微分 二 或 , 那 末 就 可 骸 出 宕 们 的 
十 个 具 如 下 形状 的 优 炎 数 


G70) 加 hlanon(P)) 及 祝 知 liuan(P)|。 


术 如 我 向 证 明 , 第 一 个 航 数 在 8 中 一 私 妆 禾 。 它 的 一 般 项 可 和 续 为 
形状 : : 
balanonCP) | = [onl 3 Ls te. 


应 用 不 等 式 s6< 互 ( 咏 寸 B] ,我 们 就 把 辣 题 化 为 般 数 
骂人 

的 收 短 性 去 。 而 避 们 的 收 钱 性 是 已 疙 证 好 的 ,并且 对 第 二 个 搓 数 

有 [835] 

(171) || ee; oas。 


但 不 难 靳 明 , 有 边 的 画 数 是 也 在 8B 的 速 纺 面 数 , 它 在 ! 等 于 避 
[235 及 驶 条 , 从 此 ,由 狄 尼 定理 [83] 推出 ,在 公式 (471) 磊 这 的 


Be er a 


负数 在 B 申 一致 收 化 。 因 而 更 能 断 完 级 数 (170) 及 由 般 数 (158) 
关于 ft 深 项 微分 一 次 或 二 次 所 得 般 数 在 B 中 一 致 让 黎 。 这 些 也 
征明 了 ， 公 式 (159) 所 定义 的 一 数 w(P; 人 满足 方程 (188) 及 条 件 
(189) 与 (140)。 我 们 现在 转向 于 证 明 不 等 式 (156) 。 这 诈 明 租 分 
为 若干 步 妥 。 我 合 从 明明 加 和 企 迎 滥 1 上 和 约 条 件 开始 。 

207 ， 尖 于 多 道 的 假设 设 通 道 ? 是 可 化 直 的 简 淖 于 曲 缠 ,其 方程 可 过 
示 为 形状 : 
(C172) (a=) 3 
这 里 s 荐 从 了 上 基 定 点 量 起 的 叔 长 , 它 鬼 方 访 我 们 电 上 就 要 国定 安 ， 而 周期 
半数 2 全 与 各 人 有 到 四 阶 的 建 续 的 导数。 再 假 谈 胡 其 一 包 合 前 区 嫩 所 的 区 
域 号 中 ,下 在 一 有 到 四 阶 的 建 炳 导数 交 国 狗 (ri， 2 ; 它 司 得 ! 的 方 程 可 过 
积 戒 形状: 


357 ， 关 于 巡 道 的 候 圾 S05 


(73) Firs za) = 0, 
六 和 目 在 1 上 
‘174) ‘grad B= + ~ 0, 


例 引 , 理 设 在 i 内 部 刘 (riy 各 ) >0。 击 人 #2) 注 也 入 为 原点 的 簿 堪 人 誉 标 , Y2 
韩 指 疝 了 在 六 点 的 外 法 线 方向 ,而 信 指向 奶 术 方向 。 并 且 (内 ) 辆 的 取 
向 与 朝 人 zy 的 ) 的 取 乔 相同 ， 这 些 就 雇 定 了 在 ! .上 县 绝 改 3 的 方向 。 克 的 方 
同 与 graQ 硬 try za) 的 方向 相反 。 

设 人 是 呈 山 与 切 刷 迹 角 的 余 绝 CD a5) 是 点 六 的 坐标 。 我 们 有 
(175) uo yt tr d=1, 2), 
在 (Wf yo) 坐标 下 ;1 的 方程 就 是 : 
(176) = a) = 0, 
厅 且 


(对 1 = 一 |grad 少 | 中 0; (7),=0 
得 用 隆 酌 数 宝 理 [ 开 后 扫 ,我 们 可 把 沽 道 1 在 点 N 近 强 的 部 分 写 为 显 式 的 形 
最: 
《177》 #2— Wy to 
计 一 不 等 式 窒 |i| < 桂 鹿 焉 ; 这 蝇 hh 蚌 一 与 各区 | 男儿 
wx (si 有 到 四 阶 的 回炉 的 导数 和 见 工 169], 下 wxy(0) 一 
用 字 和 到 mw 来 由 jgrad 于 | 在 To 
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讽 如 , 为 耳 中 出 满 是 jgradB| 守 ym 的 点 构成 的 轩 集 ; 丽 妃 为 B 中 网 由 
潇 是 |grad 名 | 所 7 的 点 所 构成 鬼 闭 全 , 作 一 贺 数 ,使 它 在 2 及 在 BB 上 答 等 于 
了 而 在 发 3 等 平 零 . 我 们 把 它 圳 炉 地 本 广 到 全 平面 ， 并 作息 后 一 醒 数 的 平均 融 
数 二 567。 选取 充 俏 小 的 于 区 化 的 侍 径 ,我 傅 赋 能 作出 一 个 定 交 在 全 平面 上 的 
画 数 Ns Tp) s 让 在 Bs 用 在 B 外 人 营 于 1， [ia Bl 等 于 恬 ， 且 克 在意 阶 的 
仿 寻 数 。 这 时 图 数 : 


dm La) = 一 a 而 [9 99 5 
‘(178) 
str sa) = 一 ri (rl fa) 


在 下 中 三 阶 连 粮 可 微 , 而 并 1 上 化 汉 eog fa 中) 珀 pDsths 07 这 里 于 是 1 的 
外 社 克 方 身 。 在 | 内 | 二 hw 时 我 们 有 展 等 式 : ~ 
(gp Wr)) = Vo 
关于 坊 微分 四 次 ;然后 置 由 一 六 并 注意 到 0) 一 0 我 们 就 得 到 在 点 名 的 
等 式 ; 
总, 一 

(79) Sw =0 

Dat3 0 0 0 

奋 , 十 6 奋 yw (0) 二 4 宙 ,yw (0) 十 3 宇多 wp 0) = 
国 为 | 多 ,六 op 记忆 人 这 些 等 式 中 可 以 决定 PO (R=2) 3, 4), 天 
等 式 : 
(380) la | a0 (k=2, 3, 和 9 
这 里 沉 数 CC 与 N 钴 关 。 

258， 博 助 的 命题 ”说 玫 数 (8 ao 为 已 定 的 :区 在 五 中 为 巡 机 且 消 这 
到 ! 建物 的 到 四 阶 导数 。 如 时 在 公 世 7) 中 把 try YD 哆 为 (9 ga 屠 末 
把 记得 的 融 数 包 为 tt ya) 。 

如 在 1 上 4 一 0， 那 未 成立 公式 .(179) , 在 其 中 须 把 妾 改 为 4。 实际 上 
uy Oa td) +=0 3 而 所 提 色 的 健 式 党 全 和 与 蕊 前 一 * 样 地 可 推出 上 这 些 有 全 式 喜 
抄手 出 : 

号 | 理工 如 果 在 i 上 w= 人 于 来 名 -=0 蝇 且 G2 《下 一 证 二 2 3, 8 和 是 # 的 


到 上 一 1 阶 为 未 的 导数 的 志 性 组 合 ， 趟 果 煞 具 形 拓 eol (0) J (2 3， 


$208 “辅助 的 谷 晤 807 


4; + 证 二 = 2) )， 二 此 FE 4 是 数 。 

- 在 转向 于 寮 述 第 二 个 引 理 之 前 ， 我 后 引 进 一 些 衣 号 与 沫 件 。 设 pt 2 
与 fr za 是 在 五 的 达 粮 柄 数 , 在 瑟 中 有 河中 十 1) 阶 导 数 ， 和 有 到 ‘q+11 

导数 ; 它 习 直到 ! 海 连 纺 。 

如 前 ; 我 们 有 用友 六 来 记 在 儒 标 { 扩 y 四) 下 所 表达 的 图 数 pCvry ao 坊 
rT 考察 表达 式 : 


a 2 [| Bw Op 
(831) | pr Do ~ By Oud A 网 " 
它 罕 油 道 1. 上 的 丢 点 有 宵 定 的 数 慎 , 因而 是 弧 荐 3 和风 剖 数 。 用 各 (ts) 来 本 
这 个 区 数 , 芝 且 还 引入 如 下 的 友 号 : 


。 局 和 oy | 
182 i -| "em -再 [ 
人 人 OYE Ou? io 


再 裔 下 (9) 为 测 道 1 的 册 认 , 它 等 十 的 (0)。 
引 理 2， 在 所 作 的 假设 下 ;成 站 等 式 


rm 


, -人 {a 2rg  ， 5 
(83) Tt TS 一 十 其 Cs) Emm “By et 
Fg Ei 。 oy _ By 


Bou BOT "yr oi Bya dy 
_3 2 ,， ey _ 性 
Ovi oy! ova' OW 

不 失 一 般 性 , 我 们 可 以 在 对 应 3 二 的 点 No 来 施 明 (189) 式 。 其 次 , 我 们 用 
(Wn Vy) 来 记 在 点 和 No 的 局 部 举 标 。 设 各 为 1! 二 的 另 一 点 ， 它 对 向 于 数 知 
5 二 遇 ) 着 设 (gy 9) 为 点 和 1 的 户 部 坐标 。 负 (31) 为 二 方向 坊 到 直方 向 所 必 
须 桂 过 购 角度 ,并 且 转 动 的 方向 决定 于 轴 的 取向 。 我 们 有 : 

本 一 中 003 自 一 2 站 十 本 中 二 061481 十 C254 十 诚 站 

Ya 8 ain d+ os d+y = CA 二 07 十 地， 
式 中 (V4 yD 是 在 侍 奈 节 (Wy 9) 下 点 Ni 的 坐标 ， 县 当 s.>0 时 8 (si > 
以 FP 及 六 来 记 攻 1 及 所 表达 的 限 数 9 与 我 们 可 以 生出 : 


mr 


mn 可 + 用 
Dr OY gu al "Ch 


Ody 3 Gay 
一 号 与 一 一 -二 一 
OO hd BY OU Ym 


而 因此 : 
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| = 
C184) ES1) = Cg .OW Yn Oy, ~ 


多 3 pe 站 人 0 
ed ， 晤 是 位 1 an Rr" 中 1 mt Hz 
Er TT rs Fl 1 站 1 1 点 EF 


滋 里 的 和 式 基 所 Bry Hy Ri Whit hyy ty i tas Hs 2 hy 1 此 2 所 
作 。 当 8-0 时 我 朱 有 : 


1 当 g=2 1 gl 
cue gn | 
0 当 吉 =1; 0 妆 包 一 急 
RE A 当 or 
da We sinbrss)-y0 9.2 
| “Bassin g(t8}— 0 当 包 一 
癌 cox=| ， 、 ， 
da OB G0Y Hrs) -> kp 当 册 ,二 3， 


六 时 k= | 。 把 (184) 的 两 盐 关 于 中 微分 , 并 法 党 到 
2 i 的 连 炳 性 ， ( 尼 是 座 接 曙 定 又 (182) 及 上 面 搞 作 的 假定 推出 的 ) , 我 要 
得 


1 ey) 2 a) 
(185) ds 1 = lim | 起 - dar (2 Eo 2 |- 


四 Oy BY Ce 
Fon OyFT Oy yg Oyy ~ Fo ge a Ts st 
Bpg 2 oy os A 
tev gap ta" WO + SB a 
设 坟 一 (3) ) 级 二 妨 (3) 为 湖 道 工 在 玫 标 肝 碗 (所 下 的 方程 。 我 全 有 |; 
a 四 
de Bw 8 十 By Ys C81) ) 
拌 目 当 31 采信 (7-T (1) 0 亿 此 淮 出 : 
， a Erg avy 3 1 Bp 
ale Pp 
jn | Bi) | [人 * 


x a ) 上 四 0 


把 它 代入 (185) ,就 得 到 (183)。 
推 瞪 ”把 (183) 购 十 边沿 ?积分 ;我们 得 到 一 个 在 将 来 要 用 到 的 用 式 4 


269， 佣 诞 积 芥 移 变换 B09 


Or 


如 站 它 灾 六 
186 | A P 5} j= 
080) ! Oy 2 十 oyy "By ov OW? Jy,= yd " 
nb Sup Pog epy 
+ 5 tx-BETr 5 6033 " Bor BT 
np yy Bp | de 
让 


5659， 滑 道 积分 的 故 搜 设 at zi) 下 0 入) 汶 在 万 中 秆 想 的 醒 灶 ， 
且 % 在 有 划 五 阶 的 直到 ?7 为 丈 杆 的 导 灶 ,> 在 互 有 到 四 阶 的 道 融 ;为 过 
炉 的 导数 。 除了 我 们 已 在 [206] 中 日 入 交配 生 有 0 v9) 与 下 (外 我 们 还 
淮 : 

上 下 天 一 了 

人 Deb ®) -| i, Dm 
式 中 名 基 i 的 外 社交 方向 。 芒 情 指出 ， 症 积分 天 Co 9) 此 亚 j Guy 0) 中 的 边 
积 事 匆 在 汐 际 (x24; ma) 的 芷 交 灾 局 下 为 不 变 式 。 划 果 利用 及 式 【175) 及 以 
《的 消 元 索 的 矩 障 的 正 变 全 合生 版 


Ha, 


点 明显 的 醛 等 式 
oo 2 Br , Hr-1y 
Bre Rl Br BT Be Pa 
三 1 Dr-1p 
fl > cr Br “Brie, 十 


Or dr 
站 二 Br -Ar ,Br "Br :Dry Tt 


利用 党 的 积分 并 对 左边 庶 用 磺 斯 特 溢 格拉 得 斯 基 公 式 , 我 仿 得 出 ; 


C1mR) Totus 0D) FT #9 = Ya 
批 这 公式 应 衣 几 向 ;就 少 : 

Taft 一 
[和 了 二 了 


了 一 二 
于 此 罗 jtw) 为 说 了 的 积分 , 它 由 公式 
一 
C1903 TW) a He) CO A 
WBN) 一 六 让) 一 ,tt, jy 生硬 2 dy 一 Cd i) 
所 定 立 。 规 才 述 一 个 定理 ,在 证 明基 本 不 党 式 (156) 时 我 们 储 机 它 。 
定 晶 “ 纪 昌 wzv 92) 在 互 中 如 灶 : 到 五 阶 的 直到 7 为 各 机 的 导数 。 


Ri0 东 名 章 支 值 问题 


且 满 足 笨 件 : . 
191) us= uli=0, 
那 末 (1 名 et0， go 可 以 径 注 变换 ,使 得 在 沿 ?的 积分 号 下 的 炬 积 图 
数 是 分 其 申 不 超过 一 阶 ; 三 阶 与 三 阶 的 导数 的 车 积 所 粗 成 。 

因为 在 积分 多 tw 分 中 的 寝 积 画 烤 关于 查 奖 变 措 是 不 次 的 ,我 们 可 以 把 
这 些 被 积 咽 数 用 在 测 肖 上 点 的 局 部 坐标 束 表 示 , 且 福 意 到 ,为 出 s 重 会 于 方 
出 i 我 从 和 构 册 

. E i 

(09 mt Oo) ,a i 
把 在 这 一 积 介 中 的 粮 积 画 数 读 为 Sx 从 , 印 


(193) - ,Cy 二 -| BC, HY ae, 

为 了 写法 入 便 诗 , 还 引进 如 下 的 记 ' 号 : 
2 OR fe O_o 
Sy! 本 曲直 有 8 


如 果 我 们 在 积分 (192) 的 被 积 北 数 中 聚 策 那 些 Be-t=1 的 豚 刁 那些 帮 -:=2 的 
项 , 那 林 就 会 得 出 恒等式 : 


(194) CO 一 区 (的 入 ) 于 匣 。 (2 坟 的 ) 
其 次 , 福 意 到 4= 若 十 483， 我们 还 会 有 : 
(105) BB) BF, A = 1) Bi Wy) 


利用 (194} (195) ,我 们 得 出 : 
(196) Wotwy = 五 公 ， me 一 上 而 (客人 ds 


(197) ,tm) -=| [2) 画 (和 ay]6s 寺 
十 | [Ss, (1 和 2 ) 一 要 (ty Ha) las 
0198) 的 一 | 2) 和 主 和 (0 部) 一 8 (6 各 二 


EAC A 


— 人 1 WD, ey Bl Ay 4 ] dso 


沈 些 公式 有 有 边 的 第 一 个 积分 不 形 冉 为 
ky 区 
外， | i BP 


2609。 基 求 不 等 式 的 证 明 811 


的 积分 之 和 ,于 此 
E92, 3, 4 Oa | 52; op < [33 |。 

这 时 ，z~ 2x -11， 且 在 积分 (t99) 被 积 男 数 的 第 一 个 因子 中 我 们 有 关于 
ti 的 微分 。 积 分 显然 的 杠 等 式 : 


A ,Er _ 8 ( 焉 - 斑 、 
2 
Br-17r BE- 13 De 
”I BP BP oy 


i QS6) 的 容 边 度 用 天 碟 过 来 ,我 们 如 到, 积分 (99} 与 形状 为 


局 km 一 了 
D0 | Fr 
(200) : Orie Oia Va of " 


的 积分 之 其 为 届 一 上 ) 阶 导数 与 玉 (9) 的 澳 积 的 积分 。 此 外 县 式 人 9 的 ，(197) 
与 (198) 右 过 的 第 二 积分 与 积分 (200) 有 胡同 的 结构。 为 了 将 来 项 要， 我 们 疼 
寞 指出 ,导数 

(a 

i 


是 tr go 的 名 阶 导 数 的 线性 组 合 ， 其 治 数 是 cos (nry 上 瑟 soa (nry zy 的 
释 的 乘积 。 如 困 后 者 用 公式 (473) 所 让 立 的 抽 (的 29} gat wa) 所 代替， 
型 来 我 们 就 得 出 wtaay za 的 全 阶 导 煞 的 多 性 机 合 ， 其 承 数 在 H 中 为 下 滑 


的 ,而 在 边界 【上 的 每 点 , 它 化 为 二 包 宛 


所 余下 来 槛 永 钥 的 是 ， 形 航 为 〈200) 的 积分 可 玉 由 ww oa 的 最 初 多 
信 一 二 阶 的 导 头 的 箭 积 的 积分 所 心 示 ,只 可 这 个 贺 数 满 是 条 和 件 ( 吕 91)。 
如 时 8=0， 那 末 这 束 得 接 从 dl 理 1 扒 出 。 设 8 一 1。 我 们 在 


有 ~ 
机 = A EF 让 
而 困 此 ~ 
A _ Bt-2 让 _ Bu 
Oy Byi ”2 Do yi 


再 -一 淡 庶 用 3 理工 (由 于 (9 ; 它 是 能 用 的 )， 我 们 见 治 ， 最 后 -一 公式 的 右边 
可 雇用 各 到 信 一 芭 阶 的 导数 及 总 的 到 太一 站 阶 导 数 来 民 示 。 国 为 8 之 侵 只 
可 能 为 目 或 十 定理 放电 。 

260， 基 本 不 等 式 的 耳 绥 ”从 所 施 的 定理 扒 出 ; 多 (为 具有 形状 为 


-1 Em 
r | 
| CP OT Har 
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次 积分 之 和 ; 于 虎 1 所 pk 一 了 2s 壹 KE。 得， 如 我 们 从 前 所 模 出 的 ,如 关于 
{yyy Ya) 的 导数 可 以 出 #8(rry wa) 关于 (eay za) 的 导数 的 粳 性 粗 合 来 表示 ,其 
， 系 数 为 有 界 的 。 于 注意 到 w 名 (0) 的 有 界 性 ;我 们 就 见 到 ;加 (9 不 超过 有 限 个 
形 睹 为 
六 -Ti is 
(201) of | Hr | [a 


Wn mh a 
i 
的 十 之 和 于 此 再 全 生生 有 浊 的 台 分 。 为 此 ， 我 们 回 济 由 从 式 
(C178) 所 定义 的 事 数 (24) 419) 与 42 004 x22)。 在 了 上 的 点 它 催 竺 二 co0s ny) 
与 eos (ny 32 因而 在 了 二 
人 GOS CHy 的 十 aeOSfT Wa) =1, 


应 用 奥 斯 特 洛 林 拉 得 斯 莫 公 式 ,我 们 就 得 出 ; 
J (a rs ) ee 


十 es Cn, ro) i ) le -| | | 志 - [a (ra ) t 


沿革 


| af Oly ) | las= Sy } 
+ TY 3 ) Dry Er ) 
Dm 3) | 18 Drm 
xx 人 (SEE+ 名 + OT pe Ee BT 经 ErIBe 1 二 
Ea 
te 
引入 守 革 : 
We | 各 + 名 上 
才 惠 用 明显 的 不 等 式 
— bh 一 b “9 b 
21ab| 二 2 a -| 9 一 一 一 02 十 一 2. 
| ap | Mw Bp + < {av er) + 5 十 可 


于 此 全 > 9， 我们 得 出 估计 : 
Wa) ( 关 -+ a jes| MI 区 


Dr 
|: ex Ca Br + 2 Barks jas| < 


<2M | srtoo ww) Tr- 中 |， 


260、 基 本 六 等 式 的 开明 B18 


从 此 
Gk- 3 
(202) | 人 da Ti H+ MM [erfs tuy 4) + 


+ Tes, w]e 
- En 
如 录 加 二 一 1 ,于 未 区 8=1, 呈 符 到 司 计 : 


《203) | 人 8) + BMI, 二 
人 


妈 我 们 见 过 的 ，zx Co) 不 起 过 出 现 末 (201) 中 的 常数 条 与 有 限 个 积分 之 
和 的 乘积 ,对 这 些 积分 我 们 已 得 到 估计 (202) 与 (203) 。 因 和 请 


[ 呈 喇 | 
(C204 EO 学 有 + 


E 
-1 
+ A Slrlts Ws 


入 时 4 (a 二 1 2, 四 是 与 如 及 俩 数 有 关 的 常数 。 然 后 利明 益 式 (189)， 
我 位 得 出 : 


Tr WY dT ft 全) +( + A Ti w+ Dtdy, di , 
让 
| 1 2- a 一 
且 选 淋 sy 使 得 1 一 sd 名 > 二 ;我 们 就 得 到 : 


《205) I, {us a) < +A) wy) 27, Cdu, dw) = 
= 2 dn di + Bultts Ho 
类 骨 地 ;我 们 选 朝 ss 与 so 使 得 1 一 e499> 闻 ,利用 (198) 与 (204) 得 出 : 
(200) Tatirs W) ET Atty dy) + BaLTa (uy WD) ts 2 和 
{£207) LCs HET dn dw) + BLTs tH 全) + 
+ftus WtThiw, Wi], 
下 此 B, 是 常数 。 
如 果 用 (20 的 源 边 代 蔡 tw 的 优 大 (0 的 的 右 过 , 悄 束 就 得 到 
208) Ty (uy HW) a Cty dd + 2Blo0 (dn Aw + BatBst 
tI (uy wo 
及 部 困 用 20 多 上 所 (203) 的 尘 边 代 奖 (wy 二 与 (从 ; 佛 天 20 的 这 ， 
那 来 就 得 到 ， - 
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《2097 了 (2 BT A A FF OT Ch AY) + 
十 人 EM Auy + Odility Wy 
于 此 0 是 常数 。 
把 (205)，(208) 与 (209) 租 则 起 来 ， 我 们 也 就 得 到 基本 不 等 式 : 
Hw < drTotday dw) FE du dn) + Totdauy ITC 4H) 1}, 
于 此 闷 是 常数 。 

我 们 前 面 所 进行 的 关于 般 数 (J58) 可 以 关于 zr, we 上 逐 项 微 
分 的 证 明 (因而 它 就 烙 内 问题 (188)，(139) 与 (140) 的 解 ) 实质 上 
其 忆 未 等 式 (156) 为 基础 的 。 从 [858 开始 到 本 段 为 止 的 夺 部 材料 
都 是 0. 4. 控 过 任 斯 卡 妖 (amsnrenckas) 的 著作 (' 鸥 波 动 方程 的 
党 电 埃 育 法 (0 Werore ypbe TI BOIHOBOTO 了 habHeHE2，JOg- 
JBTDL AROONMHH AYR COOP F766，N6, 24950 ) 对 两 个 杰 量 的 情 
形 所 进行 的 披 述 。 这 氢 示 是 直 0 A， 接地 任期 卡 娅 与 ,J 斯 
穆 楼 区 此 所 完成 的 。 

2 纪 ， 特 征 柄 数 的 导数 ”在 验证 将 里 志方 法 时 ， 我 们 前 利用 以 


下 的 事实 ,方程 

(210) dv Th = 
在 边 值 答 件 

(211) nl!= 0 


下 的 任 一 特征 次 数 ow(P) 有 五 阶 的 站 到 7 为 过 秆 的 导数 。 罕 三 
亲 空 阐 的 情形 , 我们 已 在 [263 中 表述 过 第 的 一 个 过 分 条 件 。 现 
在 , 我 们 利用 立 到 单 束 通 区 域 B 的 保 角 变换 , 我 们 对 实现 保 角 变 
换 的 而 数 作 了 某 些 假 届 下 ,来 证 明 上 面 所 指出 的 畦 征 画 数 的 性 质 。 
坑 

(21.2) z(t) (r=wtiy; C=é+i 

是 实现 由 辐 |51 <1 到 军 连 通 区 域 了 的 保 角 变换 的 丙 数 。 我们 候 栅 
在 开园 外 | <<1,7(C) 以 及 它 的 到 到 阶 的 导数 为 过 各 、 且 (5)#0。 为 
子 使 这 事实 抵 立 ,直道 上 须 满 是 一 些 充 俘 条 件 , 例 刘 可 局 在 攻 下. 
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一 一 一 一 一 一 -一 一 一 一 


斯 米 东 说 兴 的 著作 :“ 基 保 角 变 稳 时 的 这 界 卡 的 对 应 《cooT- 
BeTCTRHE TaHHH ITE EOH 的 0byuIOM TDPeo6Taa0HaHHH” Mathem, An.- 
nal. 7，107, 4932) 中 我 到 宅 们 。 由 变量 (3, 办 过 渡 到 变量 (#, 7)， 
我 们 得 到 页 数 加 过， 四 一 ?mlz, 习 ,我 们 还 得 出 方程 

(218) dns — hm | fCEY 1D 
以 代 起 (210)。 及 后 的 论述 的 基础 在 于 如 下 的 十 个 引 理 ,我 们 在 下 
一 段 中 引 册 蝶 们 的 证 明 。 


在 8 内 有 连续 的 -一 队 导数, 那 末 在 图 周 (十 仿 二 了) 上涨 足 条 件 
so 在 8 由 满足 方 得 du 一 火 的 解 半 应 到 2 上 为 速生 的 一 阶层 
ut 幼 有 让 到 和 为 连 纺 的 到 \2 十 卫 阶 的 导数 。 ，， 

天 用 避 理 工 再 应 用 引 于 2 测 等 式 (213) 关 及 全 一 和 (an 
.到 史 的 地 位 ， 工 注意 到 15 12 有 到 四 阶 的 直到 * 为 束 粮 的 全 
数 , 我 们 就 看 到 ,两 数 各 他, 六 有 到 五 阶 的 诬 到 入 为 困 可 的 导数 ， 
而 国 此 ，tpoef2 奶 有 到 五 阶 的 将 到 ! 为 违 悉 的 导数 。 

262， 辅 助 命题 的 姓 明 ”为 证 明 引 理 2, 我 们 必须 证 明 关于 具 
可 微分 密度 的 单 层 对 数 势 醒 数 的 一 个 定理 。 

定理 ”如 果 在 蛙 层 势 两 数 


(214) VU) pl Sd (rm) 


中 密度 (具有 到 某 阶 的 束 业 导数 ， 章 末 势 机 数 了 Oo) 本 身 在 
6 内 也 有 到 天 阶 的 让 到 和 为 过 炉 的 导数 。 

于 面 所 进行 的 社 戎 对 任何 曲线 =6(9) 79 一 ?48) 部 适 侣 ， 但 
Ete)y 9 为 其 亿 二 二 险 束 续 导 数 的 周期 例 数 。 

除了 势 面 数 (21 外 ,我 们 还 引入 到 展 势 而 数 ; 
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(215) WO =| 2 gs = 
= | us) ds, 


于 此 如 与 四 是 8&8) 与 m9) 关 于 8 的 导数 。 注 窟 到 58? 于 2 二 1 并 
对 = 求 导 数 ; 我 机 得 出 ; 


|- 


| E20 人 + 


十 | 凡人 mE eb) ds _ 
利用 公式 :: 1 


lg— 


SE 
站 入 oe 


并 对 第 一 个 积分 用 分 部 积分 ,我 们 得 出 : 
(216) SEU) pFE) 4W (pn), 
这 里 一 撤 才 示 关 于 s 的 导数 。 完 全 相 类 似 地 有 : 
(217) A A 
现 微分 双 层 势 画 数 : 
-| p00) Le 42 (yD)] a. 
2 信和 
-9 晤 wo- 
因而 : 


Ot) or (nu') 
(218) a Ee, 


彝 伺 地 有 : 


362.， 辅助 命 盟 的 拟 叫 817 


EE EE EE 


aW (1) op (uw 
(219) 二 


如 果 uw'{s) 是 建 炉 面 数 , 痢 末 从 (216) 与 (217) 推 出 广 (n) 有 站 弹 入 
为 过 炉 的 一 阶 导 数 , 即 定 理 当 =1 时 已 证 举 。 部 皮 jw'(8)， 
As) 为 速 楼, 那 来 由 上 所 进 , tn) 有 得 到 7 为 速 纺 的 一 阶 导数 。 
但 这 时 存 (jw) 与 五 (8), 而 同样 LGxE)] 与 亚 [Cpo 门 都 有 
兽 浏 为 迷 积 的 一 阶 导数 , 而 从 (216) 与 (317) 推出 ,CA 有 一 阶 
的 奏 双 为 过 未 的 导数 , 印 定理 当 =2 时 已 证 果 。 现 对 任 全 的 
b>8 来 证 明定 理 , 设 定理 对 (4 一 四 成 立 。 裔 4(8) 有 有 阶 的 连 各 的 
导数 , 即 x'(s) 有 (4 一 了 阶 的 回炉 的 导数 。 从 我 们 的 关于 完 吾 在 
全 一 力 时 为 正确 的 假设 推 册 , 严 人 ) 有 到 估 一 作 阶 的 查 到 和 为 速 
继 的 导数 。 这 时 从 (218) 与 (219) 推出 ， WW(x) 也 有 到 人 一 1) 院 的 
直到 的 违 夸 的 导数 。 由 此 , 我 们 可 以 断 首 ,WV (45) 与 他 (pw) 
有 站 到 和 .为 加 楼 的 到 估 一 卫 阶 的 导数 。 拜 且 , 由 于 以 上 所 示 的 候 
出 ,LC4E91 与 亚 [(noz) 站 有 半 到 和 为 过 转 的 璋 (一 全 阶 导数 ， 
而 从 人 2416) 与 (247) 就 推出 ,六 (1) 有 直到 入 为 过 粮 的 到 证 阶 导 数 。 
因而 ,定理 完全 郊 举 。 

现 屿 向 于 上 段 中 所 表述 过 的 引 理 的 证 明 。 引 大 虚 (3, 分 关 计 
图 入 的 共 二 点 (m1, 纺 ) 


(220) wi = FT 全 = Ra 

并 于 

(021) ra/(E 2) TI; rN Et) , 
对 于 图 8 的 格林 夯 数 在 边 什 条件 =0 下 在 和 上 有 形状 L822]: 
(222) 四 全， nm;%, Y) =- 交 区 工 ~ 记 他 工 ~ 
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注 党 到 格林 而 数 的 对 称 性 ,我 们 并 可 时 出: 

228) wos =— |G 5%, WhE, Wa dn 

这 一 公式 可 改写 为 形状 ; ， 
(224) ve 的 = 于 GE, 0 Wy Et 


[a + 的 4 才 寺 


+ | lee dn 


i 
1 


: i 
- 记 | vw, DIgrat 人 
- ti 
+ 让 | jE, DE 


本 < 二 1 
如 果 点 (8, 纺 在 图 周 ^ 的 某 一 近 旁 内 ,例如 VERRAI 

革 玉 右 过 的 第 项 与 最 后 项 有 任 癌 世态 的 导数。 对 于 是 后 
一 斋 , 这 一 点 是 很 明显 的 , 而 对 于 第 -- 芷 , 过 必须 利用 公式 (22)。 
因而 在 证 明 这 两 个 引 理 时 只 必 读 考究 石 边 的 第 二 项 与 第 耻 项 。 这 : 
此 项 是 以 W819) 为 密度 的 对 数 势 痢 数 ,它们 分 布 在 区 域 于 所 如 十 
+ 人 F<1, 并 有 旧 第 二 项 是 这 势 面 数 在 点 (v1, 的 ) 的 数值 ,第 三 顶 是 凌 
在 点 (2, 幼 的 数值 。 从 仅 式 (320) 将 接 推出 , (zt 纺 ) 在 图 周 入 办 有 
关于 (2 轨 的 尾 何 阶 的 导数 ,， 兰 且 (zs 分 与 人 和 ;) 同时 起 向 于 7。 

因而 ,只 要 起 明 下 述 事 实 就 够 了 , 当 (siy 9 趋向 于 和 时, 第 二 项 
有 关于 《ai， 妨 ) 的 相应 的 直到 入 为 连续 的 导数 ,上 以 及 第 三 项 的 关 
于 (%, 仍 的 导数 当 (z, 力 赵 和 于 和 时 的 同 禅 的 事实 。 转向 于 证 明 
535 理工。 我 们 知道 ， ut 幼 在 且 内 有 到 二 院 的 应 到 和 为 连 桔 芍 - 
号 数 。 必 须 训 明 , 若 的 第 一 阶 的 导数 由 色 为 连 笋 。 捍 这 让 接地 
司 和 由 下 迹 事 实 推 出 ,上 只 汪 篇 将 度 的 理 展 势 面 数 在 至 平面 站 如 和 纺 的 


289， 里 胁 命题 的 踪 明 Big 


- 


第 一 阶 导数 FII;200, 801] 。 转 向 于 永明 引 理 2， 这 肝 只 附 葵 (2 由 
有 过 的 第 二 项。 对 第 项 的 研究 是 完全 类 位 的。 应 用 格 灾 到 式 
[II;69] ,我 们 有 : 


QQ25) ld 


3 = 二 nl 


- | 让 gtaé an+ | yoos(n, $)lgTds — 


1 二 自 
pe 


-| 本 WV costn, eg 六 cs。 


最 后 一 个 积分 除 在 图 周 5 十 ”== 十 过 上 外 | 处 处 有 到 一 - 邯 阶 的 右 
视 导 数 , 我 们 只 相生 完 右边 第 项 与 第 一 项 就 名 了 。 如 果 册 有 得 到 
》 为 巡 灶 的 第 一 阶 导 数 ， 部 林 由 于 上 面 所 狂 的 定理 在 直 第 二 机 
也 具有 同样 的 性 页, 而 第 一 项 , 它 是 具 连 精密 麻 -5 人 在 环 域 二 于 所 
志和 十 信 志 1 的 对 数 势 两 数 ， 必 有 在 全 术 而 为 这 种 的 第 -- 阶 导数 。 
因而 ,公式 (225) 的 左边 有 第 一 阶 的 站 到 为 速 炳 的 导数 ,而 下 
时 的 引 理 2 就 得 到 区 明 。 

转 入 &=2 的 情形 。 识 少 有 克 到 入 为 束 入 的 到 二 阶 的 导数 。 我 
们 微分 (225) 的 珊 边 ,例如 关于 Y 当 李 秀 , 再 一 大 地 应 甩 格 休 友 江 : 


(226) pm ({ we DlgEat dy 


至 1 nl 


~ (| le 


tl 
+ 面 | wb cosn EylgL dst... 
Oa FE ! 人 ’ 


这 里 ,未 窟 出 的 项 包括 治 回 周 鱼池 = 于 的 积分 , 除 在 这 圆周 上 
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Cm 


外 , 它 桐 处 外 有 有 任何 阶 的 连 粮 导 数 。 注 意 到 以 所 证 过 的 定理 ,我 
们 就 是 到 :包含 沿 因 周 ^ 积 妇 的 那些 项 都 有 有 太 济 间 周 为 连 积 的 第 
一 阶 导 数 , 而 二 基 积 分 有 在 至 平 面 为 过 禹 的 一 阶 导数 。 因而 有 公式 
(226) 的 左 达 有 直到 为 速 锁 的 一 阶 导 数 , 而 引 更 在 6=2 时 已 证 
实 。 对 后 而 的 站 侍 , 达 个 引 理 也 可 以 洁 夺 一 样 地 证 明 。 
以 土 最 后 雨 自 的 证 明 是 属于 X、 I. 斯 稳 楼 获 基 的 。 

263. 球 的 边 值 间 题 ”更 在 我 们 要 考察 波动 方程 


a Ou ) On 2 
(227) Su = Bo MA Ep 


对 球 城 的 边 值 短 题 。 首先 证 硼 引 球 : 如 妇 t= (zy, 2Z, 站 一 
一 多 (著作 为 方程 (227) 的 一 解 , 汤 关于 变量 (wy, ?2, 四 为 齐 吉 裕 
画 数 ; 式 如 些 在 球 了 < 上 它 化 为 过 他 一 人 到 十 旬 十 2， 那 末 表达 
下 四 


We 


(228) w=| op, i mdr 


也 是 方程 (227 站 的 解 ,于 此 w(7) 为 任意 的 连 绩 丽 数 ， 的 下 阳台 
为 任意 的 已 妈 数 。 


Cm 


微分 表达 式 4228) ,我 们 得 到 : 


Ow _fi-r Bp (M, t— : 
= -| wt(r) CPM 7) dr— w(t—r) pM, ”) 


但 依 条 件 8 型 ， 全 二 0, 因而 有 


让 一 上 __ 
-0 ago nn 


拇 微分 一 次 : 
Ou -六 wt{r) Fp(M, 2 


Po 
[ee 


Tt FT 


对 关于 y 及 2 的 二 阶 导数 , 我 们 可 以 得 出 完 对 入 类 仙 的 焉 达 


363. 车 的 挡住 问题 Bni 


ce i ph ET 


Ba pM, tt) 
。 | tw Dt 


二 ir) [| 


代 信 方程 (337)， 和 大 注意 到 pa i 一 接 条 件 是 满 足 方 称 (327) 
胸 , 我 们 就 得 到 作为 代 人 的 精 果 的 等 式 : 


(229) 2 CAC 一 下 
小 二 On 


. OP NM, fo) PLM ET) 一 


但 由 于 齐 次 珊 数 的 尤 控 定理 [I;148] , 我们 有 : 
dm(M, {1— 加 +9 2 二 一 工 ) GpCM, tf—r 
BP TD) (4-7) pg Se 
十 sd 1 
置 5 二 {一 r+, 我 位 就 能 肯定 ， 是， 因而 公式 (228) 
实在 地 营 出 万 程 4223 六 的 解 。 
现 豆 求 方 程 (4227) 的 其 特殊 形状 的 解 ， 即 形 有 状 为 


(280) w— (YC0, p) 


的 解 , 于 此 了 (9，0) 为 吨 阶 的 球 西 数 ,而 风 (o) 为 未 知 画 数 。 把 方 
程 (227 变换 为 球面 坐标 ,我 习 得 到 i i119]: 
2 1re 2 OY Bu 
Q8D = (ang 芭 )+ 
1 ew 
tip Sa 
把 表示 式 (230) 代 进 于; 注意 到 了 af， PP) 满 吓 塘 程 


1 | aF, fi 全 了 
ing O09 so (sin O° 六 sin dp? 


nlnt DY,: =0, 
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我 们 引导 到 关于 小 ( 荆 ) 的 如 下 的 方程 


-Wn 
或 者 
(282) La) +n n+ Dv) =0, 
为 了 求 由 出 (2) ,这 我 们 来 记 起 勒 上 特 多 需 式 所 满足 的 微 耸 方 
程 [III; 49721: 


[CI—2) P(e)l rnt 1) P(g) =0, 

我 们 引入 (mn 十 了 次 的 多 项 式 : 

(288) Qi = | Pr Cw) dz, 

- 艳 前 泵 的 一 个 方 稳 的 十 按 滩 区 曲 什 ，2o) 积分 ,我 们 得 到 : 

(TF—) Py) n(nt 1) et) =0, 

或 者 ,由 于 (2883) ,得 
(1— nr (®) 十 多 (二 二) Oni =0， 

而 与 (282) 相 比较 ,我 们 就 网 到 画 数 


(284) w= Qni( 过 )Y nt0, 


就 是 方程 (297) 的 一 解 。 由 于 (233) , Q,.1(1) =0, 这 就 是 解 (384) 
当 * 一 上 上 时 化 为 雳 。 此 让， 显然 可 见 ， 解 1284) 为 变量 (2 Y， 2, 让 
的 齐 寺 头 故 数 。 利 用 引 理 ,我 们 就 能 断言 ,对 任何 违 模 页 数 w(， 
画 数 


(285) vA, ) YO, 0 ooQsa(- 寺 三 jar 


也 会 是 方 穆 (22 人 的 解 。 
进行 了 这 些 预 备 性 的 葵 述 之 后 ,我 个 时间 于 解 医 只 用 殊 形 骸 
的 边 值 条 件 购 边 值 间 题 。 访 我 们 案 求 方程 人 2 闻 ) 在 球 7 二 1 外面 的 
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解 , 巧 育 足 齐 详 梧 始 条 件 : 

《286) + 一 各 -0; a -9 
及 具有 形状 

(287) ur YO, og) 


的 按 值 条 侍 , 于 此 了 的 为 已 输 责 数 。 我 们 但 设 这 个 丙 数 有 到 二 阶 
的 速 标的 导数 ,并 且 
(288) f (0) =7"(0) =0, 
国 到 公式 (285) 。 如 果 我 们 把 罕 的 活 边 的 + 履 为 .(t 寺 人， 闭 
来 我 们 又 重新 得 测 方 程 (227) 的 -- 解 ,因为 这 一 方程 的 系数 不 包含 
#。 我 们 要求 所 提出 的 边 值 阅 是 的 具有 形状 
. tir t+i~t fs 
(agp) wa- (8， p)|， oD (Ed irl 
0 tir—1 
的 解 , 于 此 ofr) 是 在 >0 网 求知 责 数 。 从 (289) 这 楼 锥 出 (236) 
的 第 一 个 条 件 。 在 + 一 1 有 时 关 于 t 徽 秀 公式 (239) ,然后 时 ,ft=0 由 
于 Qi(D) =0, 我 们 就 得 到 (386) 的 第 二 个 条 件 。 边 值 条 件 (287) 
答 出 oC7) 的 积分 方程 ; 


| oD esttt1-n arf 
这 一 方程 为 温 尔 特 拉 的 第 一 类 方程 。 微分 南边 , 我 们 得 到 方 
各 : 
| wr P(t dr='0), 


并 且 , 申 于 (238), 这 一 方程 与 前 一 方程 相 狠 价 。 青 微分 一 次 ,由 
于 (288) ,我 们 得 到 等 价 的 第 二 类 方程 ; 


oO + ol PGEtI- ta") 
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所 全 出 方程 的 核 只 与 一 7?) 有 关 ,， 我 们 应 用 在 [ 盈 ] 中 质 捐 岂 
的 方法 就 得 到 有 只有 形状 


oD = -| Ho" C0) de 
的 解 , 于 此 下 42) 是 图 数 


-一 3 


WF Tp Py 

的 关于 它 的 分 本 的 根 的 留 数 之 和 ，。 | 

过 值 条 件 (287) 从 时 草 f=0 开始 起 作用 。 在 这 时 剂 之 前 , 小 
有 扰动 。 扰动 的 前 莽 将 以 单 们 速记 前 进 。 在 以 若 党 关中 心 ， 
(十 思 为 尘 径 的 了 蒜 外 ,由 于 (289) ,在 时 齐 i 以 前 为 肯 止 。 在 波 前 本 
身 ,二 阶 导数 的 连 科 性 可 能 遭 弹 破坏 。 我 们 指出 ,对 半 福 何 的 连 重 
沟 边 值 条 件 ,我 们 可 以 利用 形状 为 《287) 的 边 慎 条 件 在 球 匣 上手 
均 地 人 迫近 它 。 这 是 从 球面 数 的 封闭 性 推出 来 的 。 上 吉方 法 对 平面 
上 摘 务 的 区 域 骨 可 成 用 。(B. 1 斯 米尔 让 江 ， Hosaam 生 KBIPX 这 机 
Havk CUOP, T. XIV, 1 1987)。, 

264， 球 内 部 的 振动 ”我 们 现在 要 作 方 程 (227) 在 条 件 (286) 
与 (987) 下 , 在 球 内 部 的 解 。 如 果 > 工 那 末 如 所 易 让 ,省 (二 二) 
为 惕 数 时 ， Qtg) 为 偶 丁 数 ; 当 人 居士 直 为 奇数 时 ，Qusato) 为 奇 苹 
数 。 我 侦 还 可 以 把 解 (285) 罕 成 形状 


(240)。 wl D0, P| or (DAT )ar 
在 这 一 公式 的 右边 ,把 了 收 为 一 1, 我 们 就 得 到 具有 形状 
CQ4D) val, =F, 六 | oan Qn (Ear 


的 解 , 于 张 当 +<0 时 %s(*) 二 0。 这 一 解 对 应 于 从 球面 向 内 部 入 
出 的 波 ， 妆 1 时 ,在 球 约 中 心 ,名 当 7+=0 时 , 它 不 再 为 有 限 的 。 
当 t=1 时 ,四 亦 的 波 进 行 到 球 的 原点 , 入 然 地 就 辽 把 解 (2 和 ) 添 加 
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一 


到 这 个 解 里 去 、 担 在 其 中 要 殷 t 疏 为 一 琴 有 适当 迁 陪 0 (Wo 
湾 就 第 新 我 们 共有 形状 


(42) wlM,D =F,0, P| oo Ol( op 


的 解 ,于 此 当 T<0 时 wat7T) 一 0。 在 积分 的 十 由 ， 和 人 有 有 一 sz 二 
+1 一 tr, 且 解 (242) 当 “=0 寺 也 旬 持 有 限 。 并 且 攻 化 为 书 。 为 
了 使 得 对 亡 值 条 件 中 的 画 数 了 的 导数 所 作 的 震 圾 较 少 起 网 ,我 
们 把 从 (1242 关于 # 微分 后 所 得 的 解 取 为 基础。 注意 到 % 尝 1 有时， 
Qtt 士 ]) =0, 就 会 得 出 解 : 


(248) ， uc, 0) = (0, 多 六 上 人 3 t) 间 
于 星 
(244) 一 , 
| i Tt - 
jl -| | ooDPst; ar 当 坊 1- 时 
0 : 当 tl1—r 尘 ， 


且 当 rs0 册 ofz)=0。 如 同 {883] 一 样 ,从 这 一 表达 式 可 以 推出 ， 
洛 任 何 的 (7) ,条 件 (286) 成 站 ,容易 苞 接 地 验证 ,如 果 mlr) 有 连 
粳 的 导数 ,在 n=0 时 , 公式 (248) 及 (244) 也 竹 击 方程 (33) 的 解 。 
我 们 指出 , 当 %=0 村 公 式 (242) 并 不 给 册 方程 (2237) 的 解 。 

边 值 条 忻 (287) 引导 到 如 下 的 万 程 ; 


(245) | ,oO Plrti~D)dr f(D) . 


我 们 忆 肌 (2 有 连续 的 导数 , 且 六 0) = 六 0) =0、， 把 方程 (245) 
关于 上 微分 ,我 们 得 到 : 


(2461) oD + 0-0) ol Pr ti dre (0 
(RL) , - 
由 在 %=0 时 
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(246,) wD wt 2) 一 天 的 。 
方程 (246,) 葵 出 以 水 步 的 廊 法 制作 (i) 的 可 能 性 。 首先 从 温 东 
竺 拉 方 种 


全 一 | oD Ptl-D)ar = 
来 决定 在 区 阅 0 志 +t 志 2 的 加 (六 。 然 后 从 注 称 
wl —| ol) Prtl-Ddr = 0 + 


二 (一 "w(t 一 2) + | oT) 三 填 于 一 让 人 


来 决定 在 区 间 2<t<4 的 @( 间 ,这 方程 的 右边 是 已 知 的 ， 其 余 类 
推 。 我 们 就 可 把 所 得 醒 数 代 到 方程 (244) 的 右边 走 。 

为 解 方程 (346))， 我 四 可 以 利用 再 仙 的 拉 普 拉 斯 变换 。 指出 
这 一 方法 的 大概。 以 后 我 们 还 会 用 另外 的 途径 来 得 到 最 区 的 有 
式 。 

在 方程 (346:) 中 ,把 积分 吉大 为 两 个 下 限 为 雾 的 积分 之 和 ;把 
它们 的 两 合生 以 后, 于 此 ?= 一 ai 十 Oro, 而 cr 是 于 人 的 下 用 及 
关于 + 沿 区 岗 0<i<o0 积分 。 引 大 下 号 : 


(947) 06) =|- eid, FF)= | td 
逢 用 深 积 定理 145] 及 下 式 ， 
站 giP {1 — Dd ye ED Hoy (—is) 


(348) 人 et Pp, (1 d= 
+ 亦 { 和 号- 由 
= (Dye HY, (—is), 


这 些 芭 式 是 易 子 直接 池 从 分 部 积分 而 得 出 的 。 所 示 的 方法 昼 导 到 
对 (9) 的 如 下 的 方程 : 
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Ye (一 人 一 下 二。 
利用 拉 普 拉 斯 变换 的 还 诛 到 式 , 我 们 得 到 : 
it otto Bn atttiy FP(s) 
(249) ,w= 2 j Vo 了 3 一 de) 
实数 cl 取得 充分 大 , 使 得 网 数 (8) 的 所 有 的 车 蝇 成 圭 在 积分 询 
各 的 左面 。 

.:* 应 用 抗 普 拉 斯 变换 及 共 适 变换 的 可 能 性 的 检 懈 在 这 一 情形 下 
是 较 易 进行 的 ,这 是 由 于 借助 于 到 步 的 方法 我 们 已 建立 起 w 人 从 的 
存在 性 , 着 有， 如 果 对 上 的 大 的 数值 给 产 雹 添上 上 了 某 些 条 件 , 我 
全 就 可 以 对 巴 声 作 纳 估计 。 把 表示 式 (249) 氏 人 公式 人 :改变 
积分 的 次 序 , 双 利用 易于 证 明 的 等 式 : (ip) 

(50) | p(w VB i ， 
我 们 得 到 : 四 
厅 十 To 才 1 《一 TP) 


(351) gtr, t= = je -| Tt (et 
(nD, 1, 2,: 7 

我 贷 指 出 一 个 更 简直 的 途径 来 导出 这 最 后 散 下 式 。 把 表示 下 

(248) 代入 方程 (227) 天 利用 了,(9, yp) 的 方程 ;我 从 就 得 到 对 

alr 革 mn 


we OP .2 dps NN wnt+ DD) 
(2382) .BE ， 5 人 条 
对 这 一 方程 必须 党- 上 和 条件: 

" pn < 一 上 了， 
(453) 7 t=0 0; 
(254) Pal io1 = 


把 4252) 的 十 边 生 以 后 关于 芋 灌 区 时 0<t<ee 积分 , 兰考 
虑 到 4258) ,我 们 就 能 得 到 潮 数 | 
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PE oo 


(258) r= | et, (r, tt 
所 满足 的 方程: 


Fe 0 人 部 Qa, &2 2 9 二) = 
(256) Tr 十 一 FT dr +{— pa ) 工 ， 0, 


对 (354) 应 用 拉 普 拉 斯 变 钙 ,这 就 给 册 : 

(267) 站, | 1 去 荆 = (8) 3 

比 詹 ， 疼 数 二 (7 电 妆 ?一 0 时 还 成 茂 为 有 限 的 。 方 程 (36) 何以 

化 为 县 塞 尔 方程 ,并 注意 到 (85657) 及 蔬 , 在 7==0 时 为 有 恨 的 ;我们 

就 得 出 : 


J ,1 (ins) 
,re, = 六 了 - A Fis)- 一 加 (sy。 


然后 , 2567 的 赣 变 换 就 强 出 公式 (251) 。 

必须 深 加 于 ft) 上 以 使 拉 普 拉 斯 变换 和 公式 (251) 为 有 效 的 屠 
些 条 件 的 钴 述 , 可 以 在 1L. HH. 彼得 拉 欣 (llerpamens) 的 著作 “名 向 赔 
性 球体 的 强 性 动力 党 问题 的 理 广 ”(''HnaMHyecREe aaaadH Te0pHH 
IDTTOcTH 了 bdyda8e HOOTPONEON cfhepm’’? 了 9eRHB BarnceH JlIY, 
cepER Maremaradecrnr Hays, nan.21, 1950) 中 找到 。 本 段 及 以 下 
几 段 的 补 料 都 取 自 避 文 。 

205， 解 的 研究 ” 坊 在 对 我 们 月 得 到 的 鲜 

1 we . 

(258) mr 0 一 LT 三 ” 了 Pen dso 


进行 研究 。 为 确定 起 见 ， 我 们 急 设 国 数 f(#) 仅仅 在 基 一 有 限 区 扰 ”， 了 ] 不 为 
零 , 且 有 到 二 阶 的 连 灶 导数 ;又 

TD=7 ND =D = =0, 
状 且 ;分 吏 积分 疝 次 ,我 介 就 得 到 : 


4 1 卫 
《259) rs) =—| etf (at= | ea 


我 们 要 假设 酮 数 玉 (3) 共 有形 丘 : 
(260Y 下 一 二 下 er 
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这 里 Fit3) 三 Rst8) 虱 是 有 埋 和 娄 ， 它们 的 分 际 的 次 数 对 少 台 起 过 分 子 的 次 
数 雨 次 。 举 易 节 瑟 ;例如 在 如 下 的 情形 : 
FO TE; ft) ein OatT), 
图 数 玉 (8) 具有 这 样 的 性 加 。 丰 到 式 12569) 可 局， 鲁 数 请 (9) 为 整 回 数 。 
栈 数 7 《18) 有 重 感 根 ,把 它 生 记 作 土 癌 f(s 二 1 名 3，…) 于 此 太 
是 方程 IgG =0 的 要 [TTIs; 145]。 


利用 苹 式 : 


369) 一 豆 [ 了 GD (a) 十 如 GO] 
及 汉 开 尔 图 数 的 如 下 的 表达 式 ; 
HS) (8) = (2)e Is- 全 -有 |: +m(T) 
Le -( 2 六 -ts {iro 1 jE 


于 于 ci 与 cz 地 } 都 是 二 的 带 自 所 项 的 多 项 式 [ITIs;148]。 He= —is 
代 大 ， 我 们 不 难 作 定 , 对 充 人 甸 天 的 ri 在 积分 起 宅 上 的 任意 点 * 比 
HD, {—1s) 


拉 十 本 


Fa 【一 局 ) 
t+ 
的 导数 不 超过 某 一 小 于 于 的 数 。 我 们 考 感 到 这 一 总 ,就 可 以 配 出 ， 


(201) 


可 1 Hs Ciray Hry Cir | 
= 下 (Dr HD 
J HH. 3 —is) i He 1¢—i9) 
Ly 一 (2 一 
. ye, 【一 re 。, (ly? ue, (—irs) 
EU ey EY Fay) 
Hi (i) 区 HO: C~is) 


代入 革 式 (258) 并 和 逐 项 积分 ， 我 们 得到 


(一 a i irs) 
262 DT 
(262) Trlr = -六 乌 tt 一 181 


Hi ( —ira) 1? 
x Hoty Flr) endst 


3( 13 


De ore OS-ire) {HO mir) 
人- DC HD, (=i) 


-| Fresertdso 
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我 们 疯狂 在 右 迪 当 际 上 只 有 有 限 项 ,并用 项 获 与 上 同时 增加 。 借 如 我 全 车 
赛 第 一 个 和 式 。 箱 用 公式 (261)， 我 全 再 以 把 伦 这 和 式 理 的 积分 号 为 形状 : 


i 

(263) | PLL OG) Dt Dds, 
-tt 

现 膝 数 p 之 分 大 ;使 得 

{2064) i— (2p+1) tr 0D, 


在 积分 踏 鲍 的 右边 ;以 5 为 中 心 ; 以 充分 天 的 守护 五 作 一 牛 癌 周 。 洪 串 到 
FF(s) 的 公式 (260) 及 上 面 所 指出 的 f (5) 与 Fols) 卫 往 慎 ) 我 仁 可 以 断 普 在 
条 人 性 (264) 下 ,积分 (263) 的 被 积 厂 数 小 芝 一 全 阅 的 积分 当 R 无限 增 天 时 趋 
向 耶 迁 。 站 

另 一 面 ， 消 由 这 一 中 图 周 及 让 多 油 一 <v< 民 粗 成 的 导 道 的 积分 稀 于 
雳 ,这 是 由 于 被 趴 页 数 在 这 -- 迎 道 的 内 部 滩 有 奇 点 。 几 此 推 得 ; 当 条 件 (264) 
消 是 时 ,积分 (263) 为 需 。 禾 登 一样 地 ,只 要 成 立 条 件 : 
(265) t— (2p+1 -rr<0, 
公式 (262) 有 边 的 第 二 个 和 式 的 一 些 项 也 等 于 需 。 所 会 下 米 的 理 描 和 渤 了 球面 
波 ; 它 科 是 从 球 *= 工 的 某 一 葡 的 反射 所 产生 的 。 利用 (248) 的 第 一 个 公式 ， 
不 下 焉 明 在 公式 (26 全 布 边 的 各 分 中 的 抠 积 隐 数 备 在 银 距 离 内 具有 有 有 限 个 奇 
应， 外 秆 全 为 太 

— Pa la DP) =0 

机 而 形 作 下 来 和 0 积分 的 信 俱 是 在 这 此 要点 的 入 的 和 ,小 就是 ,所 眶 到 的 
积分 可 以 肌 初 等 故 数 吉方:。 

这 样 ,上 面 所 示 的 对 公式 (258) 的 利用 就 引导 到 对 骞 边 值 笨 件 (837) 下 的 
球 振动 的 边 值 赔 奶 的 “法 变 们 尔 方法 ”。 

现 指 用 公 式 (358) 的 另 一 杰 换 , 它 引 导 到 “ 富 户 块 方法 ”或 者， 更 确切 地 
租 , 它 引导 到 则 甘 的 解 关于 球 振动 的 特征 列 数 展开 为 秘 数 。 把 会 式 (253) 代 
入 对 五 (9) 的 表 杀 式 (260) 中 法 。 在 代入 Paery 这 一 项 时 被 积 狗 数 将 会 包 沼 
基于 er 六) 而且 也 完全 闻 取 前 一 样 ， 本 以 黎明 , 在 4< 工 时 所 对 应 的 积分 化 
为 零 , 近 就 是 ;我 们 有 : 
pop Tg) 


1 
(266) | 


ND 


可 以 鞍 明 ;这 一 积分 区 数值 等 于 它 的 被 积 图 数 留 数 之 和 ;而 如 果 假 汕 F103) 的 
视点 不 重合 于 才 ,,， (~ 癌 的 根 ( 恩 共振 ) 那 未 我 多 就 得 到 : 


266， 于 报 太 程 的 过 适 天 蝠 B31 


oe Ap sin (EptrH up) Tnr§ Cn?) 
OD pn Dp 
于 此 加 (ps 区 对 服 于 (9) 的 接点 的 贸 数 之 和 ,县 引 入 记 叶 : 
I (bi) = Apetee 


可 以 翘 明 , 在 对 了 Ca 所 作 的 假 座 下 ， 所 宕 的 航 数 关于 上 及 > 我 政 航 . 它 
是 系 稚 的 特征 振动 之 和 。 凡 此 批 罩 ， 可 避 恢 示 为 有 限 形式 的 项 如 人 ry 人 中 
条 件 (227) 及 按 亿 条 件 (237) 。 知 果 Fa fs) 在 极 感 与 743 (一 i) 的 根 重 合 

末 在 (267) 的 右边 用 现 了 少 振 的 项 * 尼 在 三 角 画 数 符号 之 外 还 也 合 .f 

如 果 t > 人 嘲 玉 我 们 只 得 到 特征 振动 的 级 数 ， 因 为 F 9) 是 整 坪 数 。 妈 
在 t> 了 时 我 们 可 以 把 莉 当 引 卉 [CITEs; 60] 应 用 到 基 些 以 四 为 心 的 竺 圆周 系 
误 及 包含 整个 丽 数 FP(s) 的 被 积 丽 数 。 当 1 < 7 时 ， 我 们 还 到 有 对 被 积 天 数 在 
斯 提 到 的 补 贺 周 上 适用 的 估计 。 除 了 特征 氮 动 的 极 数 而 外 , 缺少 二 这 的 项 是 
由 于 除去 了 和 进 大 于 边 值 荣 件 的 外 力 的 媒 故 。 

285、 电 报 方程 的 按 值 铺 呈 。 在 解 帆 图 型 方程 或 拓 物 型 方程 的 边 入 加 是 
时 ,我 们 利用 了 势 酌 数 理 殉 ,并且 ， 整个 作法 的 基础 在 于 对 这 的 微分 方程 的 其 
些 有 有 解 。 对 双 由 型 恬 程 ,这 个 势 醒 数 运往 的 方法 不 能 应 用 。 对 电报 右 程 仅仅 
硒 一 条 全 博 形 可 以 利用 这 个 天 法 的 基本 轴 想 。 而 地 过 值 问题 化 为 至 尔 特 拉 型 
积分 方 株 。 

在 区 间 0<e 生 1 中 涯 崇 态 程 [II; 息 抽 : 


(268) + 
共和 初 嫩 条 件 为 齐 诡 的 
(268) Htmo—ue | to 天 0 
条 件 为 . 
(270) # | zo0 = [站 2|=-: 一 of 的 。 


玻 闪 指 手 ， 如 时 乔 用 在 元 限 区 阅 里 的 解 [II; 185] 初 姑 荣 件 时 常 可 以 化 为 齐 
次 的 ， 这 正 象 纺 们 在 [ 哈 3] 中 对 热情 导 方程 所 作 的 一 样 。 如 问 在 FIIT; 1486] 
的 情形 ， 引 作 人 国 装 世人 一 To0t 我们 不 难 相 民 半数 了 了 ie Vv 一 zw) 是 方程 
(268) 的 一 解 。' 它 可 以 作为 基本 解 。 拒 对 应 于 这 个 解 的 束 午 地 作用 着 的 源泉 
帮 甘 于 区 间 [0, 门 的 两 端 , 木 颈 榨 接 蛤 三 ,我 介 得 到 方程 (263) 的 解 ; 


| " ptr)Ile vr wd 
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政 
fd-ti—ry 
上 | yr Tov tar, . 
于 此 辆 数 9(r) 及 (中 假设 为 可 微 的 。 把 这 些 解 关于 z 微分 ;我 们 仍然 得 到 
解 ; 我 们 要 求 (268)，(269)，(270) 的 其 交 和 式 玉 状 


(271) w= | pT(ov CTT) det 
+ pTeVUT DI (Da 
的 解 ,并 候 设 , 当 *<0 时 p() 二 py(7) 一 0。 
公式 (271) 可 写 为 形式 


(272) t= -| PT Se. 他 T 十 


_ -Qn) ctl— aI ev (tT (rs 
叶 业 (一 1 后 》 + VD dr, 
我 从 衣 起 腿 开 式 : 
于 £2 
IO- 六 -全 
对 任 刻 选 撑 的 gto) 及 ytr) 方程 4263) 下 初 奔 芝 件 忆 的 ) 诺 是 。 过 箱 荣 件 (六 的 
引导 到 部 下 的 对 pf 大业 人) 的 志 程 粗 : 


A Tt 一 了 3 一 


一 了 了 1 
— ph) +d) -| DO rw) 


-ot tp-D + po) EE EY Cdr) 
(278) 


库 数 wt 与 wott) 设 为 建 篇 可 微 - 是 : 
二 p= 
把 方程 (273) 攻 项 相 吉 及 相 沽 ;我 们 就 得 到 对 同人 与 pg 他 的 分 开 来 的 方程 : 


qt) + ot—D) +af pi) I AD 


WV (tI 
(274) = 十 wa 人 
一 吉 引 十 二 ( 一 站 十 全 yt te AGEL = = 


一 at 一 oa 人 人 


388- 电报 方程 的 边 由 上 晤 加 883 


拜 呈 当 Y<f 时 ， 风 (一同 (人 一 
从 这 些 方 程 可 名 舟 睛 地 决定 由 基 与 业 (4) 在 区 轩 和 0; 门 ) 2 等 等 
的 数值 。 我 们 育 : 
当时 
二) 二 at 全 一 般 革 一 让 一 
-可 , mr) LN Dg, 


(C275) W(t— tla 
Tt 
pF = 下 
4 Dov GI 
+ct | witr) VU 
等 等 。 


也 可 以 把 冬装 撤 斯 变换 应 用 来 解 积分 方程 以 代 痊 遂 步 法 。 
本 线材 料 取 和 及 点 , 送 涡 洛 襄 op6pornr 的 未 发 表 的 工作 。 
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六 六 符 
鲜 条 西 末 题 的 阿达 马 方 法 fd471 
沙特 征 FT393] 
上 图 数 [3417] 
波动 方 者 的 解 的 基本 不 壕 式 [站 3] 
波动 万 程 对 于 球 的 过 淄 问 题 。 [2631 
归 各 醉 数 认 出 ， .1 [201] 
哈 梢 直下 竺 式 L201] 
持 姆 侍 菠 硝 稻 [228] 
流 信 动力 党 三 各 [1643 
驶 曲 铀 的 十 程 粗 [70 
志 程 的 式 是 潼 [i123] 
辑 林 强 基 L240] 
辖 生 公 式 [1437 
此 微 号 方程 的 格林 丽 数 上 工 7 
绾 被 妇 方程 的 推广 的 述 林 硬 数 ”[173] 
拉 和 兽 拉 斯 竹子 的 加 标 相 妇 [220] 
图 的 近 普 朱 斯 算 子 的 铬 林 酉 数 ” [323] 
丰 形 的 按 普 近 斯 算 子 的 稿 林 时 教 [223] 
拉 尊 控 斯 算 平 的 格林 和 匿 数 箱 莫 访 
次 方程 T2241] 
禄 尊 抽 斯 算 子 的 锯条 曾 数 答对 称 
性 [921] 
引导 潮 勒 上 竺 名 并 汽 的 边 植 问 
十 的 格 困 责 数 Li79] 
” 引导 到 勒 装 妙 委 项 臣 的 过 住 间 
是 的 司 宁 融 数 {180] 
训导 到 经 泵 密 特 案 需 式 的 过 落 
尚 题 克 化 林 遂 归 Li803 


人 忌 这 省 洗 到 可 885 


Tipaara 出 YHRmEE 了 hauBHeHE TaTHXITOTEUN 赫 姓 罕 兹 方程 的 典 林 请 数 T2311] 
de ， 方 粮 山 一 2 一 0 的 格林 国 数 [385 1 
一 一 TendOTIEOEDOIHEOCT 


‘TEPHTI nA HAMHAHN B TOIVADHON 
IPooTPaEOTRS - 

— 一 一 HUITTOCROCEH 

or 一 ATTPOAHAA b 了 1 大 EDHOM TTPAR- 
CTE®S ' 

— —, PAHHCTHAHHOOTE PAUISHHS 

dahpparnag 3W6RITTO 基 3TEETHO 基 了 3 人工 RST 


厅 8IYweHaH npHEIE 
于 peTT 工 有 THEIHB TOIRH TS 五 ET 可 三 


也 Ba8EITEHB 站 再 Of TOANBHOHHD 

HenHHh Npendpnr eonanne 

BonenrEol CG. B, Taopeus 

Hogonn HETerphnisaA 

Eonvye TT 

Homg Sharad nA LHASAOTO FOALRHOHEE 
' ' NSEEREY TOPATKS > 

二 一 TA HEINHOEEVION TNAREOEHA 

= OC— — — IATHHHOCTE POMeHHH 


mr MIA TABEOAREA RTOPOTO TGPALER 

一 一 ，HEGPPeKRTEODOEE 

— METON ENTETDEDTONAABE HEIEHORHOLIO 
THEBHEHHE TEP EOIG FOPaTHs 

m= DNBIVANFHRFS TAHERS 

FypEHTA TeODOND 


Tarphema—HIapnn Moron 

"Xiah peoipaonAEne, npAWAHEHAS FB 
TPABHSHHD TENTONPOEOTHONTH 

nmana yoanne 

JopeHin onepaTop 

TanyHONS 起 ,， MM, Lo0BeD HOT 


MEROPAPYHHIY PIROB MOTON 


热 个 导 方 程 的 络 林 亢 数 [345] 
三 耗 深 加 的 狄 义 赫 利 外 部 出 晤 …f2943 


平面 上 的 狄 藉 赫 窜 外 部 冉 是 903] 
三 碎 军 癌 的 涩 义 畦 利 内 部 问题 [202] 


狭义 埋 利 册 题 解 的 此 一 性 [234] 


电磁 波 的 槐 前 [232] 
辐射 原水 [228] 
重重 的 非 正 则 井 [L818] 
谁 灶 狂 志 科 [的 ] 
训 尔 交 变 摘 L204] 
简 玉 弄 兴 斯 卡 汉 定型 [C1238] 
积 鼻 月 广 L189] 
论 面 了 [104] 
一 院 秩 性 方程 的 宁 辐 台 贵 
F108 , 3404] 
砷 梳 性 汶 程 的 柯 半 疝 医 [107, 16] 
涯 三 性 方程 亲本 隐 是 的 解 的 由 
一 性 Li081 
二 阶 才 程 的 柯 下 卫 最 [L134] 
梧 阁 府 屿 的 适 害 性 L107 
非 焰 手 的 一 防 方 竹 求 祝 牙 的 柯 
网 方法 F108] 
竺 珠 的 河 弄 烷 许 [i184] 
稿 舌 定 青 L1871 
拉 格 期 和-- 避 比方 法 [i7] 
拉 曾 接 斯 安 换 对 热 佬 导 汶 程 各 
应 用 [246] 
李 兽 着 功 条 性 [zt973 
劳 和 说 次 算 子 . [Id4324 
点， 时 略 冰 荆 夫 向量 [1931 


苇 极 数 方 法 | 


R34 俐 汉 名 前 过 引 
aspa crofks 黎 懂 括 切 0 
Mon:pa— Auwieph YHARHoHHS 六 日 - 域 拉 泵 方 税 + £4871 
Hejlwane panara FTIETS a ThexyuopEou 壮 帮 守 症 的 荆 亿 时 外 部 闫 时 [20 扫 
TCDAHOYBB + ”| 
一 一 一 HITOOGKOGTE 平面 上 的 区 供 营 和 描 表 问题 ， 区 834 
一 一 REyzpeHEgt DTmpexz6nEow poerbar 三 理 空 二 的 证 供 晶 内 弯 向 是 。 [8 名 
人 + : 
一 一 B TpexiepHoum IFOcTDSEoTP6 Femodae 三 鞠 罕 关 诺 仇 归 赔 题 的 证 [208] 
一 一 ,GEHEOTESSHHDOTH JIHGES 吉 尊 亿 学 和 沁 题 解 的 肉 一 性 [205] 
一 一 HA HINCEOCTE, WomMmenne 平面 .上 磅 要 餐 阅 题 的 裔 T2009] 
下 HBHAA Wrennrn 下 国门 [1 
fofmenaos TemeHHe BONronoro ynAbneana MR 动 方 程 的 广义 己 {58 
一 一 THAEIORET [yt ceond 兽 阿 标 太 程 的 广义 解 [L180] 
Om HETerpAr 削 积 妇 , 一般 税 和 1 {111 ,114] 
Ooodhri Hererpar 桔 税 牙 [i1i1] 
TIapaConn iesEH RMTOTTOHEBSE NHOTEMS 执 物 型 巡 六 级 方 鹅 灯 T1841 
HapatorEmec un TH yhRBAesHA - 胡 程 的 抽 物 型 [i191 
TnpepxHooTe, TEANTOTEEAA HODPPIEOGTE 腹面 ,平行 复 面 -00] 
Tornm HHTerpai ENTHSEHOTO 了 DR6HEHIE WB 儿 性 洗 答 前 至 积 和 于 [141 ,1141 
TloresoniT ra0 有 oro TO 和 汲 展 和 郡 琐 娄 8 
一 MOTAPEPEn Eat 克昭 执 面 数 [i899] 
一 OLAMHELT Mt 贰 体 势 柄 效 [192] 
一 MpOGTOTO GAOA 蔚山 势 贺 歼 L192] 
oy ODTAALEHRE 这 全 生计 有 于 和 下 条 让 银 冉 妆 强 数 的 诗 各 导数 L195] 
一 一 一 ，Iiogsasor8asx no T0600MyY H27pa3-。” 妊 腹 势 泛 数 涪 和 枉 涪 方向 的 导数 ”F1981 
EHH 
TIpapnatpag ropanEnan HPOHSEONKEE 正常 污 重 导 梁 [i881 
JinerezzEIe shxaaa JIE THEEGEHN Tezi- ， 闲 旭 守 并 方程 的 边 信 朵 有 晤 [231] 
IVTFEIA 
Tyaccona CHoGra 尊 疗 相 括 导 [LiF .418)] 
PappEra cradm 血性 半 断 
了 asst CNETHYS 湿性 樟 断 ‘+ C142] 
—— 9 TOP IPPOGTH 弹性 型 府中 部 性 业内 [31 
egyigpH5a 时 eeE0HeSHEO ARABoR TOTES 让 把 央 进 点 为 正 基 的话 利 策 和 数 ， 
IAPMONN etaAn 的 了 ENIG8 L203, 2041 
. Pow nn MOTOR 葡 曙 妆 社 {i498] 


仇 汉 省 齐 淋 引 237 
Pruang ranngn 禾 受 尖 数 [4144] 
Farns weron 本 区 方 注 [1901 
Camicormimemaau zhepenuihyEHrre 自 兴 砷 微 乔 党 子 F147] 
OepaTOD 
(Honea TB7TE FDAEHESH TenBOIO MoPHAES 责 个 一 院 方 程 的 志和 料想 [dd8] 
一 一 一 一 一 BIONHO HRTSTEHDYSMAT 拖 全 可 积 的 醒 个 一 防 方 稳 的 方 稳 
笠 [TE#3 
一 TOTHAA 和 完全 和 粗 LID] 
—YhABHeHNR repaoro IO 一 肪 方程 租 L181,170] 
一 ~ ETOPOPO HODAAEN 二 阶 磊 穆 粗 [131] 
~ OEEHHBALOHTHAA 赫 价 姐 ET 的 
— rol gon 钛 可比 谢 [L111] 
Cotoresa CG. I, 中 Spa 人 .来 伯 列 江 妥 式 [i490] 
CageTBeHHS 8BHAS9BEE HTYPeTHG 天 Bai 和 两 部 疝 额 的 特定 请 1231] 
MEREELS 
一 一 DexeTpg0 99xaqH KI OFHOBeH 常 微 半 方 黎 油 信 周 腊 的 特征 得” [173] 
HOT 了 有 而 首 ememITHSITEIHOTO DRBBSHESE 
一 一 一 一 一 一 一 一 OTOH 常德 分 万 程 演 情 阿 题 的 特征 情 
BHTSLHSSRS 的 汤 近 表示 [C188] 
一 一 一 一 一 一 一 一 HB 沸 徽 秀 方 程 边 值 旧 串 的 特征 坟 
前科 号 L178] 
一 -一 一 一 一 一 一 一 ， EUPpeMAAEHM6 ”常委 苍 方程 浪 秆 间 题 的 特征 伞 
&B0NMoTBA 重 舟 倩 福 村 [186 
一 PTERBUEE ITGHTEHO 关 8389 记念 现 是 的 特征 醒 数 [172] 
一 一 一 一 ,acHxnTgzgqesx0e 60pameHB8 这 和 读 洛 是 的 特征 图 数 的 渐 玉 小 
. 未 T1898] 
TD OT 沁 什 机 焉 的 特征 醒 数 的 标 情 性 
里 [用品 ] 
COBWEOTHOLTE IEHAMHIOCIEG 了 CIOBRR 动力 举 的 相 败 条 人 忻 L142,168] 
一 KRHeEMATHVeCHIHS YCXOBHA 若 动 学 的 相 窜 条 件 Li42,162] 
CreFx0na B, A, me0peuTr PaSTOYEeIHS B, 4,. 斯 本 克 洁 直 脱 开 定理 F182] 
Cyo- 区 0 了 7TepzhpOHEEqenKEe HF 次 岗 得 醒 数 与 优 上 和男 数 T2161 
CyG- nH oyrepnapatorgreoris Mrarnm 次 指 秽 加 数 与 扰 补 物 醉 数 L252] 
Opennreernx 出 FRIS HrTerphrpHn 了 pa&B- 于 图 数 的 积分 方 稳 L210] 
HeHHS 
和 ITIOTOPOT9OCTT 了 Da3H6HTS HeorHODorHO0 类 卉 次 的 热 售 导 方程 F242 
Den TOTGHTSHRER Tioctoz 有 热 傣 导 方 程 的 广 关 果 层 执 酌 数 
0 首 DT0TD GAO 与 骏 层 势 醒 数 [2511 


B38 织 没 争 高 案 引 


bo, 
TenTmtponorno mH THARHENHS, OTENIHSL 


B HFNEDHOM TFL 
— 一, -一 了 OHnHePIroW WIFINE 
一 一, IEUYEHETIHB FOHSHRA EE PRISTIH 
TB MAH 
下 PETER nDenersHan SMA RIA YPASBHOHYNS 
81UTSDa， 
一 一 一 一 一 一 ，PEITEIRN 


YnpTros RHEIOTHONANS Ta80 

了 priocTE YeopHI IOCEAS CIATETOBELA 
SATHYA 

一 — DABHeERHS 


ypE3 Yer XA YBARGBEAR BOIHBISGED 
一 一 一 一 KINODHNRH 
me TRIEONDO EOL HT 


六 BDAETSTYECTHKE 可 覃 全 间 二 BF。 委 和 BE 
HEDBVID IOPAAERN 

一 BIEGTUCHALTIC HH MHYUUS 

EPA DHUTHEESEAHL PDE 

— OBEVYEDTE FEARHSHRH BITOTGTU TIODALEE 

———— A GHCTONH TPABHEHHNH BT0poru 
DITkD 

一 一 一 一 一 TSOP [ONALBD 

— OFCIEYA 

KaparToDNHCTH TCOERS HATATEHIIS 站 人 HH AS 

KADAKTODEOTEIDCEAN EONORA 

RADAKTEDHGTE LO: EO KHILIGUGDERNS 

Tleapna weror 

DannTpOMATHHTHERG BITIHE 

HALEHTN LOOEHE 中 HIT ypaARHeHN 

DAIENTHIGOEDED LHI CHCTONA HODhoiw 
IIOPDALES 


Huodn MeTOT EBTORIHAA OTAOTD HHTGT- 
了 DA 
一 TIDEMA 0 BHTGIPRDIIRHAH BAHOEH- 


UO GIO，， 


二 糙 热 僻 导 声 程 的 规 攻 数 L244] 
一 座 茂 雍 导 郁 程 的 执业 数 ro43] 
有 了 岐 姜 如 对 括 赃 鞋 方程 的 应 用 『 只 7] 
岳 族 虹 记 得 解 的 性 规 [3 
拉 闫 持 斯 方 物 的 和 王 过 入 关 题 L222] 
拉 尊 拉 斯 方程 的 意 三 边 值 各 下 

的 解 [911] 
人 车 向 异性 的 强 粕 广 [T1687 
强 性 理 葡 的 平角 静 力学 问题 [2411 
弹 竹 举 方 程 L186 
访 动 方程 的 富里 埃 圾 法 [355] 
据 动 方 稳 的 寅 里 坡 声 法 L184] 
热 们 年 专著 的 富里 块 方 法 [183,3431 
总 性 一 价 方程 的 特征 toe, 10 
实 的 各 不 的 狩 和 多 [184] 
等 征 釉 本 [05] 
二 防 广 程 的 待 征 此 画 [L138 
二 罚 太 释 凯 的 竺 征 若 辣 L181) 
一 防 声 程 粗 的 慰 征 出面 [181] 
特征 方程 如 [1204,110] 
特 逢 的 萎 巡 条 性 [4 
特征 角 纵 L189 
竺 征 流 形 . [L101] 
话 玉 北方 法 L212] 
电磁 波 L187] 
谣 程 的 懈 面 型 [123] 
杭 国 开 呈 一 喧 方 程 粗 L161] 
br zl i 
求全 积 咎 的 雅 可 比方 法 [122] 
基于 标准 放 宗 条 积 寻 注 的 牙 可 

北京 理 L115] 


